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Vorwort

Bei unseren Mathematikvorlesungen fiir Physiker stellten wir immer wieder fest,
daBl es zwar eine Fiille vorziiglicher Einzeldarstellungen der verschiedenen ma-
thematischen Teilgebiete gibt, daf3 aber eine auf naturwissenschaftliche Frage-
stellungen zugeschnittene Zusammenfassung bisher fehlte.

Mit diesem ersten von insgesamt drei Banden wollen wir dem Physiker eine
integrierte Darstellung der fiir ihn wichtigsten mathematischen Grundlagen, wie
sie iiblicherweise im Grundstudium behandelt werden, an die Hand geben.

Im zweiten Band behandeln wir gewohnliche und partielle Differentialgleichun-
gen und Operatoren der Quantenmechanik. Der dritte Band ist der Varia-
tionsrechnung, der Differentialgeometrie und den mathematischen Grundlagen
der Relativitatstheorie gewidmet.

Beim Aufbau des ersten Bandes war zu beriicksichtigen, dafl die Vektorrech-
nung und der Differential- und Integralkalkiil bis hin zur Schwingungsgleichung
moglichst frith bereitgestellt werden sollten. Schon deswegen verbot sich eine
Gliederung nach getrennten mathematischen Einzeldisziplinen. Dariiberhinaus
sind wir nach dem Prinzip verfahren, Anwendungen gleich dort vorzustellen, wo
die entsprechenden Hilfsmittel bereitstehen. Dies gilt insbesondere fiir Differen-
tialgleichungen.

Wegen der Fiille des zu behandelnden Stoffs fiel uns die gezielte Auswahl nicht
leicht, und wir mufiten schweren Herzens auf viele schone Anwendungen, Bei-
spiele und historische Anmerkungen verzichten.

Es sollen hier nicht in erster Linie fertige Losungsverfahren vermittelt werden,
wichtiger — und tibrigens oft leichter zu merken — ist der Weg dorthin. Erst wer
sich die dabei auftretenden Probleme bewuft gemacht hat kann deren Losung
wiirdigen. Oft ist mit der Kldrung einer mathematischen Schwierigkeit auch
eine physikalische Einsicht verbunden. Zum Problembewuftsein sollen die ein-
gestreuten historischen Bemerkungen sowie die Gegenbeispiele und ,,pathologi-
schen“ Falle beitragen, vor allem aber die Beweise.

Fiir die zunehmend anspruchsvollen Theorien der Physik bedarf es neben der
unerlaflichen Intuition auch der Sicherheit im Umgang mit der Mathematik.
Deshalb werden im ersten Teil die meisten Beweise ausgefithrt. Erst spéter ge-
hen wir dazu iiber, in Einzelfédllen auf die Literatur zu verweisen, insbesondere
bei technisch schwierigen Beweisen, wenn diese keine besonderen Einsichten ver-
mitteln.

Wenn wir an manchen Stellen nicht volle Allgemeinheit anstrebten, sondern
uns auf typische Félle beschréankt haben, so geschah dies in der Erwartung,
dafl der Leser analoge Félle durch Ubertragung der gelernten Methoden selbst
bewéltigen kann.



6 Vorwort

Durch den Anklang, den die bisherigen Auflagen fanden, fithlen wir uns in dem
eingeschlagenen Weg bestétigt. Nachdem wir fiir die vierte Auflage eine griind-
liche Uberarbeitung vorgenommen hatten, bedurfte es fiir die fiinfte und die
vorliegende sechste Auflage nur noch punktueller Anderungen; dies betrifft vor
allem Passagen, die sich im praktischen Einsatz als noch nicht klar und verstand-
lich genug erwiesen hatten.

Wir danken allen, die uns durch Verbesserungsvorschlége, Hinweise auf Fehler
und kritische Anmerkungen unterstiitzt haben. Unserer ganz besonderer Dank
gilt Herrn Hungerbiihler fiir die Korrektur und den Druck aller folgenden Auf-
lagen. Ohne seinen Einsatz, seine Geduld und sein Versténdnis fiir die Wiinsche
und Néte der Autoren hétte dieses Buch weder entstehen noch neu bearbeitet
werden koénnen.

Tiibingen, August 2007 H. Fischer, H. Kaul

Zum Gebrauch

Gegliedert wurde nach Paragraphen, Abschnitten und Unterabschnitten. Mit
dem Zitat §9:4.2 wird Abschnitt 4, Unterabschnitt 2 in Paragraph 9 aufgerufen;
innerhalb von § 9 wird die betreffende Stelle einfach mit 4.2 zitiert. Nummer und
Uberschrift des gerade anstehenden Paragraphen und Abschnittes befinden sich
in der Kopfzeile.

Durch das Symbol (ﬂbungsqufgabe) wird der Leser aufgefordert, einfache
Rechnungen, Beweisschritte und Ubungsbeispiele selbst auszufiihren.

Mit einem * sind solche Abschnitte markiert, die zwar inhaltlich an die betref-
fende Stelle gehoren, bei der ersten Lektiire aber tibergangen werden kénnen.

Der Namensindex enthélt die Lebensdaten der in den historischen Anmerkungen
erwahnten Personen. Ein Verzeichnis der Symbole und Abkiirzungen befindet
sich vor dem Index am Ende des Buches.

Wegweiser

Der Leser muf] sich nicht streng an die hier gewahlte Reihenfolge halten. Wer bei-
spielsweise einen schnellen Zugang zur Differential— und Integralrechnung sucht,
kann die Paragraphen 4-7 zunéchst iibergehen. Die Lineare Algebra setzt im
wesentlichen nur die Paragraphen 1, 2 und 5 voraus. Fiir die Funktionentheorie
sind nur ganz wenige Begriffe aus den Kapiteln IV, V und VI erforderlich. Die
Paragraphen 4 und 13 gehen in den iibrigen Stoff nicht wesentlich ein.

Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlige von unseren Lesern neh-
men die Autoren dankbar entgegen unter helmut.kaul@uni-tuebingen.de.
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Kapitel 1
Grundlagen

§ 1 Natiirliche, ganze, rationale und reelle Zahlen

1 Vorlaufiges iiber Mengen und Aussagen

»,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen“. So begin-
nen die 1895 erschienenen , Beitrdge zur Begriindung der Mengenlehre“ von
Georg CANTOR. Diese ,naive* Definition soll uns als Ausgangspunkt geniigen.

1.1 Bezeichnungen. Mengen bezeichnen wir i.a. mit Grolbuchstaben. Ist m
ein Element von M, d.h. gehort m zur Menge M, so schreiben wir m € M und
sagen kurz ,m Element M“ oder ,,m aus M “.

Dafl n nicht zu M gehort driicken wir durch n € M aus. In § 1, § 2 betrachten wir
nur Mengen von reellen Zahlen. Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

R fiir die Menge der reellen Zahlen,

@ fiir die Menge der rationalen Zahlen,

Z  fiir die Menge der ganzen Zahlen,

IN fiir die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3, ...,
INy fiir die Menge der Zahlen 0,1,2,3, ....

1.2 Beispiele und Schreibweisen

{n € IN | n ist einstellige Primzahl} = {2,3,5,7},

{z e R|2* -4z =0} = {0,4},

{x € N |2? -4z =0} = {4},

{z? |z € Z} = {0,1,4,9,...},

{n € Z | n ist eine gerade Zahl} = {2m |m € Z} = {0,2,-2,4,—4,...}.
Damit haben wir die wichtigsten Darstellungsformen fiir Mengen:

1. Auflisten der Elemente in einer Mengenklammer {...}.

2. Fiir eine Aussageform F(z) bezeichnet {x € M | E(x)} die Menge aller z € M,
fiir welche die Aussage E(x) erfillt ist.

3. Ist f(z) ein Funktionsausdruck, so ist {f(z) |z € M} die Menge aller Zahlen
der Form f(z) mit z € M.

1.3 Mengeninklusion. N C M (,,N enthalten in M) soll besagen, dafl N
eine Teilmenge von M ist. Das schliefit den Fall N = M ein. Wir schreiben auch
M D N.
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BEISPIELE: Demnach gilt N C Z C Q C R. Fiir K = {2® — x|z € R} ist
jedenfalls K C R. Wir zeigen spéater, dafl sogar K = R ist.

1.4 Leere Menge. Ist eine Aussage E(x) fiir kein € M richtig, so nennen
wir die Menge {xr € M | E(z)} leer. So ist z.B. {x € R | 2* +1 =0} leer.
Aus formalen Griinden bezeichnen wir alle leeren Mengen einheitlich mit ) und
setzen fest, dal () Teilmenge von jeder Menge ist.

1.5 Gebrauch der Mengenschreibweise

Wenn wir mit Mengen arbeiten, treten diese immer als Teilmengen einer festen
Grundmenge auf; in §1 und §2 immer als Teilmengen von IR.

Die Worte ,,bestimmte wohlunterschiedene Objekte“ bei Cantor sollen folgendes
besagen: Es mufl immer klar sein, welcher Natur die Elemente sind und wann
zwei Elemente als gleich gelten sollen. Betrachten wir die Elemente von

9. 9 2}
b Ti gy

einfach als Schreibfiguren, so besteht S aus 81 verschiedenen Elementen. Deuten

. n st L—2_3 1 _2_  _9
wir dagegen ;- als Bruch, soist 5 =7=5, 1 =35 = = 5 usw., und

1 1 1 2 2
S:{T7§"'"§’T7§""’

][N

T={Lecq|nme{1,2,...,9}}
ist etwas ganz anderes als S. (Wie viele Elemente hat T'?)

Bei der Auflistung einer Menge kommt es auf die Reihenfolge der Elemente und
auf Wiederholung gleicher Elemente (wie bei T') nicht an.

1.6 Bemerkungen iiber Aussagen

An dieser Stelle kann und soll keine Formalisierung der Aussagenlogik statt-
finden. Auch soll noch nichts Grundlegendes {iber mathematisches Schlieflen
gesagt werden. In den folgenden zwei Abschnitten werden wir die mathemati-
schen Schlufiweisen an vielen Beispielen kennen und gebrauchen lernen; in §4
werden dann die wichtigsten SchluBweisen zusammengefaft.

Uber Aussagen sei hier nur so viel gesagt: Mathematische Aussagen beziehen
sich immer auf einen bestimmten Gegenstandsbereich der Mathematik; dort sind
sie entweder wahr oder falsch, ein Drittes gibt es nicht (tertium non datur). Die
Aussage ,,Die Gleichung x +2 = 1 ist 16sbar* ist wahr in der Theorie der ganzen
Zahlen, aber falsch in der Theorie der natiirlichen Zahlen.

Uber den Gebrauch des Wortes oder vereinbaren wir: Sind A, B mathematische
Aussagen, so soll die Aussage ,, A oder B“ besagen: A ist wahr oder B ist wahr
oder A und B sind wahr. Die Aussage ,entweder A oder B“ besagt dagegen,
daBl A und B sich gegenseitig ausschliefen und dafl eine dieser beiden Aussagen
wahr ist. Der Sinn der Aussagen , A und B* und ,nicht A“ ist klar.
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2 Vorlaufiges iiber die reellen Zahlen

2.1 Was sind und was sollen die Zahlen?

So lautet der Titel einer 1888 erschienenen Abhandlung von Richard DEDEKIND.
Der Autor sagt dazu : ,,Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Gei-
stes, sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und
schérfer aufzufassen. Durch den rein logischen Aufbau der Zahlen-Wissenschaft
und durch das in ihr gewonnene stetige Zahlen-Reich sind wir erst in den
Stand gesetzt, unsere Vorstellung von Raum und Zeit genau zu untersuchen,
indem wir dieselben auf dieses in unserem Geiste geschaffene Zahlen-Reich be-
ziehen“ [DEDEKIND]. Der hier angesprochene ,,rein logische Aufbau der Zahlen-
Wissenschaft® war kurz zuvor, nicht zuletzt durch Dedekind, geleistet worden
und markiert den SchlufSpunkt einer fast viertausendjahrigen Entwicklung der
zunehmenden Erweiterung und Préazisierung des Zahlbegriffs, vergleiche dazu
[TROPFKE et alt.]. Dieser Aufbau besitzt allerdings einen hohen Abstraktions-
grad und setzt Konstruktionsprinzipien der Mengenlehre und Methoden der
Algebra voraus, die dem Leser nicht zur Verfligung stehen. Wir kénnen daher
nur zur Kenntnis nehmen, dafl eine logisch saubere Fundierung des Zahlbegriffs
auf der Basis der Mengenlehre moglich ist.

2.2 Wir stellen uns also auf den Standpunkt, dafl uns die reellen Zahlen zur
Verfiigung stehen. Da wir sie auf ,,Raum und Zeit“ beziehen wollen, nehmen
wir die geometrische Vorstellung zu Hilfe und denken uns die reellen Zahlen
als Punkte auf der Zahlengeraden. Wegen der grundlegenden Bedeutung fiir
die gesamte Mathematik miissen wir uns nur dariiber verstandigen, welche Ei-
genschaften wir den reellen Zahlen zuschreiben, und zwar im Hinblick auf das
Rechnen und die Anordnung (Gréfenvergleich).

Es hat sich gezeigt, daf3 alle Eigenschaften von R auf wenige Grundannah-
men zuriickgefithrt werden koénnen, die im folgenden durch einen Balken am
Rand gekennzeichnet sind. Fiir das Ihnen allen aus dem Schulunterricht gelaufi-
ge Rechnen sind dies die nachfolgend aufgefiihrten Grundgesetze (3.1 bis 3.3).
DaB in diesen wirklich alle anderen Rechenregeln wie (a +b) - (a — b) = a® — b2,
(—a) - (=b) = a - b usw. enthalten sind, wollen wir nicht nachpriifen, sondern
den Algebraikern glauben. Anders steht es mit der Anordnung von R, die im
Schulunterricht nicht immer mit der notwendigen Ausfiihrlichkeit und Stren-
ge behandelt werden kann. Hier werden wir sehr griindlich vorgehen miissen,
da Prézision und Sicherheit im Umgang mit Ungleichungen und den mit der
Vollstandigkeit (§2) zusammenhéngenden Begriffsbildungen grundlegend fiir die
gesamte Analysis sind.

2.3 Fiir physikalische Messungen, Grofienangaben und Rechnungen wiirden
die rationalen Zahlen ausreichen. Fiir die Zwecke der Analysis und der Geome-
trie erweisen sie sich als ,,zu liickenhaft“. Erst ihre Ergdnzung zu den reellen
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Zahlen machen die Analysis, insbesondere die Differential- und Integralrech-
nung moglich. Auf der Analysis und ihrer Verbindung mit der Geometrie beruht
die gesamte Mathematische Physik.

3 Rechengesetze fiir reelle Zahlen

3.1 Addition

(A1) (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitat)

(A2) a+b=>b+a (Kommutativitit)

(A3) a+0=a (0 ist neutrales Element der Addition)

(A4) Die Gleichung a + x = b hat immer eine und nur eine Losung z,

bezeichnet mit b — a. Fiir 0 —a wird —a geschrieben.

3.2 Multiplikation
(M1) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitit)
(M2) a-b=1b-a (Kommutativitit)

(M3) a-1=a (1ist neutrales Element der Multiplikation, 1 # 0)
(My)

5

Die Gleichung a - x = b hat fiir jedes a # 0 eine

und nur eine Losung z, bezeichnet mit g.

3.3 Distributivgesetz
Il D) a-(b+e)=a-bta-c

Statt a - b schreibt man meistens ab.

3.4 Alle weiteren Rechenregeln lassen sich auf diese Rechengesetze zuriick-
fiihren. Zwei Beispiele sollen uns geniigen:

(a) 0-a=0. Denn nach (A3) und (D) ist 0-a=(04+0)-a=0-a+0-a. Nach
(As) ist ferner 0-a = 0-a + 0. Da die Gleichung 0-a+ = = 0 - a nach (A4) nur
eine Losung hat, folgt 0-a = 0.

(b) (—1)-a = —a. Dazu beachten wir, daf} vereinbarungsgemafl —a diejenige
Zahl ist, die, zu a addiert, Null ergibt. Insbesondere ist 1 4+ (—1) = 0. Aus
0-a=0und (D) folgt 0=0-a=(1+(-1))-a=1l-a+(-1)-a=a+(-1)-a,
letzteres nach (Ms). Wie oben folgt nach (A4) (—1) -a = —a.

4 Das Rechnen in Q, Z und IN

4.1 @Q als Korper

Fiir rationale Zahlen a = b= % mit n,p € Z, m,q € IN sind

n
m’
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ab="P und qrp= nagtrm
m-q m-q

wieder rationale Zahlen.

Die Rechenoperationen + und - fithren nicht aus @ heraus oder, wie wir sa-
gen, @ ist abgeschlossen beziiglich der Addition und Multiplikati-
on. Natiirlich gelten fiir die Addition und Multiplikation in @ wieder die Re-
chengesetze 3.1, 3.2 und 3.3. Ein Rechenbereich mit diesen Eigenschaften heifit
Korper. Demnach ist @ ein Teilkérper des Korpers IR der reellen Zahlen.

4.2 Auch Z ist abgeschlossen beziiglich - und +, und es gelten alle Rechen-
gesetze von Abschnitt 3 mit der wesentlichen Ausnahme, dafl (My) verletzt ist:
In Z hat die Gleichung nx = m nicht immer eine Losung, z.B. die Gleichung
2x = 3. Das gibt Anlafl zu folgender Definition:

4.3 Teilbarkeit in Z

Sind m, n ganze Zahlen, so sagen wir ,n teilt m“ (in Zeichen n | m), wenn
n 7# 0 und wenn die Gleichung nx = m eine Losung x € Z besitzt. Das bedeutet
einfach % € Z. Eine ganze Zahl m heifit gerade, wenn 2 | m oder % e Z.
Solche Zahlen lassen sich in der Form 2k schreiben mit & € Z. Offenbar sind
Summe und Produkt gerader Zahlen wieder gerade. Eine ganze Zahl, die nicht
gerade ist, heifit ungerade. Jede Zahl der Form 2k + 1 mit k& € Z ist ungerade,
denn $(2k +1) = k + 3 ¢ Z. Umgekehrt ist jede ungerade ganze Zahl von der
Form 2k + 1 (N&heres in 6.7). Daher ist das Produkt ungerader Zahlen wieder
ungerade: (2k +1)(20 +1) =22kl + k4 1) + 1.

4.4 Auch IN ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation. Die
Gleichung n + x = m ist in IN aber im allgemeinen nicht 16sbar, d.h. auch
(Ay4) ist verletzt. Diese hat nur dann eine Losung, wenn n kleiner als m ist.
Damit kommen wir zur Anordnung von RR.

5 Die Anordnung der reellen Zahlen

Die Kleiner-Beziehung a < b (a ist kleiner als b, kurz ,,a kleiner b “), auch in
der Form b > a geschrieben, hat folgende Eigenschaften:

5.1 Die Gesetze der Ordnung

(O1) Es gilt immer genau eine der Beziehungen a < b, a =b, a > b
(Trichotomie).

(0O2) Aus a <bundb < cfolgt a <c (Transitivitdt).
(O3) Aus a <bfolgt a+ c < b+ c fiir jedes c.
(O4) Ausa<bundc>O0folgta-c<b-ec
FEine Zahl a heifit positiv, wenn a > 0 und negativ, wenn a < 0.

Wegen (O3) sind die Ungleichungen a < b und b —a > 0 gleichwertig.
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5.2 Einfache Folgerungen
a) Fir a >0 ist —a < 0. Fir a <0 ist —a > 0.

(

(b) Fiir a # 0 ist a® > 0. (Insbesondere ist also 1 = 12 > 0, damit 2 > 1 nach
(O3), woraus 2 > 0 nach (O2) folgt usw.)
(
(

c) Fiir >0 ist £ >0. Fiir a <0 ist 2 <0.
d) Aus a<b und ¢<O0 folgt a-c>b-c.

BEWEIS.

(a) Ist a > 0, so folgt nach (O3) durch Addition von —a auf beiden Seiten
a—a>0—a,dh. 0> —a oder —a < 0.

Zeigen Sie in analoger Weise: Aus a < 0 folgt —a > 0.

(b) durch Fallunterscheidung. Wegen a # 0 gibt es nach (O1) nur zwei Alter-
nativen:

FallI: Ist a> 0, so folgt a-a > 0-a, also a®> > 0.
Fall II: Ist a < 0, so folgt —a > 0 und damit nach Fall I (—a)? > 0, d.h. a® > 0.
(¢) durch Fallunterscheidung. Von den drei Moglichkeiten

scheiden die beiden letzten aus:
Aus % = 0 wiirde folgen a - % =a-0,also 1 =0.

% < 0 hétte nach (O4) zur Folge a - é <a-0,also1<0.

(d) Wegen ¢ < 0 folgt —c > 0 nach (a). Daher hat a < b nach (O4) zur Folge
—ac < —be, woraus nach Addition von ac+ be auf beiden Seiten auf Grund von
(O3) die Behauptung folgt. O

5.3 Ketten von Ungleichungen

(a) Die Schreibweise a < b < ¢ ist zu lesen als: a < b und b < ¢ (und damit
a < ¢ nach (02) ).

. . . 1
(b) In diesem Sinne gilt: Aus 0 < a <b folgt 0 < 7 < <.

BEWEIS.

Nach Voraussetzung ist b > 0. Nach (O4) folgt a-b > 0-b, also ab > 0. Wegen
5.2 (c) folgt ﬁ > 0. Mit (O4) ergibt sich a - % <b- %, also ¢+ < % Daf§

% > 0 gilt, folgt ebenfalls aus 5.2 (c). O

S =

5.4 Definition. a < b (bzw. b > a) soll heiflen a < b oder a = b. (lies: a ist
kleiner oder gleich b, kurz ,,a kleiner gleich b%)
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5.5 Eigenschaften von <
(a) Ausa <bund b <a folgt a =b.

(b) Ausa < bund b < cfolgt a < c¢. Wie in 5.3 schreiben wir in dieser Situation
a<b<e

(c) Fiir a <bist auch a + ¢ < b+ c fiir alle Zahlen c.

(d) Fira<bundc>0ista-c<b-c

Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus (O1) bis (O4) durch Fallunterschei-
dung a < b, a =1b [UA].

.6 Rechnen mit Ungleichungen

) Aus a < bund ¢ < d folgt a+ ¢ < b+ d; Ungleichungen darf man addieren.
(b) Ausa+c<b+dundc>dfolgt a <b.
Ausa-c<b-cund c> 0 folgt a <b.

Die Ungleichung a + = < b ist gleichbedeutend mit < b — a.

(e) Fiir a > 0 ist die Ungleichung a - < b gleichbedeutend mit x < g.
BEWEIS.

(a) Aus a < b folgt zunédchst a +c < b+c Aus ¢ < d folgt b+c < b+d.
Alsoist a+c<b+c<b-+d.
(b), (¢) und (d) sind als leichte dem Leser iiberlassen.

(e) Ist ax < b und a > 0, so folgt durch Multiplikation mit % nach 5.5 (d)
r < g. Ist umgekehrt = < g und a > 0, so folgt ar < b durch Multiplikation

mit a auf beiden Seiten. m|
5.7 Ungleichungen zwischen Quadraten

Fir 0 < a <b ist a? < b2 Ist umgekehrt a? < b und b > 0, so folgt a < b.
Aus a? < b? und b> 0 folgt a < b [04].
Aber: Aus a? < b? allein folgt nicht a < b. Gegenbeispiel a = —1, b = —2.

Beschreiben Sie die Menge {z € R |z >0, 2 —3 < 2 1 1} geometrisch.
T xr
Dasselbe fiir {x € R | z < 2°}.

5.8 Der Betrag einer reellen Zahl
) ) a falls a>0,
Wir definieren |a| :=
—a falls a<0.
Beispiele: [3] =3, |—3|=3, [0|=0, |-3|=3.
Es gilt also |a| >0, | —a| =|a|, |a|* = a® und —|a| < a < |al.
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5.9 Eigenschaften des Betrages

(a) |a| > 0 fiir alle a € R, |a|] =0 nur fiir a =0,
(b) Ja-bl = lal- b,

(¢) la+0b| < la|+ 16| (Dreiecksungleichung).
BEWEIs.

(a) la] > 0 ist klar. Ist a > 0, so ist |a| = a > 0. Ist a < 0, so ist |a] = —a > 0.
Ist also |a| = 0, so bleibt nur die Moglichkeit a = 0.

(b) ergibt sich durch Unterscheidung der 5 Félle: ab=0; a > 0, b > 0; a > 0,
b<0;a<0,b>0unda<0,b<0 .

(¢) ergibt sich aus (b):
la+b)* = (a+0b)° = a®+ 2ab+ b
a® + |2ab| + b*
lal* + 21al [b] + [6* = (la] + [b])* .

IN

Die Behauptung folgt jetzt wegen |a|+ |b] > 0 aus der letzten Behauptung 5.7.
O

5.10 Die Dreiecksungleichung nach unten
|lal —[b]] < |a —b|

BEWEIs.

Nach der Dreiecksungleichung gilt |a| = |b + (a — b)| < |b| 4 |a — b], also ist
(1) lal=1b] < la—bl.

Analog ist [b| = la+ (b—a)| < |a| + |b—a| = |a] + |a — b|, daraus

(2) ol —la] < [b—al.

Nun ist Ua\ — |b|| eine der beiden Zahlen |a| — |b], |b| — |a|. Somit folgt die
Behauptung aus (1) oder aus (2). O

5.11 Weitere wichtige Ungleichungen
(a) lab] < & (a®+0%).

() (a+b)? = |a+b* < 2a®+2°.
(c) Fﬁra<bista<%(a+b)<b.
(d) Fir a,b>0 gilt ab < %(a +b)2, und Gleichheit tritt nur fir a =b ein.



6 Vollstandige Induktion 21

Beweisen Sie diese Ungleichungen. Bringen Sie dazu in (a) und (d) alle Terme
auf die rechte Seite und schreiben Sie diese dann als Quadrate.

ANMERKUNG: Das Rechnen mit Ungleichungen und Betrégen ist ebenso grund-
legend fiir die Analysis wie das Rechnen mit Gleichungen fiir die Algebra. Abso-
lute Sicherheit in beiden Techniken ist unerléflich fiir das weitere Verstédndnis!

6 Vollstandige Induktion

6.1 Wohlordnung von IN. Die Anordnung von R zieht eine Anordnung von
IN nach sich. Diese hat eine besondere Eigenschaft:

I Jede nichtleere Menge natiurlicher Zahlen hat ein kleinstes Element,

d.h. ist A CIN, A # 0, so gibt es ein m € A mit m < a fiir alle a € A.

Diese Aussage mag evident erscheinen. Sie hat aber eine Folgerung von erheb-
licher Tragweite, das

6.2 Induktionsprinzip (Prinzip der vollstidndigen Induktion)
Ist M eine Teilmenge von IN mit den Eigenschaften

(a) 1e M,

(b) aus k € M folgt auch k+1€ M,

so ist M = IN.

Wir zeigen, daf} 6.2 eine logische Folgerung aus 6.1 ist:

Ist M eine Teilmenge von IN mit den Eigenschaften (a) und (b), so bilden wir die
Menge A := {z € N |z & M} (das Symbol ,, :=“ bedeutet: , ist definitionsge-
méiB gleich®).

Ist M nicht die ganze Menge IN, so ist A nicht leer und besitzt nach 6.1 ein
kleinstes Element m. Es ist m > 1, denn wegen 1 € M ist 1 € A. Also ist auch
m — 1 eine natiirliche Zahl, und da m das kleinste Element von A sein sollte, ist
m—1¢& M. Wegen (b) ist dann auch m € M im Widerspruch zu m € A. Somit
scheidet der Fall A # () aus. O

6.3 Das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion

Es soll die Giiltigkeit einer Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen
werden, z.B. fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen

An): 1P+2°+...+n® = In(n+1)(2n+1).
Wir zeigen zunéchst, dafl A(1) richtig ist (Induktionsanfang).
In unserem Beispiel ist fiir n = 1 die linke Seite 12 = 1, die rechte % -1-2-3=1.

Dann zeigen wir als Induktionsschritt: Falls A(k) richtig ist, muf auch A(k+1)
richtig sein.
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Wir nehmen also an, A(k) sei richtig (Induktionsannahme):
P+22 4.+ = th(k+1)(2k +1).
Dann folgt
124224 k2 4 (k+ 1) = Lh(k+1)(2k + 1) + (b +1)?
= s+ 1) [k(2k+1)+6(k+1)] = ¢(k+1) [2k* + Tk + 6]
= s+ 1) [(k+2)(2k+3)] = (k+1D)(k+2)(2(k+1)+1).
Ergebnis: Falls A(k) richtig ist, ist auch A(k + 1) richtig.

Nun ist \A(1) richtig, nach dem eben bewiesenen also auch A(2). Da aber A(2)
richtig ist, folgt auch A(3). Mit .A(3) folgt A(4) ,,und so weiter*. Aber was heift
yund so weiter“? Soll A(463) als richtig nachgewiesen werden, so konnen wir
uns in 462 Induktionschritten bis 463 hinaufhangeln. Der Nachweis von A(10°°)
diirfte auf diese Weise allerdings schon einige Zeit beanspruchen, auch mit Com-
puterhilfe. Und woher nehmen wir die Gewiheit, dafl wir so ,schliefilich“ die
unendliche Gesamtheit der natiirlichen Zahlen erfassen?

Das Induktionsprinzip erlaubt uns den Induktionsschiuf: A(n) ist richtig fir
alle n € IN, denn die Menge M = {n € IN | A(n)} hat die in 6.2 genannten
Eigenschaften (a) und (b).

6.4 Historische Anmerkung. Die unerschopflichen Moglichkeiten, die im
Zahlensystem stecken, faszinierten vor allem die Inder. Sie stellten sich vor, daf3
der ,,Zahlenturm® iiber das Menschliche hinausragt in den Raum der Gotter,
und sie ersannen weit iiber alle praktischen Bediirfnisse hinaus Zahlsysteme und
Zahlworter, um gleichnishaft eine Idee von der Unerschopflichkeit der denkbaren
Welt zu geben. Das Buch Lalitavistara (um 300 v.Chr.) schildert Buddhas bei
seinen Priifungen angestellte Staubrechnung: 7 Atome kommen auf ein ganz
feines Staubchen, 7 ganz feine Staubchen auf ein feines, 7 feine auf eins, das
der Wind noch forttréagt. So fortfahrend gibt BUDDHA die Zahl der Atome aller
wirklichen und sagenhaften Lander dieser Erde und sogar auf den 3000 von
Tausenden von Erden an. Ahnlich dazu gab ARCHIMEDES eine Zahl an, welche
grofler ist als die Zahl der Sandkorner, welche die Welt bis zur Fixsternsphére
fiillen wiirde.

Es ist schon kiihn, diese potentielle Unendlichkeit in einer ,,fertigen“ Menge IN zu
fassen. Niemand wird je alle natiirlichen Zahlen sehen. Das Induktionsprinzip
riickt das scheinbar nicht Falbare wieder in Griffweite: Nur solche Aussagen
tiber die Gesamtheit der Zahlen gelten als bewiesen, die sich im Endlichen nach
diesem Prinzip entscheiden lassen. Wir halten fest:

Eine Aussage A(n) ist fir alle n € IN richtig, wenn folgendes nachgewiesen ist:
(a) A(1) ist richtig,
(b) Falls A(k) richtig ist, ist auch A(k + 1) richtig.
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Bei der vollstéandigen Induktion kann auch mit irgend einer natiirlichen Zahl no
anstelle der 1 gestartet werden:

Eine Aussage A(n) ist fir alle natirlichen Zahlen n > ng richtig, falls gilt:
(a) A(no) ist richtig,

(b) fiir k > no folgt aus der Richtigkeit von A(k) die von A(k +1).

Der Beweis ergibt sich wieder aus der Wohlordnung der natiirlichen Zahlen [TA].
6.5 Beispiel. Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist n.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 heift das einfach 1 = 12
Induktionschritt: Ist fiir irgend ein k die Aussage

Ak): 143+ +@2k—-1) = &
richtig, so folgt

Ak +1): 1434+ +@k—1)+2k+1)=k>+2k+1=(k+1)%
Nach dem Induktionsprinzip gilt also A(n) fiir alle n € IN.

6.6 Die Bernoullische Ungleichung
Aus h > —1 folgt (14+h)" > 1+ nh fir alle n € N.

BEWEIS durch Induktion.
Fiir n = 1 besteht Gleichheit: (1 +h)! =141 -h.
Gilt (14 h)* > 1+ kh, so folgt nach 5.5 (d) wegen 14 h > 0 auch
(L+ R = (1 +h)*1+h)
> (1+kh)1+h) =1+ (k+1)h+kh*>>1+ (k+1)h.

Aus (14 h)* > 1+ kh folgt also auch (14 h)**' > 14 (k4 1)h. Nach dem
Induktionsprinzip gilt somit (1 + h)™ > 1+ nh fiir alle n € IN. O

6.7 Bemerkung. Daf} jede ungerade natiirliche Zahl k von der Form 2m — 1
ist mit m € IN (vgl. 4.3), folgt aus der Wohlordnungseigenschaft 6.1:

Die Menge A = {n € IN | 2n > k} ist nicht leer wegen 2k € A. Also hat A ein
kleinstes Element m. Es ist 2(m — 1) < k < 2m, ja sogar 2m — 2 < k < 2m, da
k nicht gerade ist. Es bleibt fiir k nur der Wert 2m — 1.

6.8*% Eine Variante des Induktionsprinzips, die wir erst spater benotigen
und die bei der ersten Lektiire iibergangen werden kann, sei der Vollstandigkeit
halber hier aufgefiihrt.

SATZ. Eine Menge M C IN besteht schon dann aus allen natirlichen Zahlen,
wenn fiir sie gilt:

(a) 1e M.
(b) Aus 1,2,...,k € M folgt k+1€ M.
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BEWEIS.

Wir betrachten A = {n € N | {1,...n} C M}. Ist n € A, so ist insbesondere
n € M. Also geniigt es zu zeigen, dafl A = IN ist. Dies geschieht durch Induktion.
Offenbar ist 1 € A. Ist k € A, so bedeutet das m € M fiir alle m < k. Nach (b)
folgt k + 1 € M. Insgesamt ist dann sogar m € M fiir alle m < k + 1. Es folgt
E+1eA. O

6.9 Summenzeichen und Produktzeichen

n
Die Summe a; + a2 + ... + an kiirzen wir ab durch Y ax. Dabei vereinbaren
k=1
1
wir Z ar = a1. Die oben bewiesenen Formeln lassen sich jetzt so schreiben:
k=1

(2k —1) = n?.

NgE!
NgE

K = gn(n+1)(2n+1),

k=1 k=1

n
Auf den Namen des ,,Summationsindex* k kommt es nicht an, statt Zak
k=1

konnen wir genausogut » as, ». a; schreiben. Ist I eine endliche Teilmenge

i=1  j=1
von IN; etwa I = {ni,...,nm}, so definieren wir Z Qi *=an, + ...+ an,,. Aus
kel
formalen Griinden ist es zweckméafig, »  ar = 0 zu setzen, falls I = §. Allgemein
kel
setzen wir fiir [, m € Z
m ai falls m =1,
dak = ap+ap1+...+an fallsm>1,
k=l 0 falls m < [;
n—1 n
ferner schreiben wir " apy1 statt > ag.
k=0 k=1

Ganz analog definieren wir

m al falls m =1
[Tar = ap-ai41 - G falls m > 1
k=l 1 falls m < I.

Die Fakultat von n € IN ist definiert durch

und verabredungsgeméaf 0! := 1.
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n

Fir die n—te Potenz gilt " = [] a und verabredungsgema8 a’ = 1. Die
k=1
Rechenregeln o™ = a™ - a™, (a™)™ = a™" ergeben sich durch Induktion

[0A].
6.10 Aufgabe. Verifizieren Sie die Ungleichung
nl < 4(2)" fir n=1,2,...

durch Induktion und Anwendung der Bernoullischen Ungleichung, und priifen
Sie die Giite dieser Abschéitzung von n! anhand einiger Zahlenbeispiele.

6.11 Die geometrische Summenformel

(a) a"—=b"=(a—0) (a"fl +a" %04 A ab" b”fl)

n—1 L
=(a—b) Y a"b"F = (a—b) Y a'¥.

k=0 itj=n—1

Fiir n = 2 ist dies einfach die Formel a® — b* = (a — b)(a + b).

(b) Mit a =1 und b = q folgt daraus unmittelbar

n _ . n+l
qu:71 q fir q#1.
k=0 1-g¢

(c) BEMERKUNG. Fiir a > b > 0 folgt a" > b" nach (a).
Die Formel (a) ist wie folgt einzusehen:
(a—10) (a"fl +a" %4 ...+ b"fl)
=a"—ba" '+ a" b — a2+ a2 — L —ab" T e b
=a" -b",

da sich innere benachbarte Glieder gegenseitig wegheben.
Beweisen sie die Formel (a) durch Induktion!

6.12 Zeigen Sie durch Induktion: | > a | < > |ak] -
k=1

7 Intervalle

7.1 Abgeschlossene Intervalle

Fiir reelle Zahlen a, b heiflen die folgenden Mengen abgeschlossene Intervalle:
la,b] ;= {z€eR|a<z<b} (a<bh),
la,00[ ;== {zx € R | a <z},
] — 00,8 := {z € R|x <b}.
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Auch R zahlt als abgeschlossenes Intervall. Bei —oo und oo handelt es sich nur
um Symbole zur Darstellung von Intervallen.

7.2 Offene Intervalle

Offene Intervalle heiflen die Mengen

la,b[ == {zr €eR|a<z<b} (a<b), Ja,00[:={zeR|z>a},
] — 0,8 := {z € R |z < b}, R =] — co,00].

In der Literatur wird auch (a,b) statt ]a, b[ geschrieben.

7.3 Halboffene Intervalle

Sind a, b reelle Zahlen mit a < b, so setzen wir

la,b) = {z eRja<z<b}, [a,b]:={z€R|a<z<b}.

7.4 Abgeschlossene und offene Halbgerade
Ry ={zeR|z>0}, Rso:={zecR|z>0}.

7.5 Kompakte Intervalle
Wir nennen Intervalle der Form [a,b] mit a,b € R, a < b kompakt.

8 Beschriankte Mengen, obere und untere Schranken

8.1 Definition. Eine Teilmenge M von R heifit nach oben beschrinkt,
wenn es eine Zahl K gibt mit x < K fiir alle z € M. K heif}t in diesem Fall
eine obere Schranke fiir M (K braucht nicht zur Menge M zu gehoren). Ist
K eine obere Schranke und K’ > K, so ist auch K’ eine obere Schranke. Analog
werden die Begriffe nach unten beschrankt und untere Schranke definiert.

8.2 Beispiele (a) IN ist nach unten beschrénkt, eine untere Schranke ist 1.
(b) Rso ist nach unten beschrankt, 0 ist eine untere Schranke.

(c) Die Menge W = {x € R | 2% < 2} hat 2 als obere Schranke. Denn fiir jedes
z e W gilt 2% <2< 2% also « < 2 nach 5.7.

8.3 Beschrinkte Mengen. Eine Teilmenge M von R heifit beschrinkt,
wenn es ein K > 0 gibt mit || < K fiir alle z € M. K heifit in diesem
Fall eine Schranke fiir M. Aus formalen Griinden gilt () als beschrankt. Ist M
beschrankt mit Schranke K, so ist M C [— K, K], also ist M nach oben und nach
unten beschrénkt. Ist umgekehrt M nach oben beschrankt mit oberer Schranke
S und nach unten beschrankt mit unterer Schranke T', so ist M beschrankt mit
der groferen der beiden Zahlen |S], |T'| als Schranke.



9 Maximum und Minimum 27

9 Maximum und Minimum

9.1 Fiir zwei Zahlen a, b setzen wir

b falls b > a,
a falls b < a,

max{a, b} := {

. ) a fallsa <b,
min{a, b} = { b falls a > b.

Allgemeiner gibt es zu je endlich vielen Zahlen a1,...,a, eine grofite und eine
kleinste, bezeichnet mit

max{ai,...,an} bzw. min{ai,...,an}.

Dies ergibt sich durch Induktion nach der Elementezahl n [TA].

9.2 Ist M eine nichtleere Teilmenge von IR, so schreiben wir
m = max M

(m ist das groBte Element, bzw. das Maximum von M), falls folgendes gilt
(a) m ist eine obere Schranke fiir M und
(b) me M.

Entsprechend schreiben wir [ = min M (I ist das kleinste Element, bzw. das
Minimum von M), falls

(a) 1 eine untere Schranke fiir M ist und falls

(b) leM.

9.3 Vorsicht: Nicht jede nichtleere, nach unten beschrdinkte Teilmenge von R
besitzt ein kleinstes Element!

Zum Beispiel ist R~o nach unten beschrankt, hat aber kein kleinstes Element.
Ist ndmlich = € R, so ist 0 < % < x. Also gibt es zu jedem Element von R
noch ein kleineres. Die Zahl 0 gehort nicht zu Rso!

Weitere BEISPIELE:

(a) a = minfa,b], b= max]a,b]

(b) Das Intervall ]a,b[ besitzt kein Maximum und kein Minimum. Denn ist

@ € ]a, b, so enthélt ]a, b[ immer noch grofere Zahlen (z.B. 3(z+b), vgl. 5.11 (c))
und noch kleinere (z.B. 1(a + z)).

(c¢) Jede nichtleere Teilmenge von IN besitzt ein Minimum (6.1).
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10 Archimedische Anordnung von Q

(a) Sind p,q positive rationale Zahlen, so gibt es mindestens eine natirliche
Zahl N mit Np > q. Insbesondere gibt es zu jeder noch so grofien positiven Zahl
r € Q eine natiirliche Zahl N mit N > r.

(b)  Zwischen je zwei rationalen Zahlen p < q gibt es eine weitere, ja sogar
unendlich viele weitere rationale Zahlen.

BEWEIS.
(a) Sind
n n
p=—— q= 7
m m

! !

n(mn’ + 1 nmn n

Np = ( ) > =nn >n > —
m m m

Der zweite Teil ergibt sich fir p=1, ¢ = r.

(b) Ist p < g, s0ist p < 3(p+q) < q (5.11(c)). Bezeichnen wir 1(p + ) mit
r1, 0 gibt es ein 72 € Q mit r1 < r2 < ¢, dann ein r3 € Q mit ro < r3 < g usw.
Per Induktion folgt, dafl es zu jedem n € IN ein r,, gibt mit p < r, < q, welches
von ri, 72, ..., n—1 verschieden ist.

O
BEMERKUNGEN.

Zu (a): Fir die reellen Zahlen wer-
den wir in § 2: 2.1 einen entsprechenden
Satz beweisen. Seine geometrische Deu-
tung ist, dafl eine noch so kleine Strecke

AB, wenn man sie geniigend oft anein- ;1 é R
andersetzt, schliefflich jede vorgegebene

Strecke C'D iibertreffen muf3:

Zu (b): Zu der Unendlichkeit von ® in Bezug auf die Ausdehnung kommt sozusa-
gen eine Unendlichkeit nach innen hinzu: Die rationalen Zahlen liegen unendlich
dicht gepackt auf der Zahlengeraden. Umso iiberraschender mufl die folgende
Tatsache erscheinen:

» O
'

11 Die Abzahlbarkeit von Q

Die rationalen Zahlen lassen sich durchnumerieren.

Das bedeutet: @ hat nicht mehr Elemente als IN. Wir sehen das mit Hilfe des
ersten Cantorschen Diagonalverfahrens:
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Wir ordnen die positiven rationalen
Zahlen in dem nebenstehenden Schema
an und gehen bei der Numerierung den
Pfeilen nach. Dabei werden alle Zahlen,
die schon einmal in anderer Darstellung
erfasst wurden, tibergangen (in der Fi-
gur eingekreist).

Die positiven rationalen Zahlen sind so
in der Form r1 = 1, ro = %, ryg = 2,
ra = 3, r5 = % usw. numeriert. In
der Auflistung 0, r1, —71, 72, —72, ...
kommt jede rationale Zahl genau ein-
mal vor. Daraus ergibt sich die Nume-

rierung von Q.

12 Zur Liickenhaftigkeit von Q

Nehmen wir einmal an, unsere Zah-
lengerade bestiinde nur aus den ratio-
nalen Zahlen. Wir errichten iiber die-
ser ,Zahlengeraden Q“ das Einheits-
quadrat und beschreiben um den Null-
punkt den Kreis mit Radius d (Fig.).
Dann hétte dieser mit der Zahlenge-
raden keinen Schnittpunkt. Denn nach
Pythagoras wire d? = 12 + 12 = 2. Es
gilt aber:

Es gibt keine rationale Zahl r mit r* = 2.
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D= — U=

=]
s

) o (@)
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Damit reichen die rationalen Zahlen zur Beschreibung einfachster geometrischer

Konstruktionen nicht aus!

Die Beweisidee ist iiber 2000 Jahre alt: Wire 72 = 2, r = =, n€Z, meN,so
konnten wir durch sukzessives Kiirzen mit 2 erreichen, daff m oder n ungerade
ist. Aus n? = 2m? wiirde dann folgen, daB n? gerade ist. Dann miiite auch n
gerade sein, denn das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade. Also wére
|n| = 2k mit k& € IN. Das hitte zur Folge 4k*> = 2m? oder m? = 2k*. Damit
wire m? gerade, also m gerade im Widerspruch zur Annahme.
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§ 2 Die Vollstandigkeit von IR, konvergente Folgen

1 Supremum und Infimum

1.1 Vorbemerkungen

Uber die reellen Zahlen wurde bisher festgestellt, dafl sie einen die natiirli-
chen Zahlen enthaltenden Korper bilden, der nach den Gesetzen (O1) bis (O4)
geordnet ist. Die entscheidende Eigenschaft, welche IR, vollends charakterisiert
und vor @ auszeichnet, ist die Vollstandigkeit im Sinne des nachfolgenden Su-
premumsaxioms, welches die ,, Liickenlosigkeit* von R sicherstellt. Am Ende des
Paragraphens ordnen wir dieses Axiom einem allgemeineren Vollstandigkeitsbe-
griff unter. Die Vollstandigkeit garantiert die Existenz von Grenzwerten und ist
daher unerlafiliche Voraussetzung fiir die Aufgabenstellungen der Analysis wie
Reihenlehre, Differentialrechnung, Inhaltslehre, Losbarkeit von Gleichungen.

1.2 Das Supremumsaxiom

Jede nach oben beschrénkte, nichtleere Teilmenge M von R besitzt eine klein-
ste obere Schranke. Diese wird das Supremum von M genannt und mit
sup M bezeichnet.

s = sup M bedeutet also:
(a) s ist obere Schranke von M: z < s fiir jedes = € M.

(b) Jede Zahl r < s ist keine obere Schranke von M: Es gilt r < z fiir min-
destens ein z € M.

Aus dem Supremumsaxiom folgt unmittelbar:

1.3 FOLGERUNG. Jede nach unten beschrdinkte, nichtleere Teilmenge M von R
besitzt eine grofite untere Schranke, das Infimum inf M von M.

Denn spiegelt man die Menge M am Ursprung der Zahlengeraden (Ersetzen
von z durch —z), so gehen untere Schranken in obere Schranken iiber und
umgekehrt.

t = inf M bedeutet:
(a) t ist untere Schranke von M: t < zx fiir jedes = € M.

(b) Jede Zahl r > t ist keine untere Schranke von M: Es gilt r > = fiir
mindestens ein x € M.

1.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Fir I =]a,b[ gilt b =supI. Denn b ist obere Schranke fiir I, und fiir r < b
gibt es ein z € I mit r < z, ndmlich z = %(r' +b) mit ' = max{a,r}.
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Ganz analog ergibt sich a = inf [I.

(b) Man beachte den Unterschied zwischen Maximum und Supremum: Im vor-
angehenden Beispiel besitzt I weder ein Maximum noch ein Minimum. Das
Supremum einer Menge M muf also nicht zu M gehéren.

(c) Besitzt M allerdings ein Maximum: m = max M, so ist m auch das Supre-
mum von M. Entsprechendes gilt fiir das Minimum.

(d) Den Kreisumfang werden wir als das Supremum der Léngen aller in den
Kreis einbeschriebenen Sehnenpolygone definieren (§ 3).

(e) In @ gilt das Supremumsaxiom nicht. Wir werden anschliefiend sehen, dafl
die Menge
M = {x€Q|a72<2}

nichtleer und nach oben beschrankt ist und dafl aus s = sup M notwendigerweise
s? = 2 folgt. Es gibt aber keine rationale Zahl s mit s> = 2 (vgl. §1:12). Also
hat M kein Supremum in Q.

1.5 Aufgabe. Beantworten Sie fiir die nachfolgenden Mengen M C IR die
Fragen:

Ist M nach oben beschrankt? Wenn ja, geben Sie s = sup M an und begriinden
Sie, warum s = sup M ist.

Die entsprechende Frage fiir ,,nach unten beschrankt“ und inf M.

Hat M ein Maximum? Wenn ja, welches?

Hat M ein Minimum? Wenn ja, welches?

a) My = {1-1|neN},

b) Mz = {t € R |t ist obere Schranke von M},

c) Ms = {(1 - n%)n |n € IN}, (Hier hilft eine wichtige Ungleichung weiter !)
My = {z € ]—00,2] | x ist irrational},

e) Ms = {xElR|x3§8},

f) Mg = {x eR|z*—Tz+12>0}.

2 Folgerungen aus dem Supremumsaxiom

2.1 Die archimedische Eigenschaft von IR
Wir geben drei dquivalente Formulierungen (vgl. §1:10):
(a) Fiir positive Zahlen a,b gibt es eine natirliche Zahl n mit n-a > b.

(b) Zu jeder positiven Zahl r gibt es einn € N mit n > r.
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(¢) Zu jedem e > 0 gibt es ein N € IN mit % <e.

BEWEIS von (b). Sei 7 > 0 gegeben. Angenommen, es gabe kein n € IN mit
n > r. Dann ware IN nach oben beschrankt mit oberer Schranke r. Nach 1.2
hatte dann IN ein Supremum: s := supIN. Es ware dann n + 1 < s fir alle
n € IN, also n < s — 1 fiir alle n € IN; damit wére s — 1 obere Schranke von IN
im Widerspruch dazu, dafl s die kleinste obere Schranke sein sollte.

(a) folgt aus (b) mit r =0b/a; (c) mit r=1/¢. O

2.2 Die Zahl [z]

Jede nach unten beschrankte, nichtleere Menge M ganzer Zahlen besitzt ein
Denn zu ¢ := inf M gibt es nach 2.1 (b) ein k € IN mit k£ > |¢|. Die verschobene
Menge M’ := {k +m | m € M} hat als Teilmenge von IN ein Minimum.
Fiir jede reelle Zahl x gibt es genau eine ganze Zahl n mit

n<rx<n+1,
ndmlichn =min{m € Z | v <m + 1}.
Wir bezeichnen diese Zahl mit [z] (bei Computern: INT(x)). [z] ist offenbar die
grofite ganze Zahl < x.

2.3 Ein kleiner Hilfssatz. Von einer reellen Zahl x sei bekannt, daff es eine
Konstante ¢ > 0 gibt mit

r < < fiir alle gentigend groffen natirlichen Zahlen.
n

Dann gilt © < 0.
Warum kann « nicht positiv sein?

2.4 Die Existenz der Quadratwurzel

Zu jeder Zahl a > 0 gibt es genau eine Zahl x > 0 mit z*> = a; bezeichnet
mit v/a.

BEWEIS.

Fiir @ = 0 ist die Behauptung klar; sei also a > 0.

(a) Eindeutigkeit: Aus z? = a und y*> = a folgt 0 = 2> —y?> = (z —y) - (z +v),
also * = y oder x = —y. Da nur positive Losungen in Frage kommen, bleibt
T=y.

(b) Existenz der Wurzel: Wir betrachten die Menge
M:{xEQ\x2<a}.

M ist nicht leer, denn 0 € M. M ist nach oben beschrankt durch 1 + %, denn
fiir x € M gilt
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2

2 a a\? a
x <a<l+a—|—I:(l+§> und daraus x<1+§.

Fiir das Supremum s = sup M wollen wir s> = a zeigen. Wir zeigen zuerst
s2>a. Firn=1,2,...glts+2¢M, also

1\2 2 1
a<(s—|——) :32+—+—2 und daraus
non

- n

2 1 2 1 2 1
a—82§—5+—2§—8+—: s+l
n n n n n

Es folgt a — s? < 0 nach 2.3.

Jetazt zeigen wir s> < a. Wegen s > a > 0 gilt s > 0, also gibt es ein N € N
mit % < s, und damit haben wir fir alle n > N

1

1
0<s——=<s——.
5 N*S n

Da s — % keine obere Schranke von M ist, gibt es jeweils ein x,, € M mit

0<s— 1 < xn, vgl. 1.2(b).
n
Wir haben dann

2 1 2 2s
a>x,>|ls——] =8 ——+ —=>5 — — bzw.
n noon n
s’ —a
2s
2

%<0, dh. s><a. 0
2s

BEMERKUNG. Die Menge M = {x eqQ| 2% < 2} besitzt kein Supremum in @,
obwohl sie nichtleer und nach oben beschrankt ist. Denn fiir ein solches Supre-
mum s wiirde nach den rein rationalen Rechnungen des Beweises folgen s* = 2.

< l fur alle n > N und damit nach 2.3
n

2.5 Q liegt dicht in IR

In jedem (noch so kleinen) Intervall |a,b| gibt es eine, ja sogar unendlich viele
rationale Zahlen.

BEWEIS.
Wir wahlen zuerst n € IN mit % < b_Ta und bestimmen dann ein m € Z mit
m m+ 1

a < — <
n

<b.
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Hierzu setzen wir m := [na] + 1, so dal m € Z und m — 1 < na < m. Es gilt
dann
1 -1 2
a<Eundﬂ:m + - <a+((b—-a)=0b.
n n n n

Mit diesen beiden rationalen Zahlen liegen nach §1:10 (b) noch unendlich viele
weitere rationale Zahlen zwischen a und b. O

2.6 Auch die irrationalen (nicht rationalen) Zahlen liegen dicht in R, d.h. in
jedem Intervall ]a,b[ findet sich eine irrationale Zahl.

BEWEIS.
Wir wahlen gemé&f 2.5 zwei rationale Zahlen p < ¢ in ]a,b[ und ein n € IN mit

1 —

—<1P Dann gibt es ein m € Z mit p < m\/§<q.

n V2 n

Festlegung von m und Nachweis der letzten Ungleichungen als [UA]. |

2.7 Aufgaben
(a) Zeigen Sie, dal 1+ 5 — 952—2 <VI4+z <143 firalle z € [-1,+1].

(b) Zeigen Sie: Ist 1+ az — Bz*> < I+ z <1+ ax fiir alle € [~1,+1], so
folgt a = % und 8 > %

3 Folgen, Rekursion, Teilfolgen

3.1 Folgen

Ist durch irgendeine Vorschrift jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,
zugewiesen, so sprechen wir von einer Zahlenfolge, bezeichnet mit (an)nen
bzw. (ar)ken usw. Solange keine Mifiverstdndnisse moglich sind, schreiben wir
kurz (an) bzw. (ax) usw. In manchen Féllen bezeichnen wir eine Folge auch mit
(0,17 a2, as, .. )

BEISPIELE

()= (g i)
n - 7273747"'7
1\" 9 64 625
14+ = = (2,2, =, == ..
(<+n>> (’4’27’256’ )

¢ = (¢"¢" ", d"...),
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n!
(a)
Man sieht hier, dafl die Auflistung der Elemente keinen Einblick in das Bildungs-

gesetz liefert. Andererseits 148t sich bei der Folge (1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,...)
das Bildungsgesetz nur sehr mithsam formelméafig angeben.

(i 13 3 3 9 63 )
207 200’ 4000 * 20000 * 80000 * 800000 ’ 16 -106 " """

3.2 Rekursive Definition von Folgen

(a) Setzen wir a1 = 1, a2 = /1 + a1, as = /1 + az, allgemein ant1 = /1 + an,
so ist hierdurch eine Folge (ar) definiert. Das ist eine Folgerung aus dem Induk-
tionsprinzip.

(b) Ebenso ist durch a1 =1, a2 = 1, Gnt2 = an +anyt1 eine Folge (an) definiert.

3.3 Teilfolgen entstehen, grob gesprochen, aus Folgen durch Weglassen von
Folgengliedern, z.B. (a1, a4, a9, as,...) = (a2 )ken -
So sind (1,1,1,...) und (—1,—1,—1,...) Teilfolgen von (1,—1,1,—1,...). Wir
prézisieren dies: Eine Teilfolge von (a,) hat die Gestalt (an, )ren, kurz (an, )x,
wobei die ng natiirliche Zahlen sind mit n1 < ne < nsg < ---. Der Fall np. = k
ist dabei zugelassen. In unserem Beispiel ist nj = k2.

Beachten Sie: Ist (an, )ven eine Teilfolge von (an), so gilt immer ny, > k.

4 Nullfolgen

4.1 Programm

Wir wollen mathematisch streng fassen, was wir unter der Formulierung ,, Die
Folge (an) hat den Grenzwert a* (an, — a fiir n — oco) verstehen wollen.

Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Zunéchst prézisieren wir die Aussage
»an — 0 fiir n — oco“. Anschliefend definieren wir ,,a, — a fiir n — oo durch
»an —a — 0 fiir n — oo“.

4.2 Die Unzulanglichkeit der Intuition

Die Feststellung % — 0 fiir n — oo wird jeder unterschreiben, ebenso unpro-
blematisch ist die Behauptung (%)n — 0 fiir n — oco. Wie steht es aber mit

der Folge (n(%)n) ? Zwar strebt (19—0)” gegen Null, aber n wéachst iiber alle

Grenzen. Das Studium der ersten Glieder

9 162 2187 26244

10> 100 °> 1000 > 10000
vermittelt keine klare Vorstellung. Eine klare Vorstellung dagegen scheinen die
ersten Glieder der Folge a, = 278_!" zu vermitteln: Sie sind der Reihe nach 0.05,
0.005, 7.5-10"%, 1.5-10"% und werden im folgenden rasch sehr klein. So ist
azo ~ 2.32-107%. Alles klar? Denkste: ago ~ 7217.3.
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4.3 Weitere Bemerkungen. Die gesamte Analysis und damit auch die ma-
thematische Physik stiitzt sich auf Konvergenzbetrachtungen. Diese werden in
aller Regel auf reelle Nullfolgen zuriickgefiihrt. Daher werden wir an dieser Stel-
le grofiten Wert auf mathematische Strenge und Beherrschung der Techniken
legen.

Fine préazise Fassung des Konvergenzbegriffes scheint zunéachst schwierig: Um
das finale Verhalten der a, zu kldaren, mufl man scheinbar die Reise ins Unend-
liche antreten. In Wirklichkeit werden wir aber die Entscheidung im Endlichen
treffen.

4.4 Definition
Eine Folge (a.) heilt Nullfolge (in Zeichen lim a, = 0 oder a, — 0 fiir

n— oo

n — o0), wenn es zu jeder (noch so kleinen) Zahl € > 0 eine Zahl n. € Ny gibt,
so daB |an| < € fur alle n > ne..

4.5 Beispiele

(a) Die Folge (%) ist eine Nullfolge. Zu gegebenem & > 0 setzen wir n. := [l]

g
Fir n > n. gilt dann n > %7 also % <e.

[0A]: (£) ist Nullfolge fiir jedes ¢ € R.

. 1 . . . . 1 .
(b) Die Folge <\/_ﬁ> ist eine Nullfolge. Denn die Ungleichung Tn < € st

n
1
nach §1:5.7 gleichwertig mit % <e? dh n> —- Fir n > ne = [5%] gilt
€

n > 5% und damit % <Ee.

4.6 Ein fiktives Streitgespriach

A: Ich habe die ersten Glieder der Folge a,, = 2n—7,L mit dem Computer berechnet:

2 4 4
CL1:2,(12:27a3:—7a4:—,(15:_7(16:_a

3 3 15 45
ar ~ 0.0254, as ~ 0.00635 .

Man sieht schon: a,, — 0.

B: Glaube ich nicht. 2" wéchst iiber alle Grenzen, wie schon den Zeitgenossen
Buddhas klar war.

A: Aber n! wachst noch starker!
B: Berechne doch mal ars1. (Computer von A: ,Error!“)
A: Geht nicht. Aber ars1 ist bestimmt fiirchterlich klein, und die folgenden

Glieder sind noch kleiner. Denn an4+1 = HLH An.
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B: Die Glieder von 1 + % werden auch immer Kkleiner.

A: Ich meine, n! wéachst so stark, dal a, mit zunehmendem n beliebig klein
wird.

B: Was heif3t ,,beliebig klein“?
A: So klein Du willst!

Ko 1
B: Kleiner als W?

A: a0 ~ 2.822 - 107*. Und die folgenden a,, sind noch kleiner, wie ich schon
begriindet habe.

Kleiner als 10767
as < 2.506 - 1078,

B:
A:
B: O.K. Aber kleiner als 1027
A:az < 4.31-107"%.

B:

Reiner Zufall. Ich habe heute nur einen schlechten Tag beim Ausdenken
kleiner Zahlen. Ich sage: 107'°%°! (Computer: ,, Error!“)

A: So kommen wir nicht weiter! Ich zeige Dir jetzt, dafl es ganz gleich ist, was
Du Dir ausdenkst.

Nehmen wir an, Du hast Dir eine kleine Zahl ausgedacht, nennen wir sie €.
Positiv muf sie sein, denn ich habe nie behauptet, dafl a, irgendwann einmal
Null wird. Also jetzt warte mal! (A begibt sich ins Nebenzimmer).

A (fiir sich): Machen wir eine Analyse! Fiir n > 3 ist niﬂ < %, also any1 =

niﬂan < %an. Damit
1 1 1\?2 1\+3 8
a4§§a3, asS§CL4S(§> 037---7ak§<§> asi%-

Nach der Bernoullischen Ungleichung ist 2% = (1+1)*¥ > 14k > k. Also haben

wir insgesamt |ax| < 8% = g—i fiir k > 3. Damit |ag| < € wird, brauche ich also

nur dafiir zu sorgen, dafl g—i < ¢ ausfallt. (A wendet sich wieder an B.)

A: Ich hab’s! Wenn Du Dir ein € > 0 ausgedacht hast, wéhle ich n. = [%]
Dann bin ich sicher, daf an = |an| < € fiir alle n > n. sein wird. Jetzt brauchst
Du mich nicht mehr, meine Formel arbeitet fiir mich. Ubrigens: Mein n. ist
natiirlich viel zu groflziigig bemessen. Es ist a, < ¢ nicht erst ab n., sondern
schon bedeutend eher. Mir kam es aber nur darauf an, moglichst einfach eine

Abschétzung des qualitativen Verhaltens zu gewinnen.
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4.7 Zur Bezeichnung n.. Wir kniipfen an die letzte Bemerkung von A an.
ne ist durch € nicht festgelegt, jede gréflere Zahl tut’s auch. Man wird aber n.
umso grofler wahlen miissen, je kleiner ¢ ist. Nur das soll durch das angehéngte
€ angedeutet werden.

Niitzen Sie die Ungleichung 2'° = 1024 > 10 aus, um das von A angege-
bene n. nach unten zu verbessern.

4.8 Aufgabe

Beweisen Sie nach dem Muster von 4.6, daf3 & — 0 fiir n — co.
n!

4.9 Das wichtigste Kriterium fiir Nullfolgen: Vergleichskriterium
Gilt von einer Nummer N ab eine Abschdtzung

|an| < bn,
wobei (bn) eine Nullfolge ist, so ist auch (an) eine Nullfolge.

Andert man insbesondere endlich viele Folgenglieder in einer Nullfolge ab, so
entsteht wieder eine Nullfolge.

BEWEIS.

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein ne, so daf} |b,| < € fiir n > n..
Wir wahlen N. = max{N,n.}. Dann gilt fiir n > N. einerseits n > N, also
|an| < b, und insbesondere b, > 0, andererseits n > n., also |b,| < €. Damit
ist |an| < bp = |bn| < € fir n > Ne. O

4.10 Anwendungsbeispiel

(n2L+1) ist eine Nullfolge. Denn es ist

[wl = i < =

und (%) ist Nullfolge.

1
n )

4.11 Die Folge (¢™)
Fir |q] <1 ist (¢") eine Nullfolge.

BEWEIS.
Fiir ¢ = 0 ist dies klar. Fiir 0 < |g| < 1 setzen wir |¢| = 1-+h mit h = ﬁ —-1>0.
Nach der Bernoullischen Ungleichung §1:6.6 gilt dann
1 1
lq"|  ldl

somit ist |¢"] < 1/(hn). Nach 4.5 (a) ist (1/(hn)) eine Nullfolge, vgl. auch
5.2 (a). Die Behauptung folgt jetzt aus dem Vergleichskriterium. O
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4.12 I"Jbungsaufgabe
Zeigen Sie, daB (a») Nullfolge ist fiir

n®—1 1 1 (©) an = n®+n+1
- - "3 4An2 +5°

5 Satze iiber Nullfolgen

5.1 Jede Nullfolge ist beschriankt. Ist ndmlich (a,) eine Nullfolge, so gibt
es nach Definition zu jedem positiven ¢ ein n. mit |an| < € fir n > n.. Wahlen
wir ¢ = 1. Dann gibt es ein n1, so daf |an| < 1 fir alle n > ni. Setzen wir
M = max{|a1], |az]|, ..., |an,|, 1}, so ist |a,| < M fiir alle n € IN.

5.2 Das Rechnen mit Nullfolgen
(a) Ist (an) Nullfolge, so auch (can).

(b) Sind (an), (bn) Nullfolgen, so sind auch (an + byn), (an — bn), (anbn) und
(can + dby) Nullfolgen.

(¢) Ist (an) Nullfolge und ist die Folge (bn) beschrankt, so ist (anbyn) eine
Nullfolge.

(d) Ist (an) Nullfolge, so auch (1/|ax]).

Vor dem Beweis noch eine

5.3 Bemerkung zum Nachweis der Nullfolgeneigenschaft

Es geniigt zum Nachweis der Nullfolgeneigenschaft eine Konstante ¢ > 0 anzu-
geben mit der Eigenschaft

Zu jedem € > 0 gibt es ein N. € No mit |an| < ce fir alle n > Ne.

. . . .. . g
Denn ist dieses gelungen, so gilt |a,| < ¢ fiir n > N./, wobei &' = .
c

Dieses Kriterium wird sich im folgenden Beweis und auch spéter als bequem
erweisen.

BEWEIS von 5.2:

(a) folgt jetzt unmittelbar aus 5.3.

(c) Ist (an) Nullfolge und |b,| < M fiir alle n € N, so ist |an bn| < M |an]| fir
alle n € IN. Die Folge (|ax|) ist Nullfolge, also nach (a) auch die Folge (M |ax]|),
also nach dem Vergleichssatz auch die Folge (an br).

(b) Sind (an), (bn) Nullfolgen und ist £ > 0 eine beliebige vorgegebene Zahl, so
gibt es ein n. und ein m. mit |an| < € fir n > ne, |bn| < e fur n > m.. Firn >
N.:=max{n., m.} ist dann |can + dbn| < |c||an| +|d| |bn] < (|c| + |d|) e. Damit
ist (can + db,) Nullfolge nach dem Kriterium 5.3. Sind (a»), (bn) Nullfolgen,
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so ist insbesondere die Folge (b,) beschrankt nach 5.1, also die Folge (an by)
Nullfolge nach (c).

(d) Fiir € > 0 wihle N. = n.» so, daB |an| < & fiir n > n.2. Dann ist

v/ lan| < e fiir n > Ne. O

5.4 Jede Teilfolge einer Nullfolge ist eine Nullfolge

Wir beachten die letzte Bemerkung von 3.3: Ist (an,) Teilfolge von (an), so ist
ni > k fiir alle k € IN. Ist daher |agx| < e fiir k> n., so ist erst recht |an,| <€
fur k > ne.

5.5 Weitere Beispiele
(a) Fiir |g| <1 ist (ng™) eine Nullfolge,
(b) ebenso (n?q").

(¢) Fir beliebige x € R ist (%) eine Nullfolge.
BEWEIS.
(a) Ahnlich wie im Beweis zu 4.11 erhalten wir mit +/|q| = 1—+h nach der

Bernoullischen Ungleichung
() <
Hieraus folgt
n n n 1 1
| = o (Vi) (Vi) < 575
und damit ng"™ — 0 nach dem Vergleichssatz.

(b) geht nach demselben Muster [TA].
(¢) Nach Wahl einer natiirlichen Zahl N > 2|z| ergibt sich fir n > N

£ B ﬂ |.CL“ m < ‘1‘|N <l>n—N_ 2N‘$|N <l>n
nl|  |N!'| N+1 n — NI 2 - N! 2)
woraus wieder mit dem Vergleichssatz die Behauptung folgt. a

6 Grenzwerte von Folgen

6.1 Definition. Eine Folge (a») konvergiert gegen a oder hat den Grenz-
wert a, wenn (a — ay) eine Nullfolge ist, d.h. wenn es zu jedem ¢ > 0 ein n.
gibt mit

la —an| <e firalle n>n..
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Eine Folge kann nicht zwei Grenzwerte haben. Denn sind a und @’ Grenzwerte,
so sind (@ — ay) und (a’ — a,,) Nullfolgen, also ist auch ((a — a,) — (@’ — an)) =
(a — a’) eine Nullfolge, somit a’ = a.

Ist a der Grenzwert der Folge (ar), so schreiben wir

lim a, =a oder auch a, —a fir n — oco.

FEine Folge mufl keinen Grenzwert haben. Zeigen Sie durch Betrachtung
geeigneter Teilfolgen, dafl ((—1)") keinen Grenzwert haben kann.

BEISPIELE.
(a) (1 - ﬁ) hat den Grenzwert 1.  (b) (1 - #)n — 1 fiir n — oo.

(b) ergibt sich mit der Bernoullischen Ungleichung §1:6.6:

per-(1- L) e1 (1ond)=t
n? n? n

und damit (1 — n—12)n — 1 nach dem Vergleichssatz.

Wir untersuchen jetzt zwei Fragen:

Wie vertragt sich der Grenziibergang mit der Anordnung von R, und wie mit
dem Rechnen in R?

6.2 Satz. Unter der Voraussetzung a = lim a, gilt:

n— oo

(a) Sind von einer Nummer ab alle an > s, so ist auch a > s.
(b) Sind von einer Nummer ab alle an < t, so ist auch a < t.
(¢) Ista >0, so gibt es ein ng € N mit an, > % fir m > no.

BEMERKUNG: Aus an, > s, an, — a folgt nicht a > s, wie man am Beispiel
anzl—i—%7 s = 1 sieht.

BEWwWEIS.
(a) Ist ap > sfirn > N und a = lim an, so gilt

n—oo
(*) s—a < an—a.

Ist € eine beliebige positive Zahl und no > N so gewahlt, da8 |an — a| < € fir
n > no, so folgt s —a < e nach (x). Also ist s — a < ¢ fiir jede positive Zahl ¢,
und damit s —a < 0.

(b) Analog.
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(¢) Ist a > 0, so wahlen wir € = % und finden nach Voraussetzung ein ng, so
daB |a — an| < € fiir n > np. Dann ist

an=a+an—a>a—lan —a|>a—e=%5 fir n>ne. O

6.3 Jede konvergente Folge ist beschrankt
Denn gilt a, — a, so ist (an — a) als Nullfolge beschrankt und

lan] = |a + an —a| < la| + an — a] < |a| + sup{las — a| | n € N}.

6.4 Konvergenz der Betrage

Aus an — a folgt |an| — |al.

BEwWEIS.

Aus der Dreiecksungleichung nach unten §1:5.10 folgt
[lal ~lan]| < la — anl.

Also gilt |a| — |an| — 0, d.h. |a| = lim |an]|. O

6.5 Supremum und Infimum als Grenzwert

Ist s = sup M, so gibt es eine Folge (an) mit Gliedern an, € M und s = lim ap,.

Denn nach 1.2 gibt es zu jedem n € N ein a, € M mit
s — % <anp<s.
Fiir das Infimum gilt Entsprechendes.
6.6 Dreifolgensatz. Ist b = lim a, = lim ¢, und an, < b, < cn fir alle

n—oo n—oo

n € IN, so ist auch b= lim b,.
Beweis als [04].

6.7 Das Rechnen mit Grenzwerten

Unter der Voraussetzung a = lim a,, b = lim b, gilt
(a) lim (aan + Bbn) = aa+ Gb,
(b) lim (anbn) = ab,
bn b
lim — = — l 0.
() lim == =, falls a7

(Dabei kann der Nenner hochstens endlich oft Null sein; die entsprechenden

Glieder der Folge (s—“> missen wir natirlich fortlassen.)
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BEWEIS.
(a) [(aan + Bbn) — (aa + Bb)|

= la(an —a) + B(bn = b)| < |a - [an — a[ + || - [bn — b,

und die rechte Seite geht gegen Null nach Voraussetzung und und den Rechen-
regelne tiber Nullfolgen. Nach dem Vergleichskriterium 4.9 folgt die Behauptung
(aan + Bbn) — (aa + Bb) — 0.

(b) Nach 6.3 ist die Folge (b,) beschrankt, etwa |b,| < M fiir alle n € IN. Der
folgende Trick wird uns im folgenden noch oft begegnen:
(anba — abl = |(an — a)bn + a(bn — B)| < lan — al [bal + lal [bn — b]
< Mlan — al +la] [bn — b 0,

also nach dem Vergleichssatz anb, —ab — 0.

(c) Wegen (b) reicht es, lim ai = % zu zeigen. Sei zunéchst a > 0. Nach (6.2)

(c) gibt es ein no mit a, > a/2 fiir n > ng. Es ist dann

1 1

an a

a—an| _ la — an| < 2la — an|

aan aany a?

fiir n > mo. Die rechte Seite geht gegen Null, also auch die linke nach dem
Vergleichssatz. Der Fall a < 0 ergibt sich analog. m|

6.8 Konvergenz von Teilfolgen. Hat eine Folge (ar) den Grenzwert a, so
hat auch jede Teilfolge den Grenzwert a.

Das ergibt sich direkt aus 5.4.

6.9 Die Konvergenztreue der m—ten Potenz

Konvergiert die Folge (an) gegen a, so konvergiert auch die Folge der m—ten
Potenzen a;' gegen a™ firm=1,2,....

BEWEIS.

Nach 6.3 ist die Folge (a,) beschrankt. Aus |a,| < M folgt |a| < M nach 6.4,
6.2. Die geometrische Summenformel und die Dreiecksungleichung liefern

m
lapr —a™| = |an —al - | Sapial ! |
j=1

I

Il
—

< lan —al |aff_j| . |aj_1| <mM™ Y a, —al .

J

Also gilt a;' —a™ — 0 nach dem Vergleichssatz. a
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6.10 Aufgaben
Geben Sie den Grenzwert der Folge (an) an und begriinden Sie Thre Wahl.

34
(@) an = gy
(b) an = (14 )™ (mit Hilfe von 6.1 (b)),

n2

(¢) an =+/4n%+5n+2 —2n (mit Hilfe von 2.7 (a)).

7 Existenz der m—ten Wurzel, rationale Potenzen

7.1 Die m—te Wurzel

Zu a >0 und m € N gibt es genau ein x > 0 mit ™ = a, bezeichnet mit 7/a.
BEWEIS.

Fiir a = 0 ist die einzige Losung = 0 (warum?). Sei also a > 0.

(a) Ezistenz. Die Menge M = {z € R | 2™ < a} ist nicht leer, da 0 € M.
Ferner ist 1 4 a eine obere Schranke von M. Denn aus z > 1 + a folgt =™ >
(I14+a)™ > 14+ ma > ma > a nach der Bernoullischen Ungleichung. Ist also
x € M, so kann x nicht grofler als 1 + a sein; es bleibt x < 1 + a.

Wir betrachten s = sup M. Nach 6.5 gibt es zu jedem n € IN eine Zahl a, € M
mit s — % < an < s; insbesondere ist a, — s. Wegen 6.9 folgt a,’ — s, und
wegen a;, < a folgt nach 6.2 (b), daf s™ < a.

Andererseits ist a, + % > s, also an + % ¢ M, d.h. (an + %)m > a. Nattrlich
ist s = lim (an + %), also ist s™ = lim (an + %)m und damit s™ > a nach

n—oo n— oo

6.2 (a). Insgesamt folgt s™ = a.
(b) Eindeutigkeit. Aus z > 0, y > 0 und ™ = y™ = a folgt

m—1

0=z"—y" = (x—vy) kaym_k_l (vgl. §1:6.11),
k=0

daher ist einer der Faktoren auf der rechten Seite Null. Der zweite kann es nach
Voraussetzung = > 0, y > 0 nicht sein. a

7.2 Rationale Potenzen

Warum ist fiir natiirliche Zahlen n, m und a > 0

V%a = "%a= % Var

Zeigen Sie: Sind n, m, k natiirliche Zahlen und ist a > 0, so gilt
Yam = amk .
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Aufgrund dieser Voriiberlegungen diirfen wir definieren:

Fira > 0und r = % mit m,n € IN erklaren wir die r—te Potenz von a
durch

a”":= Vam und a "= —.
ar
Ferner setzen wir a° := 1. Hierfiir gelten die folgenden Rechenregeln :

a'r+s — a'ras7 ars — (a'r)s , (a . b)r — arb'r .

7.3 Aufgaben

6483

V2 .28

(b) Warum ist 0 < ¥/T+h <1+ 2 fiir h > —17

(c) Zeigen Sie: Ist an, > 0 und a = lim an, so ist auch v/a = lim /a,.

n— oo n—oo

(a) Bringen Sie auf moglichst einfache Form.

Fiir a = 0 siehe 5.2 (d), fiir a > 0 beachten Sie 6.2 (c).

7.4 Satz. Fiir a > 0ist lim ¥/a = 1.

BEWEIS.
(a) Seizunichst a > 1, alsoa =1+h mit A > 0. Dannist 1 < YT+ h <1+ 2

nach 7.3 (b), also 0 < ¥Y1+h -1 < % und damit {/1+h — 1 nach dem
Vergleichssatz fiir Nullfolgen.

(b) Wie kann man den Fall 0 < a < 1 auf den vorigen zuriickfiihren? O

8 Intervallschachtelungen

8.1 Definition. Eine Folge von Intervallen [an,bn] bildet eine Intervall-
schachtelung, wenn

(a) [ant1,bn+1] C [an,bn] fir n €N,

(®) bp —an — 0 fiir n— oo.

SATZ. Eine Intervallschachtelung erfafst genau eine reelle Zahl a, d.h. es gibt

genau eine Zahl a, die allen Intervallen angehort. Fur diese Zahl a gilt

a= lim a, = lim b,.

n—o00 n—oo

BEWEIS.
1. Schritt: Bestimmung von a. Nach Voraussetzung (a) ist

(*) a1<a2<...<an<ng1 Sbpg1 <bp < ... <ba <y
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Insbesondere ist a, < by fiir alle n € IN, und es existiert
a =sup{an | n € N}.

2. Schritt: a € [an,byn] fiir alle n € IN. Per Definition ist a > a, fir n € IN.

Zwischenbehauptung (Z): an < by, fiir alle n,m € IN. Denn ist m < n, so ist
an < by < by,. Ist aber m > n, so ist an, < am < by,

Nach (Z) ist jedes by, obere Schranke von A = {a, | n € IN}. Da a die kleinste
obere Schranke von A ist, folgt a < b, fiir alle m € IN, insgesamt @, < a < by,
fir alle m € IN.

3. Schritt: ¢ = lim an, = lim b, (und damit die eindeutige Bestimmtheit von

a). Es ist ndmlich 0 < a — an < by — an, und damit ¢ = lim a, nach dem
Vergleichskriterium fiir Nullfolgen. Entsprechend ist 0 < b,, —a < b, — a,, — 0.
O

8.2 Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen

Fiir eine gegebene Zahl z > 0 setzen wir zg = [z],

1:max{k6{0,1,2,...,9} ‘xo—|—£<x},

10 —
—max{kE{OlZ 9}’ —|———$—i } S
T2 = g lydyeeey Zo 10 100_ Uusw.
Sind die Ziffern x1, x2, ..., T, schon gefunden, so setzen wir

T1 k
wn+1:max{k€{0,1727...,9}‘xo—&—ﬁ—i— +W+ 0n+1§x},

Auf diese Weise ist jedem z > 0 eine ganze Zahl zop > 0 und eine Folge (z,) von
Ziffern zugeordnet, die Dezimalbruchentwicklung von x. Wir schreiben

T =20.x1X2x3 ... oder r =20, T1Tx2,3 ... .
Ist x,, = 0 fiir n > N, so ergibt sich die abbrechende Dezimalbruchdarstellung
T =2x0.T1...xN oder x =x0,T1...TN .

Wir erhalten eine die Zahl z erfassende Intervallschachtelung [ay, b,] durch

+ 35+ b = an + — .
fn = %0 *ipre b=t i

Nach Konstruktion von z,, ist dann

an < < by,.
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Ferner gilt

Tn+1 1 10

I T T N T

An+1 = Gn und bn+1 = an + = b, .

n

Also ist [an+1,bnt1] C [an,bn] und by —an = (%) — 0.

BEISPIEL: z = /2.
Wegen 12 < 2 < 2% ist o = 1. Durch Probieren erhalten wir

2\3 3\3 .
(1+E> :1.728<2<2.197:(1+E> , somit x1 =2.

Durch nochmaliges Probieren sehen wir, daf§

(1+ 2+ 25) <2< (1+ 2+ 155)
10~ 100 10 100/ °

Somit gilt 1.25 < /2 < 1.26.

SATZ. (a) Bei der oben definierten Dezimalbruchentwicklung kann es nicht vor-
kommen, daff von einer bestimmten Stelle ab alle Ziffern gleich 9 sind.

(b) Ist umgekehrt zo > 0 eine ganze Zahl und (x) eine Folge von Ziffern, die
nicht von einer bestimmten Stelle ab alle gleich 9 sind, so gibt es genau eine
reelle Zahl, die diese Dezimalbruchentwicklung hat.

(c) Unterscheiden sich die Dezimalbruchentwicklungen von x und y an irgend
einer Stelle, so ist x # y und umgekehrt.

BEWEIS.

(a) Ware z, =9 fiir n > m, und z,, <9, so wére fiir n > m

9 bn:a'rn“!‘L

AT 10m

an = am + 10m—+1

Addition mit Ubertrag . Wegen b, — x wire dann x = a,, + Lm im Wider-
10

spruch zur Definition von a,.

(b) Definieren wir

n 1
ﬂ—&—...—kx bn = an+ —

an = o+ 15 107’ 107’

so sehen wir wie oben, daf§ die Intervalle [an, bn] eine Intervallschachtelung bil-
den. Die von ihr erfafite Zahl x liegt in [an,br]. Zu zeigen bleibt, dal < by,
fiir alle n € IN. Wére irgendwann einmal z = by, so wére auch « = b,, fiir alle
n > k. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl dann apy1 — an = 10,% , also
xn =9 fiir alle n > k, was ausgeschlossen war.

(¢) Ist xp = yn fiir n < m und m < Ym, SO ist
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- ey 2 - i )2 T I T 5
y x><yo—|— —|—10m> (mo-!— + + Tom >0,

also y > z. a
8.3 Giiltige Stellen

Definitionsgemafl bedeutet z = 10.43, dal z = 10 + % + 1%0. Die Schreibweise

x ~ 3.1416 soll dagegen besagen, daf} die letzte angegebene Stelle aus der De-
zimalbruchentwicklung von x durch Rundung entstanden ist. Im vorliegenden
Fall ist dann |z — 3.1416] < % -107*, und wir sagen, daB « auf 4 Stellen genau
angegeben ist.

Physikalische Mefiwerte werden auf so viele Stellen angegeben, wie es der Mef3-
genauigkeit entspricht. Rechnen wir mit solchen Werten, so haben wir auch das
Resultat entsprechend seiner Genauigkeit zu runden.

8.4 Die Uberabzihlbarkeit von IR

Schon die Menge [0, 1] laf$t sich nicht abzdhlen, d.h. als Folge schreiben.
BEWEIS.

Angenommen, [0,1] = {z, | n € N}.

Wir kénnen dann die z, geméafl 8.2 in Dezimalmalbruchdarstellung angeben:

zZ1 = 0.1‘111‘121‘13 .
z2 = 0.%21%22%23 .
z3 = 0.1‘311‘321‘33 .

Die Zahl y = 0.y1y2y3 . .. mit den Dezimalziffern

Tnn — 1 falls zpn > 1
Yn = 8 falls £nn =0

liegt in [0, 1[, kommt aber in dem Schema oben nicht vor, was ein Widerspruch
ist. |

9 Grenzwertfreie Konvergenzkriterien

9.1 Problemstellung

Wir betrachten einige Beispiele:

(a) an=(1+1)".

Der Taschenrechner liefert
a1 =2, ax =2.25, az ~ 2.37, a4 ~ 2.441, as ~ 2.488,
as ~ 2.5216, ..., aso ~ 2.6916.
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Es sieht so aus, als ob die a, laufend ansteigen und unterhalb von 3 bleiben.

(b) an = {/n. Der Taschenrechner liefert a1 = 1, as ~ 1.414, a3 ~ 1.442,
as ~ 1.414, a5 =~ 1.380, as ~ 1.348, ..., a10 ~ 1.259 . Hier sieht es so aus, daf
von n = 3 ab die Glieder dieser Folge immer kleiner werden. Sie liegen sicher
alle oberhalb von 1.

(c) Setzen wir a1 = 1, a2 = V1+a1, ..., Gnt1 = V1+an, ..., so sind
die Glieder der Reihe nach ungefdhr 1, 1.414, 1.554, 1.598, 1.612 usw. Der
Taschenrechner liefert a9 ~ 1.618.
(d) Fir

Spn = kz_:l ﬁ ist s2 = 1.25, s3 =~ 1.36, s10 =~ 1.55, s12 =~ 1.565.
In allen diesen Fallen haben wir den Eindruck, dafl die Folgen einen Grenzwert
a haben. Wir kennen den jeweiligen Grenzwert aber nicht und kénnen so das
Kriterium ,, lim a, = a, wenn a, —a — 0“ nicht anwenden.

n—oo

9.2 Konvergente Folgen. Die folgenden Kriterien gestatten uns, auf die Exi-
stenz des Grenzwerts einer Folge (a.) zu schlieBen, ohne dafl wir diesen Grenz-
wert angeben miissen. Wir nennen eine Folge konvergent, wenn wir sicher sind,
daf sie einen Grenzwert besitzt.

9.3 Monotone Folgen

Eine Folge (ar) heifit monoton wachsend, wenn a, < an41 fiir alle n € IN.
Ist sogar an < ans1 fiir alle n € IN, so heifit die Folge (an) streng monoton
wachsend. Ganz analog sind die Begriffe monoton fallend (an+1 < a,) und
streng monoton fallend erklart.

9.4 Das Monotoniekriterium

Jede monoton wachsende, nach oben beschdnkte Folge ist konvergent. Entspre-
chend ist jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge konvergent.

BEMERKUNG. Da das Konvergenzverhalten von den ersten Gliedern nicht ab-
héngt, geniigt es hier vorauszusetzen, dafl die Folge sich von einer bestimmten
Stelle ab monoton verhalt.

BEWEIS.
Nach dem Supremumsaxiom existiert
a=sup{an |n € N}.
Es wird behauptet, daBl a = lim a,. Ist ndmlich € > 0 vorgegeben, so gibt es

n—oo

ein n., so dafl a — € < an, < a, denn a — ¢ ist nicht obere Schranke der Menge
{an | n € N}
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Wegen der Monotonie der Folge (ar) ist dann auch a — ¢ < an, < an < a fir
alle n > ne. Also ist |an — a| = a — an < € fiir alle n > n., und damit ist
(a — an) eine Nullfolge.

Ist (an) monoton fallend und nach unten beschrénkt, so wenden wir (a) auf die
Folge (—an) an. Fir b = sup{—an | n € IN} folgt nach (a)

b= lim (—an), also ist lim a, = —b. O
9.5 Beispiele.

(a) In §3:1 werden wir zeigen, daf (1 + %)n monoton wachst und die obere

Schranke 3 besitzt. Also ist diese Folge konvergent. Den Grenzwert nennen wir
e (Eulersche Zahl, e = 2.718281828459 . . .).

(b) lim {n=1.

Denn fiir a, = ¥/n ist a, > 1, und fiir n > 3 gilt nach (a)

a it nttt n \" n n
" - = () - - > 2>,
<Gn+1> (n+1)" n+1 (14_%) 3

also an > an+1. Nach dem Monotoniekriterium hat die Folge einen Grenzwert
a > 1; dieser ist auch Grenzwert der Teilfolge (az2n) .

Wir zeigen a = v/a, also a = 1:

a= lim asp, = lim ¥2n = lim */2-\/a,

n—oo n— oo n— oo
. 2 .
= lim */2- lim Van =1-+a,
n—oo n— oo

denn */2 — 1 nach 7.4 und \/a,, — v/a nach 7.3(c).
(¢) Mit a1 =1, apnt1=+V1+an ist a2 = V2 > a; und

ar — k-1
akr1 —ar =V1+ar —/14+ar_1 = .
i YTV itar+VItara

Also folgt an+1 > an per Induktion. Aus aiﬂ =14 ar < 2+ ay ergibt sich
durch vollstédndige Induktion a, < 2. Also existiert lim a, = a, und es ist

a= lim ant1 = lim V1+a, =vV1+a,
vgl. 6.8 und 7.3 (c). BEs folgt a> =1+ a, also a = % + @

(d) Die Folge an = Y k% ist streng monoton wachsend. Durch vollstandige
k=1
Induktion zeigt man a, < 2 — % . Also existiert a = lim a,. Wir werden

n—oo

2
spiter sehen, dal a = 7.
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9.6 Das Cauchy—Kriterium

Das Cauchy—Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen wird erst ab § 7 bendtigt;
der Rest dieses Abschnitts kann bei der ersten Lektiire ibergangen werden.

DEFINITION. Eine Folge (an) heift Cauchy—Folge, wenn es zu jedem & > 0
ein n. € Ng gibt, so dafl

|an —am| <e fir alle n, m mit m,n > n..

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge: Mit a = lim a, gilt

n— oo

|an — am| =lan —a+a—am| < |an —al + |a — am].

Konvergenzkriterium von Cauchy. Jede Cauchy—Folge konvergiert.
Der BEWEIS folgt in 9.8.

Fiir die Aussage des Cauchy—Kriteriums sagen wir auch: R ist vollstandig.
Dieser Vollstandigkeitsbegriff verwendet nur den Abstand zweier Zahlen und
lasst sich daher auf héherdimensionale Rdume tibertragen (§ 7, § 21). Die im Su-
premumsaxiom ausgedriickte Ordnungsvollstandigkeit von R besagt mehr als
die Vollstandigkeit nach Cauchy, da sie die archimedische Eigenschaft 2.1 ein-
schliefit.

9.7 Jede Cauchy—Folge ist beschrinkt.

BEWEIS.

Wir wihlen € = 1 und n: so, daB |an — am| < 1 fiir m,n > n;. Dann gilt mit
N = ni + 1

lan] = lan —an +an| < |an —an|+ lan| < 1+ |an]
fiir alle n > n;. Somit ist

|an| Smax{\a1|7...,|an1|71+|aN|}. O
9.8 Der Satz von Bolzano—Weierstraf3.

Jede beschrankte Folge (arn) besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS durch Intervallhalbierung: Ist |a,| < M fiir alle n, so setzen wir

[-M,0] falls a, € [-M,0] fiir unendlich viele n,
I, =
[0,M] sonst,

ny =min{n € N | a, € I1 }.
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Dann gilt an, € I und a, € I; fiir unendlich viele n. Wir bezeichnen I; mit
[a1, B1]. Jetzt setzen wir

{ [oz1, (o + 61)] falls an < % (o1 + 31) fiir unendlich viele n,
I =

[% (a1 + 1) 751] sonst.
Wir bezeichnen das Intervall I mit [a2, 82] und setzen
nz = min{n > n1 |a, € I2}.

Es ist dann a,, € I>. Fahren wir so fort, so erhalten wir nach k Schritten ein
Intervall I, = [, Bk] mit Iy C Ix—1, Br — ar = M/2’c und einen Index nj; mit
Gn,, € Ii. Ferner ist a, € I fiir unendlich viele n.

Die durch die Intervalle [au, Ok] gegebene Intervallschachtelung erfafit eine Zahl
a= klim ap = klim Br. Wegen oy < an, < B folgt a = klim Gn,, vgl. 6.6. O

9.9*% Beweis des Cauchy—Kriteriums 9.6.

Sei (ar) eine Cauchy—Folge. Da sie nach 9.7 beschrankt ist, gibt es nach Bolzano—
Weierstra$} eine konvergente Teilfolge (ank )&. Fiir deren Grenzwert a = lim Gny,

k— o0

zeigen wir, dafl sogar a = lim a,. Hierzu sei ¢ > 0 gegeben und
n—oo
(a) ne so gewdhlt, daBl |a, — am| < & fiir n,m > n.,
(b) m so gewéhlt, dal m > n. und |an,, —a| <e.
Dann ist n, > m > n., also nach (a) und (b)
la —an| = la— an,, + an,, —an| < la—an,,|+ |an,, —an| < 2¢

fir n > n.. O

§ 3 Elementare Funktionen

1 Die Folge ((1 + ﬁ)n)

n
1.1 Das Problem der stetigen Verzinsung

Betrégt der Zinssatz p %, ist o = 55 und K das Anfangskapital, so ist das

Kapital nach einem Jahr nicht K (1 + «), sondern

e bei halbjahriger Verzinsung K(l + %)27

e bei monatlicher Verzinsung K(l + %) 12,

e bei téglicher Verzinsung K(l + %)365, bzw. K(l + %)366 in Schaltjahren.
Wir fragen uns:

(a) Gibt es in Schaltjahren mehr Zinsen?
(b) Bei Devisengeschiften wird ,stetig verzinst“. Wie ist das zu verstehen?
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1.2 Radioaktiver Zerfall

Die Zahl AN der in einem kleinen Zeitintervall At zerfallenden Atome ist nidhe-
rungsweise proportional zur Zahl N der gerade vorhandenen nichtzerfallenen
Atome: AN = BNAt mit einem Zerfallskonstante genannten Proportionali-
téatsfaktor 8. Nach der Zeit At sind also noch ungefdhr N —AN = N (1 — SAt)
Atome nicht zerfallen, dies umso genauer, je kleiner At ist.

Zur Bestimmung der Zahl N(t) der zur Zeit ¢ vorhandenen nichtzerfallenen
Atome teilen wir das Intervall [0,¢] in n kleine Abschnitte der Lange At = ¢/n.
Nach dem Zerfallsgesetz sind dann zur Zeit t/n noch etwa N(0)(1 — Bt/n)
Atome nicht zerfallen, nach der Zeit 2t/n noch etwa N(t/n)(1 — Bt/n) =
N(0)(1 — Bt/n)? und nach der Zeit ¢t = n At noch etwa N(0)(1 — 8t/n)™.
Nehmen wir an, daf§ die Ndherung umso besser wird, je kleiner At, d.h. je
grofler n wird, so ergibt sich

N(#) = lim N(O)(l - ﬁ)

n— oo

—n

1.3 Das Verhalten von a, = (1 + %)" und b,, = (1 — %)

Gegeben sei x € R. Wir setzen no =1 fir x > 0 und wdhlen no > —x, falls
x < 0. Dann bilden die [an,bn] fiir n > no eine Intervallschachtelung, d.h. es
gilt

(a) an < ant1 fir n>ng.

(b) bn > bpy1 fir n>no.

(¢) an <bn fir n>ng.

(d) bn —an — 0 fir n— oco.

(e) In (a),(b),(c) gilt das Gleichheitszeichen nur fir = = 0.

BEWEIS.

(a) Im folgenden wird 14 £ > 0 vorausgesetzt, was im Fall z > 0 fiir alle
n € IN, im Fall z < 0 fir n > no mit ng > |z| gilt. Wir definieren h durch

1+ -2
7"+1 =1+4+h, also h = S —
142 n(n+1)(1+2)
Die erste Gleichung zeigt 1+h > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung §1:6.6
folgt

an+1 _ (1+ n+1 )n+1 = <1+ £) (1+h)n+1
an (1+2)" n

(1+%)(1+(n+1)h) = (1+§) (1—71(%%)) -1,

\Y]
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also an+t1 > an. Wegen 1+ Z > 0 gilt Gleichheit nur dann, wenn (1+h)"t =
14 (n + 1)h. Aus dem Beweis der Bernoullischen Ungleichung folgt, dafl dies
nur fiir h =0, also x =0 gilt.

(b) Fiir n > no ist n > |z|, also 1 — £ > 0 und daher (1 — %)n monoton
wachsend nach (a). Also ist b, = (1— 2)™" monoton fallend.
(¢) Fir n >ngo ist
= (D) (- - (- 5)
also an < b, wegen b, > 0. Offenbar gilt a, < b, fiir x # 0.
(d) Fir n > no gilt nach der Bernoullischen Ungleichung

an 22\" z? z?
pwman = (1) = b (1-(1-2) ) < b < bl
by~ an = ba(1-5") b( ( nQ))_bn_bon

2 Die Exponentialfunktion

Nach dem vorangegangenen Satz 1.3 wird fiir jedes € R durch die Intervall-
schachtelung [an,bn] genau eine reelle Zahl f(z) erfat, fiir die also gilt

f@) = lim <1+%>": lim (1—%)7".

n—oo n— oo

2.1 Das Exponentialgesetz
Es gilt

(@) f(0)=1,

(b) flz+y) = f()- fy)

:

FOLGERUNG: f(z) > 0 und f(—z) = %

BEWEIS von (b). Nach den Rechenregeln §2:6.7 fiir Grenzwerte ist

fle+y) - f@)-fly) = lim [(1+x+y)n— (1+%)n(1+%ﬂ

n— oo n

Die eckige Klammer [...] hat nach der geometrischen Summenformel die Form

" — (ab)" = (c— ab) kzi:l " F(ab)*t.

Dabei ist

n n
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of <14 2y oy 2l el (1+1|>(1+M>,
n n n n

n n n

Hieraus folgt

n—1 n—1
| F (ab)F ! | < (1+|i> <1+i)
n n
< (B (14 < st s0u,
und damit |[...]| < ‘xlbly|nf(|x\)f(|y|)—>0 fiir n — oo. o

2.2 Definition von e”

Wir definieren die Eulersche Zahl durch

e:= lim (1 + l) = 2.718281828459 . ..
n

n—oo

und zeigen, dafl
f(z) = €* fiir jede rationale Zahl z.

Im Fall z =2 > 0 mit m,n € N gilt nach 2.1

" =" =g - f) = FA+ .+ 1) = f(m)

m-mal m-mal
= flnz) = flz+ ... +z) = flx) -~ flz) = fl2)",
n-mal n-mal

somit nach Definition der n—ten Wurzel §2:7

e® =en = Ve = f(z).

Im Fall z = -2 mit m,n € N ist
]"(Qg):;:;m:L:(gi%:eac

fl=2)  F(5)  ew

Die somit fiir alle rationalen Zahlen x bestehende Identitéit berechtigt uns zu
folgender

DEFINITION. €% := lim (1 + E) fir z € R.
n

n—oo
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3 Eigenschaften von e®

a) e“tY =¢e”.e¥, ¢ =1 (Exponentialgesetz).
) €7 >0.

c) € >1+x mit Gleichheit nur fir z = 0.
d) Aus z <y folgt e” < e’ (Monotonie).

||

(e) Fir |z| <1 gilt [e" —1] < T

(f) e® wichst stérker als jede Potenz von x, genauer: Ist n eine feste natiirliche
Zahl, so gilt e” > z" fiir alle x > 4n>.

(g) lime™™=0.

BEWEIS.
(a) wurde in 2.1 gezeigt,

(b) folgt aus (a) [TA].
(¢) Fiir z > 0 gilt nach 1.3 (e)
1 n
1+ = (1+f) < (1+£> < e”.
1 n

Dieselbe Ungleichung gilt nach 1.3(e), falls —1 <z < 0 (ng = 1). Fiir z < —1
ist e >0>1+ .
(d) Nach (b),(c) ist ¢ >0 und e’ > 1 fiir ¢ > 0. Fiir < y folgt daher

eV —e” = ¢€" (eyﬂ;—l) > 0.
(e) Fir |z| <1 fallt (1 —£)™" monoton gegen e” (1.3(b), no = 1). Daher
ist insbesondere e® < 1/(1 — x). Also ist

! ==
1—x 1—2x

e’ —1<

Fir = > 0 ist das schon die Behauptung. Im Fall —1 < 2 < 0 gilt nach (c)

|z|
1— x|

T

1—e" < —z = |z <
(f) Tst = > 4n?, soist \/z > 2n, also z/(2n) > /= und somit

" > (1+%)2n > (1+\/E)2" > (\/5)2" = z".

(8) €" >1+n gilt nach (c), daher ist e™" < 1. O
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2.4 Radioaktiver Zerfall. Besitzt ein radioaktives Praparat mit der Zerfalls-
konstanten 3 zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Masse mg, so hat es zum Zeitpunkt ¢ > 0
den unzerfallenen Masseanteil mg - e Pt

2.5 Die Groflenordnung von n!

Zeigen Sie fiir n > 2

n\" n\"
e(—) < n! < ne (—) .
e e

Multiplizieren Sie dazu jeweils die folgenden Ungleichungen miteinander

1

1 k —k
(HE) <e (k=1,...,n—1), e<<1—E) (k=2,... n).

3 Funktionen (Abbildungen)

Sind M und N nichtleere Mengen, und ist durch eine Vorschrift x — f(z)
jedem x© € M genau ein Element f(z) € N zugeordnet, so sprechen wir von
einer Funktion oder Abbildung

f:M — N.

Das Wort , Funktion“ ziehen wir vor, wenn N eine Menge von Zahlen ist; in
geometrischen Zusammenhéangen sprechen wir eher von Abbildungen, doch sind
im Prinzip beide Bezeichnungen moglich.

Fiir eine reelle Funktion f : I — R auf einem Intervall I heif3t die Menge aller
Punkte der z,y—Ebene mit Koordinaten (z, f(z)) der Graph von f.

3.1 Beispiele

(a) Die Vorschrift z — x> liefert eine

Funktion f: R — R (Fig.).

(b) Ist M eine nichtleere Menge so

heift LT
fM—M mit z—x

die Identitét oder identische Abbil-

dung auf M und wird mit 1 s bezeich-

net (oder kiirzer mit 1, wenn keine Ver-

wechslungen moglich sind).

(¢) Durch die Relation
y = f(z), falls v =z

ist keine Funktion gegeben, da jedem x # 0 zwei Zahlen y mit y? = z entspre-
chen. Dagegen ist x — /z eine Funktion R4+ — R4+ (R+ ={z € R |z > 0}).
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(d) Eine Drehung um den Nullpunkt
mit dem Drehwinkel 7/2 = 90° in
der Ebene F vermittelt eine Abbildung
D : E — B, die jedem Punkt P € E -~ P
einen Bildpunkt D(P) € E zuordnet.

d(P)

O
(e) Die Exponentialfunktion ist durch y
die Vorschrift = — e® gegeben. Hier
ist -

M =R, N =Rso.
Wir werden auch die Schreibweise
exp: R — Rso,

1
x> exp(a) = ¢ /

verwenden. 1 1

3.2 Bezeichnungen, Gleichheit von Funktionen

Fiir eine Funktion bzw. Abbildung f: M — N (lies f von M nach N), heifit M
der Definitionsbereich, N die Zielmenge von f. Eine Funktion ist festgelegt
durch folgende Angaben:

(a) Angabe des Definitionsbereiches M,
(b) der Vorschrift z — f(z) und
(c¢) einer Menge N # (), in der die Funktionswerte bzw. Bilder f(z) liegen sollen

Die genaue Bestimmung der Zielmenge N ist in den meisten Fallen nicht erfor-
derlich; man wird im allgemeinen mit der Angabe irgend einer einfach formulier-
baren Zielmenge N zufrieden sein, ohne den genauen Wertevorrat (Bildmen-
ge) der Funktion f: M — N, ndmlich {f(x) |z € M} angeben zu wollen. (Oft
ist das auch gar nicht so einfach.) Bei der Definition einer Funktion beniitzen
wir in der Regel eine der folgenden Schreibweisen

f: M— N, z— f(z) oder f:xz+— f(z) fiir =z € M.
BEISPIELE.

fi-L1 =R, 2— 115, g:z—1 fir 2>0.
Zwei Funktionen f; : M1 — N, fo : M2 — N heiflen gleich, wenn
(a) My = M2 und
() fi(z) = fo(x) fir alle x € M1 = M.

Die Gleichheit nimmt also keinen Bezug auf die Zielmenge.
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3.3 Injektive und surjektive Funktionen

Eine Abbildung, bzw. Funktion, nennt man injektiv (eineindeutig, 1-1—
Abbildung), wenn aus f(z1) = f(z2) stets 1 = x2 folgt, oder andersherum,
wenn aus x1 # 2 stets f(x1) # f(x2) folgt. Injektivitdt bedeutet also, dal
die Gleichung f(x) =y fir y € N hochstens eine Losung x besitzt.

3

Die Funktion x — x° ist injektiv, weil aus

0=2°

P’ =@-y @ +ay+y)=3@-y "+ + (@ +y)?)
in jedem Falle x = y folgt.

Die Funktion f : R — R, z — 2 ist nicht injektiv wegen f(1) = f(—1).
Dagegen ist die auf R, eingeschrinkte Funktion & — 22 injektiv.

Anschaulich bedeutet Injektivitat einer reellen Funktion f: M C R — IR, daf
jede Parallele zur z—Achse den Graphen von f hochstens einmal schneidet.

Eine Abbildung f : M — N heifit surjektiv, wenn N die Bildmenge von f
ist, d.h. wenn fiir jedes y € N die Gleichung f(z) =y wenigstens eine Losung
x € M besitzt.

BEMERKUNG. Fiir den Begriff der Surjektivitat einer Funktion ist auch die An-
gabe der Zielmenge wesentlich.

Wir empfehlen der Klarheit wegen die Formulierungen
“f ist als Abbildung von M nach N surjektiv®¢ bzw.
“f ist eine Abbildung von M auf N¢.

Durch die Vorschrift z — z? sind surjektive Funktionen f : R — Ry, g :
R, — R, gegeben. Dagegen ist h: R — R, & — 22 nicht surjektiv.

3.4 Bijektive Funktionen und Umkehrfunktionen

Eine Abbildung f: M — N heifit bijektive Abbildung (Bijektion) von M
auf N (kurz: f: M — N ist bijektiv), wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Das bedeutet, dafl es zu jedem y € N genau ein © € M gibt mit f(z) = y.
Bezeichnen wir dieses x mit g(y), so ist auf diese Weise eine Abbildung

g:N—-M

definiert, und nach Definition von g ist f(g(y)) =y firalle y € N, g(f(z)) =
x fiir alle « € M. Die Abbildung g ist ihrerseits injektiv und surjektiv als
Abbildung von N nach M. Diese heifit Umkehrabbildung zu f und wird
iiblicherweise mit f~! bezeichnet (Nicht zu verwechseln mit % .

Dafl g surjektiv ist, folgt unmittelbar aus g(f(z)) = z. g ist injektiv, denn aus
9(y1) = g(y2) folgt y1 = f(g(y1)) = f(9(y2)) = vo.
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3.5 Monotone Funktionen

Eine reelle Funktion f : I — R auf einem Intervall I heifit monoton wach-
send, wenn aus x < y folgt f(z) < f(y). Sie heifit streng monoton wach-
send, wenn aus z < y folgt f(x) < f(y). Entsprechend heifit f : I — R
monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), wenn aus z < y folgt

f(@) = f(y) (baw. f(z) > f(y))-

Streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funktionen f sind injektiv. Denn ist
f(z) = f(y), so kann weder = < y (sonst f(z) < f(y)) noch = > y (sonst
f(z) > f(y)) eintreten. Es bleibt = = y.

4 Die Logarithmusfunktion

4.1 Die Ezponentialfunktion exp : R — Rso, x — € ist bijektiv. Die Um-
kehrfunktion wird mit

x — logz fir x>0

bezeichnet. Diese ist streng monoton wachsend.

In der Literatur ist auch die Bezeichnung Inx (logarithmus naturalis) tblich.
Die Schreibweise log(z) ist ebenfalls gebrauchlich.

BEWEIS.

Nach 2.3 (d) ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend, also injektiv.
Wir wollen nun zeigen, daf sie beziiglich R~ auch surjektiv ist.

Zu gegebenem y > 0 ist die Existenz einer reellen Zahl a mit e¢* = y zu
zeigen. Hierzu setzen wir A := {z € R | ® < y}. A ist nicht leer, denn wegen
lim e™™ =0 nach 2.3 (g) folgt —n € A fiir gentigend groBes n. A ist nach oben

n—oo

beschrankt, denn fiir z € A gilt nach 2.3(c) 2 <e*—-1<y—1.

Damit existiert a := sup A; wir zeigen e® = y. Nach Definition des Supremums
gibt es zu jedem n € IN ein z, € A mit a — % < xn < a. Hieraus folgt mit der
Monotonie der Exponentialfunktion

a—

1 1
T < e <y <ettn
letzteres wegen a + - ¢ A. Nach 2.3 (e) gilt fiir n — oo

1 1 1
677 — e und e*Tw =e%.en — e,

a—

1 a
e n=e

also folgt nach dem Dreifolgensatz §2:6.6
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ea < y S ea , )
1 4

somit e = y. m|
Die Monotonie des Logarithmus folgt 0 f f ~
so: Fir 0 < z <y kann logx > logy 1
nicht eintreten, denn wegen der Mo- 1
notonie der Exponentialfunktion hétte B
dies z = €'°8® > %Y — ¢ zur Folge.

4.2 Eigenschaften des Logarithmus

(a) €°8Y =y fiir alle y > 0, loge” = z, fiir alle z € R,
insbesondere gilt log1 =0, loge = 1.

(b) log(a-b) =loga+logb, log$% =loga —logb fiir a,b > 0.
(¢) log(z™)=mn-logz (x>0, n€N).
(d) log(1+z) <z firalle x> —1 mit = # 0.

(e) Der Logarithmus wéchst schwécher als jede lineare Funktion z — cx mit
c¢>0: Wird n € N mit % < c gewahlt, so ist logz < = < cz fiir = > an?.

BEWEIS.

(a) ist einfach die Eigenschaft der Umkehrfunktion. Alle anderen Behauptungen
sind unmittelbare Folgerungen aus 2.3. Die einfachen Beweise werden dem Leser
als eindringlich empfohlen. a

4.3 Halbwertszeit. Nach welcher Zeit T ist ein radioaktives Praparat mit
dem Zerfallsgesetz Noe Pt zur Hilfte zerfallen?

5 Die allgemeine Potenz und der Zehnerlogarithmus

5.1 Vorbemerkung. In §2:7 wurde xY definiert fiir > 0 und rationale
Zahlen y. Wir zeigen jetzt, daf3

z¥ = V8% fijralle z >0, y € Q
bzw., was dasselbe ist, logxz¥ = ylogx.
Fir y =2 (m,n € N) gilt wegen mlogz = log 2™ némlich
nlogz® = nlog(%)m = mnlog ¥/r = mlogzx.
Also ist log (x%) = Zlogw.
Fiir y < 0 beachten wir, daf} log i = —loga.

Die Gleichung z¥ = e¥!°8 schreiben wir jetzt auf irrationale Zahlen y fort:
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5.2 Definition der allgemeinen Potenz

Fir z >0, y € R setzen wir

z¥ = e¥l1os7,
Es gilt
(xzy)" ="y,
(:L‘T)S — :L‘T“S7
r+s T s 3 0 —r 1
T = z"-2°, insbesondere z” =1, 27" = —.
T

5.3 Der Zehnerlogarithmus (Dekadischer Logarithmus) Die Funktion
z: R — Rso, o+ 10% ist streng monoton wachsend und bijektiv. Der Beweis
bleibt dem Leser als leichte Ubungsaufgabe iiberlassen.

Die Umkehrfunktion nennen wir

log x
log10

x> logy(z) =

Der Zehnerlogarithmus tritt im Zusammenhang mit dem pH-—Wert in der Che-
mie auf. Vor der Einfithrung von Computern wurden numerische Rechnungen
héufig mit Hilfe der (Zehner—)Logarithmentafeln ausgefiihrt.

6 Zusammengesetzte Funktionen

6.1 Summe, Produkt und Vielfache von Funktionen

(a) Fiir Funktionen f,g : D — R definieren wir
f+9g: D — R durch die Vorschrift  — f(x) + g(z),
f+-g9g: D — R durch die Vorschrift = — f(z) - g(x),
Af:D—R durch z— X f(z) fiir A € R,
—f:D — R durch z — —f(x).
(b) Die durch = +— 0 fiir z € D definierte Funktion heit Nullfunktion (auf
D) und wird mit 0 bezeichnet. Vorsicht! f = 0 heilt f(z) = 0 fir alle

x € D. Man schreibt dafiir oft auch f(z) = 0. f # 0 heifit nur, da8$ f nicht die
Nullfunktion ist.

Fiir die Funktion

1 fir x =0,
flz) = i} .
0 fiiralle z€R mit z#0

gilt zB. f # 0.
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(¢) Fir das Rechnen mit Funktionen gelten dieselben Rechengesetze wie in Z:

FH@+h)={(+g)+h (f-g)-h=f-(g-h).

Fernerist f+0=0+f = f, f+(—f) = 0, und die Gleichung f+ g = h besitzt
bei gegebenen Funktionen g, h die eindeutige Losung f = h — g = h + (—g).
Bezeichnen wir die Funktion x — 1 mit 1, soist 1- f = f-1 = f. Schliellich
gilt das Distributivgesetz f-(g+h)=f-g+ [ h.

Die Gleichung f - g = h ist bei gegebenen Funktionen g,h i.a. nicht losbar.
Finden sie ein Gegenbeispiel!

6.2 Hintereinanderausfithrung. Mit f: D — M und g : M — N ist durch
die Vorschrift  — g(f(x)) fiir * € D eine Abbildung h : D — N gegeben.
Wir bezeichnen diese mit

go f (lies: g nach f).

BEISPIEL. f(z) = €” fiir x € R, ¢g(y) = logy fiir y > 0. Dann ist go f = 1,
wo 1 : z — z die identische Abbildung (Identitdt) auf R ist. Entsprechend ist
fog=1r>o.

7 Polynome und rationale Funktionen
7.1 Polynome.

Sei n € Ny, und seien ag, a1, ..., an reelle Zahlen. Eine Funktion p der Gestalt
p:R—R, z+—ao+a1z+az?+ ... +anz"

heifit ein Polynom mit reellen Koeffizienten ag, a1, ..., an.

Spezielle Polynome sind die konstanten Funktionen x +— ao und die Identitét
1:2x+— .
Satz vom Koeffizientenvergleich. Sind zwei Polynome der Gestalt

p(x) = ao+aix+ ... +anz”™ und g(x) = bo+biz+ ... +bpz™
mit an #0 und bm # 0 als Funktionen gleich, p(x) = q(x) fir alle x, so gilt

m=mn und ar =by fir k=0,1,...,n.

BEWEIS.

Wir diirfen n > m annehmen (sonst Vertauschung der Rollen von p und ¢). Auch
r = p — q ist ein Polynom, hat also die Form r(z) =co+ciz+ ... +caz™. Zu
zeigen ist co = ¢1 = -+ = ¢, = 0. Nach Voraussetzung gilt r(x) = 0 fiir alle

z € R. Es folgt 0 =7(0) = co und

0= r(x) = c+tert ...+t fiir z#0.
x
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1
Fir z, = T gilt klim zr = 0, also mit §2:6.7

0= limmzcl.

k—oo Tk

Nun ist cp = c1 =0, also

0 = %223) = cotesrd ... +epx™ 2 fiir z # 0.
Setzen wir wieder die Nullfolge (zx) ein, so folgt wie oben c2 = 0 usw. O

Wir erklaren den Grad eines Polynoms p(z) = ao+aiz+ ... +anz™ durch

n, falls a, #0
—1, falls p das Nullpolynom ist.

Grad (p) = {
Konstante Polynome p # 0 haben den Grad 0.

7.2 Summe und Produkt von Polynomen

Offenbar ist die Summe zweier Polynome wieder ein Polynom, ebenso ist mit p
auch cp ein Polynom fir ¢ € R. Fir

p(q;) = ao+aix+ ... —|—anx", CLn?éO

und
q(x) = bo+bix+ ... +bpz™, by £0
gilt
p(x) - q(z) = aobo + (arbo + aobr)z + ... + anbpz™ ™.

Also ist p-q wieder ein Polynom. Bei der Multiplikation zweier vom Nullpolynom
verschiedener Polynome addieren sich die Grade:

Grad (p - ¢) = Grad (p) + Grad (¢) fir p #0, ¢ #0.

Fine iibersichtliche Darstellung der Koeffizienten von p - ¢ erhalten wir durch
folgende Formel: Es ist

n+m k
p(z)-q(z) = > crz” mit ¢ = Daibk—i = Y. auby.
k=0 =0 ptv==k
Dabei gilt die Vereinbarung an4+1 = an+2 = ... =0, byt1 =bmy2 ... =0.

Fiir die Rechenregeln bei Summe und Produkt gilt das unter 6.1 gesagte. Die
Verwandtschaft des Rechnens mit Polynomen und des Rechnens in Z findet in
der Ubertragung der Teilbarkeitslehre ihren Niederschlag (vgl. 7.4fF.).
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7.3 Rationale Funktionen sind gegeben durch eine Vorschrift x +—

wo p1 und p2 Polynome sind und p2 nicht das Nullpolynom ist.

Die Frage nach dem Definitionsbereich D rationaler Funktionen Pl cheint
D2

durch die Festsetzung D = {z € R | p2(x) # 0} beantwortet zu sein, doch
kann diese Antwort nicht ganz befriedigen.

Betrachten wir beispielsweise p1(z) = 2 — 1, p2(z) = = — 1, so ist

R

Wir wollen im folgenden die Frage untersuchen, inwieweit sich ein rationaler
Ausdruck pl(—(x)) durch ,,Kiirzen“ auf einfachere Form bringen 148t. Diese Frage
ist im Zusa]fr)fmxlenhang mit der Integration von Bedeutung.

7.4 Division mit Rest

Sind p1,p2 Polynome mit Grad (p2) > 1, so gibt es eindeutig bestimmte Poly-
nome q,r mit

p1 = p2-q + r und Grad (r) < Grad (p2) .

Die Bestimmung von g und r geschieht nach demselben Divisionsalgorithmus
wie bei den ganzen Zahlen. Bei dem Beispiel

pi(z) = —42° + 22" — 142® + 62° — 142 + 10, po(z) = 22° + 32 —1

spricht das folgende Schema fiir sich:
—4a® + 22" — 1423 4+ 627 — 142 +10: 223 + 32— 1) = 222+ —4
—4a° — 6z® + 227
2zt — 823 4 42? — 14z

22t +322 - =z
—8z% + 22 — 13z + 10
—823 — 12z + 4

Rest: 2 — z+ 6
Ergebnis: pi1(z) = p2(x) - (—22% +2 —4) + 2 — 2 +6.

Dieses Verfahren fithrt offenbar immer zum Ziel. Die Eindeutigkeit ergibt sich
so: Ist p1 = p2q1 + 71 = p2q2 + 72, so folgt p2 - (1 — g2) = r2 —r1. Wére q1 # qo,
so hétte die linke Seite mindestens den Grad von p2, die rechte Seite aber einen
kleineren Grad. Also bleibt nur g1 = ¢2 und damit auch r1 = ra.
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7.5 Teilbarkeit von Polynomen

Wir sagen ,,p2 teilt p1* (in Zeichen p2 | p1), falls p2 # 0 gilt und es ein Polynom
q gibt mit p1 = p2 - q.

Fiir p1(z) = 2% — 1, pe(z) = « — 1 gilt beispielsweise p1(x) = pa2(z) - (x + 1),
also p2 | p1-

Folgendes ist leicht einzusehen [TA]:

(a) Aus p3 | p2 und p2 | p1 folgt pa | p1.

(b) Ausp | p1und p | p2 folgt p | g1p1+g2p2, wenn ¢i1, g2 irgendwelche Polynome
sind.

(¢) Ist p2 | p1 und p1 # 0, so ist Grad (p2) < Grad (p1).
(d) Aus p2 | p1 und p1 | p2 folgt, dafBl es eine Konstante ¢ # 0 gibt mit p1 = cpa.

7.6 Nullstellen
(a) Eine Zahl X heifit Nullstelle von p, falls p(A) = 0. Das ist genau dann der
Fall, wenn z — X ein Teiler von p(zx) ist, d.h. wenn es ein Polynom ¢ gibt mit
p(z) = (z = A)q(x).
Denn ist p(z) = (z — X)q(z), so ist p(A) = (A — X)g(A) = 0. Ist umgekehrt
A Nullstelle von p, so erhalten wir durch Division mit Rest
p(x) = (x=Nq(x)+7,
wo r eine Konstante ist (Grad < 1). Einsetzen von x = X liefert r = 0.

A heifit k—fache Nullstelle (bzw. Nullstelle der Ordnung oder Vielfachheit
k), wenn es ein Polynom ¢ gibt mit

px) = (z =N q(z) und g(A)#0.

(b) SaATz. Ein Polynom p vom Grad n > 1 besitzt hochstens n verschiedene
Nullstellen.

Denn hat p die N verschiedenen Nullstellen Aq,..., AN, so ergibt mehrfache
Anwendung von (a)

p(x) = (x=X1) - (= An)q(z) = p2(z) q(x)
mit N = Grad (p2) < Grad (p) = n nach 7.5(c).

7.7 Groflter gemeinsamer Teiler

Sind p1, p2 Polynome mit pi # 0, p2 # 0, so heifit das Polynom g ein gréfiter
gemeinsamer Teiler (ggT) von p; und p2, wenn g | p1, ¢g | p2 und wenn es
keinen gemeinsamen Teiler von p1, p2 gibt, der einen hoheren Grad hat als g.



7 Polynome und rationale Funktionen 67

7.8 Bestimmung eines ggT nach dem euklidischen Algorithmus

Fiir Polynome p1,p2 mit n = Grad (p1) > m = Grad (p2) > 1 wird nach dem
folgenden Schema so lange Division mit Rest ausgefiihrt, bis der Rest Null ist.

Auf diese Weise ergeben sich Polynome p1, ..., pr+1 mit
pL = Dp2-q1+ps (Grad (ps) < Grad (p2), ps # 0),
P2 = P3s-q2+pa (Grad (pa) < Grad (ps), ps # 0),

Pe—1 = Pk - @k—1 +Pr41  (Grad (pr+1) < Grad (px), pr+1 # 0),

Pk = Pk+1 -4k -

Da bei jedem Schritt der Grad des Rests um mindestens 1 kleiner wird, muf}
spatestens nach m + 1 Schritten der Rest Null sein: 1 < k < m + 1.

SATZ. Bei dieser Konstruktion ist pry1 ein ggT von p1 und p2, und jeder
andere ggT g von p1,p2 hat die Gestalt g = c - px+1 mit einer Konstanten

c#0.

BEWEIS.

(a) Wir beweisen zunéchst eine Zwischenbehauptung (Z): Teilt ein Polynom g
zwei aufeinanderfolgende der Polynome p;, etwa g | po, g | Po+1, S0 teilt g alle
pi (1t =1,...,k+1). In der Tat: ist o > 1, so folgt aus po—1 = PoGo—1 + Pot1
mit 7.5 (b), daB g auch p,—1 teilt, und so fort. Also teilt g alle p, vorange-
henden p;. Entsprechendes ergibt sich fiir die nachfolgenden p;: Ist o < k, so
folgt aus pot2 = pPo — Po+19e, dall g auch pyio teilt, und so fort. Soweit die
Zwischenbehauptung (7).

(b) Damit folgt nun sofort, dafl py+1 ein Teiler von p; und p2 ist. Denn es gilt
Pk+1 | Pe+1 und pri1 | pr nach der letzten Gleichung.

(c) Ist g irgendein Teiler von p; und p2, so folgt nach (Z), daB g auch pry1
teilen mufl, also hochstens denselben Grad hat wie pi1. Somit ist pr41 ein ggT
von p1, p2. Ist g sogar ein ggT von p1, p2, so gilt nicht nur g | pr+1, sondern auch
Grad (¢g) = Grad (pg+1). Division mit Rest ergibt g = ¢ - pr1. m|

7.9 Teilerfremde Polynome

Sind p1 und p2 nichtkonstante teilerfremde Polynome, d.h. ist 1 ein grdfster
gemeinsamer Teiler von p1 und p2, so gibt es Polynome r1 und re mit

1 =7r1-p2+r2-p1 und Grad(r;) < Grad (p;), i=1,2.
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BEWEIS.
Es sei etwa Grad (p2) < Grad (p1). Wir schreiben die Gleichungskette des eu-
klidischen Algorithmus in umgekehrter Reihenfolge auf:

Pk+1 = Pk—1 — Pk " Gk—1

Pk = Pk—2 — Pk—1 " Qqk—2

pP3s = P1—pP2-4qG1.
Nach Voraussetzung ist der ggT pry1 eine Konstante ¢ # 0. Setzen wir in die
erste Gleichung sukzessive die folgenden Gleichungen ein, so erhalten wir
C = Prk+1 = Pk—-1 — Pk " k-1 = Pk—1 — (Pk—2 — Dk—1 * Q—2) * Qk—1
= (1+qgr2 qe-1) Pr-1— Q-1 -Pr2=-"=f1-p2+ fo-p1

mit Polynomen f; und f2. Division mit Rest ergibt % fi=pi-si+rfiri=1,2
mit Grad (r;) < Grad (p;). Also gilt

1
1= E(fl'p2+f2'p1) :7’1'p2+7’2'p1+p1'p2-(81—|—82).

Aus Grad (p1-p2- (s1+s2)) = Grad (1 — 71 -p2 — 72 - p1) < Grad (p1 - p2) folgt
s1+ s2 =0. O

7.10 Darstellung rationaler Funktionen
Sind p1 und p2 Polynome mit p1 # 0, Grad (p2) > 1, so bestimme man einen

ggTv g von p; und p2 nach 7.8. Ist dann p1 = g - q1, P2 = g - ¢2, so gilt

qul(x) ur alle x mi T
pa(a) ~ qa(e) A @ mit pa@) £0.

qi(z)
q2(x)

ist der groBtmogliche Definitionsbereich, fiir den P1 cinen Sinn macht. Man

Der rationale Ausdruck

ist erklirt auf D = {z € R | ¢2(z) # 0}. Das

D2
beachte, dafl g1 und g2 keine gemeinsame Nullstelle haben.

7.11 Aufgaben
(a) Bestimmen Sie einen ggT von

2

22t +22° + 22— 2 —1 und 32° +32* +42° — 2% — 2 — 2.
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52° — bzt — 112 + 422 — 2 — 6
x4 — 23 — 1122 4+ 92 + 18

Welche Definitionsliicken bleiben?

(b) Vereinfachen Sie

(¢) Bestimmen Sie gemé8 7.9 Polynome r1 und 72 mit 1 =71 - p2 + 72 - pp fiir

pi(z) =2 -3 —2+3, poz)=2"—4dz+4.

8 Die trigonometrischen Funktionen

8.1 Winkel im Bogenmafl

Wir setzen elementare Kenntnisse der ebenen Schulgeometrie voraus. Einige
grundsatzliche Bemerkungen zur Beziehung zwischen Geometrie, Zahlen und
Vektoren finden Sie in § 5.

Wir wéhlen in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem. Jeder Punkt P
ist durch ein Koordinatenpaar (z,y) beschrieben, wo x und y reelle Zahlen sind.

Der Einheitskreis ist die Menge der

Punkte P = (z,y) mit 2® +¢* = 1. /
Die Lange eines Kreisbogens ist defi-
niert als das Supremum der Léngen al-
ler einbeschriebenen Sehnenpolygone.
Die Bogenlange des oberen Halbkreises
bezeichnen wir mit 7.

Die folgenden Eigenschaften der Bo-
genldnge sind plausibel und werden O
in §24:2 bewiesen.

(a) Beim Aneinandersetzen von Bogen addieren sich die Bogenlangen.

(b) Bei Drehungen um den Nullpunkt bleiben die Bogenléngen erhalten. Dem-
nach hat jeder Halbkreis die Bogenldnge 7. Somit hat jeder Viertelkreis die
Bogenlange %, und der Bogen zwischen zwei Nachbarpunkten eines regelmafi-
gen einbeschriebenen Sechseckes hat die Bogenldnge %
(¢) Jede Zahl aus [0, 27r] kommt als Bo-

genlange vor. P 52

Zwei vom Kreismittelpunkt ausgehen-
de Strahlen Si; und S: schneiden den
Einheitskreis in zwei Punkten P; und S1
P». Den (nichtorientierten) Winkel P,

» = /(S1,52) zwischen S1 und S> de- 0

finieren wir als die Lange des kiirzeren

Kreisbogens zwischen P; und P> (Fig.).
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Die Angabe von Winkeln im Bogenmafl (RAD) ist fir die Mathematik zweck-
méBiger als die Angabe im Gradsystem (DEG).

8.2 Arcuscosinus und Kosinus

V1= 22
Fiir jedes = € [—1,1] bezeichnen wir (@, V1 —2%)
die Lénge des Kreisbogens zwischen

den beiden Punkten mit den Koordi- : ¥
naten (1,0) und (cc7\/1—:c2) mit \
y

arccosz € [0,7]. (1.0)

Aus dem oben Gesagten ergibt sich,
dafl die hierdurch erklérte Funktion

arccos : [—1,1] — [0, 7]

streng monoton féllt und surjektiv ist.

Die Kosinusfunktion cos: [0, 7] — [—1,1] ist erklart als die Umkehrfunktion
von arccos. In der nebenstehenden Figur ist also x = cos¢. Die folgenden
Figuren zeigen die Graphen von arccos (links) und cos (rechts).

¥
- T
a
|
| 1_
|
|
| s
| % 2 e
! 0 :
| ¥
|
|
| 71__
|
|
T I
-1 0 1 7

Lesen Sie am Einheitskreis die Werte cos 7, cos %, cos 2% cos 5% ab.

8.3 Sinus und Kosinus als Funktionen auf IR

Fir 0 < ¢ <7 setzen wir

singp := /1 —cos? p.

Dann liegt der Punkt P = (cos ¢, sin ¢) auf der oberen Hilfte der Einheitskreis-
linie, und der Bogen zwischen (1,0) und P hat die Lange ¢ (néchste Figur).
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Vergewissern Sie sich, dafl
cos(m — ) = —cosy,

sin(m — ¢) = sinyp.
T sin g [%2)
Wir setzen die Funktionen sin und cos
zunéchst auf das Intervall |—m, 0[ fort
durch die Festsetzungen

T
cos(—p) := cosy,
sin(—¢) := —sinyp,
fiir 0 < ¢ <.
Geometrisch erhédlt man den Punkt
(cos(—¢p),sin(—¢)), indem man von Y
(1,0) aus einen Bogen der Liange ¢
im mathematisch negativen Sinn be- sinp|----
I
schreibt (oder, anders ausgedriickt, den AN
I
Bogen ¢ nach unten antrégt — siehe s
S
nebenstehende Figur). L "
I
Schliellich setzen wir cos und sin durch i —p
die Vorschriften sin(—@) - - -
cos(2mk + ¢) := cos g,

sin(2rk + ) :==siny (k € Z)

2nw—periodisch auf ganz R fort. Dafl dabei keine Doppeldeutigkeiten auftreten
konnen, folgt aus cos(—m) = cos 7, sin(—7) = —sin.

Diese Festsetzung tragt der Tatsache Rechnung, dafl wir wieder im Punkt P =
(cos ¢, sin ¢) ankommen, wenn wir vom Punkt (1, 0) aus einen Bogen der Lange
27 + ¢ im mathematisch positiven Sinn durchlaufen.

8.4 Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

(a) Der Wertevorrat des Kosinus und des Sinus ist jeweils [—1,1],

cos0=1, sin0=0, cosg =0, sing =1.

(b) cos? ¢ +sin®p = 1.

(¢) Periodizitat: cos(2wk + ¢) = cose, sin(2wk+ ¢) =singp (k € Z).
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(d) Symmetrieeigenschaften:
cos ist eine gerade Funktion, d.h. cos(—x) = cosz,
sin ist eine ungerade Funktion, d.h. sin(—z) = —sinz,
cos(m+ @) = —cosp, sin(r+¢) = —sing,
(e) cos (% — <p) = sing, sin (% — <p) =cosp.
(f) Additionstheoreme:

cos(p + 1) = cospcost) — sinpsiny,

sin(p + 1) = singcosty + cospsini.

(g) Halbwinkelformeln:

92 P
1—cosp = 2sin” %,
— 2 ¢
14+cosp = 2cos” 5.
BEWEIS.
Die Eigenschaften (a) bis (e) macht 'y
man sich leicht am Einheitskreis klar.
Die Halbwinkelformeln folgen aus (f) Q
und (b) [UA]. Die Additionstheoreme
liest man aus der Figur ab: Wegen der
Ahnlichkeit der Dreiecke OTC, OSB, %)
QAB ist
QA = QB cos p = sin cos p,
o C
AR = BS = OBsing = cossin g, AP 'B
OS = OB cos ¢ = cos 1 cos p, Y 5
RS = AB = QBsinp = sinsin ¢, (0] R S T z
woraus sich ergibt:
cos(p+1) = OR=0S — RS = cost cosp — sin singp
sin(p+v¢) = QR = QA+ AR = sinv cosp + costp sinp |

8.5 Der Arcussinus

Fir y € [0,1] setzen wir

arcsiny := Lénge des Bogens zwischen (1,0) und (1/1 —y2,y).
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Fiir y € [-1,0[ setzen wir

arcsiny = — arcsin(—y).
Dann ist

arcsin : [—1,+1] — [—%, %]
streng monoton wachsend und surjek-

tiv. Die Umkehrfunktion ist offenbar
T

—} —-1,1].

si [ T
m @ [——=
272

Wir skizzieren die Graphen des Sinus (links) und des Arcussinus (rechts):

Y
1__

-3 5 v
14

us
2

2

8.6 Tangens, Kotangens und Arcustangens

Die Tangensfunktion (Fig.) ist zu-
néchst fiir —5 < ¢ < 3 definiert durch
sin ¢
cos

tanyp =

der Kotangens zunéchst durch

cos ¢

cotgp = m fir0<ep<m.

Der Tangens wdchst streng monoton.
Denn fiir —5 < ¢ < ¢ < 5 folgt aus
den Additionstheoremen

sin(¢ — )

tany —tany = cos g oS

und die rechte Seite ist positiv wegen
0<y—p<m.

vl

il b I

Der Tangens tan : ]f%, 3 [ — R st surjektiv, d.h. hat R als Bildmenge.

73
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Dies werden wir in §8:5.2 beweisen.

Wir definieren den Arcustangens als Umkehrfunktion des Tangens:

32
(Figur). Esist 7777777 2T T T ="

arctan:IR—>]—7T W[ Y

arctanl = 7,

™

arctan % =5 | | |

Diese Formeln werden wir spater zur
Berechnung von 7 heranziehen.

Periodische Fortsetzung. Durch _

sin

t = —
ane cos

fiir alle ¢ € R mit cosp # 0 wird der Tangens zu einer 7—periodischen

Funktion mit Definitionsliicken in den Nullstellen des Kosinus fortgesetzt. Ent-

sprechend verfahren wir beim Kotangens.

8.7 Drei wichtige Ungleichungen

(a) Ising| < [, - E=Ey)
2
(b) 1-% < cosp <1,
tan ¢ .. i Y v
(c) —Z >1 fir 0<|p| < =.
%) 2
BEWEIS. T /E —(1,0)
(a) Mit den Bezeichnungen der Figur

gilt fiir [p| < 5

sing| = [yl < \/(1-2)2+y? = EP

(Bogenlange zwischen E und P) = |¢|

IN

nach Definition der Bogenlange.

s

Fiir |p| > Z gilt [sing] <1 < § < Jo.
(b) Nach der Halbwinkelformel 8.4 (g) ist

0§1—cos<p:2(sin%)2§2(%)2:%<p2_

(c) Essei0 < ¢ < 7. In das Kreissegment zwischen den Punkten £ = (1,0)
und P = (cos g, sin @) legen wir ein Sehnenpolygon mit monoton angeordneten
Punkten F = Ao,..., A, = P.
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Diese Kreispunkte projizieren wir langs P— (1t )
Strahlen durch den Ursprung auf die T e ang
Gerade © = 1. Bezeichnen wir die Bild-
punkte mit E = Aj,..., A, = P’, so
ist P’ = (1,tanp). "
Mit Hilfe des Strahlensatzes ergibt sich pP= (gos v)
mit den Bezeichnungen der Figur s
a/
Ai 1A = ptg<a+b<ad+?d \
- ‘A;
= A
Addition dieser Ungleichungen ergibt al b x [ v
fiir die Linge des Sehnenpolygons zwi- q Al
schen E und P
A

n n

Z Ai1A; < Z A;ilA; = tangp.

i=1 i=1
Hieraus folgt E=(1,0)

_ ) Supremum der Langen aller dem Kreissegment < tan
¥ EP einbeschriebenen Sehnenpolygone - e
t tan(—
Fiir —E<Lp<0folgt Y an( 90)71. O
2 2 -

8.8 Bemerkungen

Die Zurtickfithrung von Kosinus und Sinus auf die Verhéltnisse am Einheitskreis
ist der natiirliche Zugang zu den trigonometrischen Funktionen. Aus systema-
tischer Sicht kann dagegen eingewendet werden, dafl hierfiir Anleihen bei der
Geometrie mit dem Vorgriff auf die Bogenlénge nétig sind. Aus diesem Grund
werden in vielen Analysisbiichern cos z und sinz durch Potenzreihen definiert,
die Eigenschaften 8.4 und 8.7 analytisch hergeleitet und 7 als kleinste positive
Nullstelle von cos 2z erklart.

Wir legen aber Wert darauf, die trigonometrischen Funktionen geometrisch zu
motivieren und zu deuten. Der Preis hierfiir ist, dafl wir auf Eigenschaften
zuriickgreifen, die erst in §24:2 bewiesen werden. Die Potenzreihenentwick-
lungen der trigonometrischen Funktionen leiten wir in §10: 1.2 her.



76 §4 Mengen und Wahrscheinlichkeit

§4 Mengen und Wahrscheinlichkeit

1 Einfache Mengenalgebra

1.1 Vereinigung, Durchschnitt, Differenz

Sind A, B Mengen, so nennen wir die
Menge

AUB :={z |z € Aoder z € B}

die Vereinigung von A mit B. Man
beachte den Gebrauch des Wortes
yoder“: © € AU B bedeutet z € A
oder = € B oder beides.

Ferner definieren wir den Durch-
schnitt von A und B:

ANB:={z € Aund z € B}.

Dabei kann der Fall eintreten, daffi A
und B disjunkt sind, d.h. keine gemein-
samen Elemente besitzen; wir schrei-
ben dann nach §1:1.4 AN B = (.
Durch die Einfiihrung der leeren Men-
ge ist sichergestellt, dal A N B immer
eine Menge ist.

Die Differenz von A und B (,,A ohne
B¥) wird definiert durch

A\ B:={z € A|x ¢ B}.
Auch diese Menge kann leer sein. Es ist manchmal hilfreich, sich wie oben die
Verhéltnisse an Venn—Diagrammen zu verdeutlichen. Dadurch gewinnen die lo-

gischen Verkniipfungen ,oder“, ,und“, ,nicht“ eine geometrische Anschaulich-
keit.

1.2 Teilmengen, Gleichheit von Mengen

Wir nennen A eine Teilmengevon B oder enthalten in B,
ACB,

wenn jedes Element von A auch zu B gehort.
So ist beispielsweise A C AU B. Denn ist x € A, so ist die Aussage ,,x € A oder
x € B* richtig. Entsprechend gilt AN B C A.

BEMERKUNG. In der Literatur wird fiir die Teilmengenbeziehung haufig das
Symbol C verwendet, wahrend C fiir echtes Enthaltensein steht. Fiir letzteres
schreiben wir A C B, A # B.
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Gleichheit zweier Mengen. A = B bedeutet AC B und B C A.

1.3 Beispiele fiir den Nachweis der Gleichheit zweier Mengen

Fiir beliebige Mengen A, B gelten die Distributivgesetze
AU(BNC)=(AuB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

BEWEIS der ersten Formel.

(Venn-Diagramme sind kein Beweis, da A, B, C in verschiedener Weise zuein-
ander liegen konnen. Auflerdem denken wir nicht nur an Mengen in der Ebene.)

(a) Wir zeigen AU(BNC) C (AUB)N(AUCQ).
Fir jedes Element x von AU (BN C) folgt x € A oder x € BN C. Im ersten
Fall x € A folgt z € AUB und x € AUC nach 1.2, also x € (AUB)N(AUCQC).
Im Fall z ¢ A folgt € Bund z € C, also € AU B und z € AU C nach 1.2.
Also ergibt sich beidesmal z € (AU B)N (AU C).

(b) Umgekehrt: Aus z € (AU B) N (AU C) folgt zunéchst z € AU B und
z € AUC. Im Fall x € A folgt sofort + € AU(BNC) nach 1.2, andernfalls mufl
x in B und in C, also in B N C enthalten sein. Nach 1.2 liegt dann x auch in
AU(BNC). Somit gehort jedes Element x von (AUB)N(AUC) zu AU(BNC),
dh. (AUB)N(AUC)C AUu(BNCQC). O

Beweisen Sie in analoger Weise die zweite Formel.

1.4 Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra

Unmittelbar aus der Definition von Vereinigung und Durchschnitt folgt
(a) AUB=BUA, ANB=BnNA,

(b) AU(BUC)=(AUuB)UC, ANn(BNC)=(ANnB)NnC

() A=AN(AUB), A= AU(ANB) [04].

(d) Aus A C B folgt A= AN B und umgekehrt.

(e) Entsprechend ist A C B gleichbedeutend mit B = AU B.

1.5 Komplement, de Morgansche Regeln

Betrachtet man nur Teilmengen einer festen Menge F, so wird E \ A auch als
Komplement von A (beziiglich E) bezeichnet. Es gilt dann offenbar

(a) E=AU(E\A)und AN(E\A)=10
(b) De Morgansche Regeln

E\(ANB)=(E\A)U(E\B), E\(AUB)=(E\A)N(E\B).
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1.6 Bildmenge und Urbildmenge
Sei f: M — N und A C M. Dann heifit die Menge

flA) = {[f(z)]|z e A}

die Bildmenge (das Bild) von A unter f. Fiir eine Teilmenge B von N heifit
J7H(B) = {z e M| f(x) € B}

die Urbildmenge (das Urbild) von B unter f. (f braucht nicht invertierbar
zu sein!)

Zeigen Sie: f(A UB) = f(A)Uf(B),
(cuD) = f1(C)
f "(¢nb)=flC

uf-
f- Ny
Nicht immer gilt f(AN B) = f(A) N f(B).

YD),
YD).

2 Exkurs iiber logisches Schlieflen und Beweistechnik

2.1 Aus A folgt B (A= B)

Die meisten der mathematischen Lehrsétze sind von folgender Art: Innerhalb
eines bestimmten Gegenstandsbereichs folgt unter der Voraussetzung A die Be-
hauptung B. Wir schreiben dafiir

A= B (Aus A folgt B; wenn A, dann B).
BEISPIELE.
(a) Im Rahmen der Anordnung reeller Zahlen
A:0<z<y, B: <y’
(b) Rationale Zahlen, Teilbarkeit ganzer Zahlen

.A:r:B7 B:r*#2.
q
(¢) Polynome (vgl. §3:7). Aus A : p(A\) = 0 folgt
B : p(x) = (z — A)g(z) mit einem geeigneten Polynom gq.
(d) Mengen A:xze€ ANB, B:xecA

2.2 Direkter und indirekter Beweis, Widerspruchsbeweis
Der Beweis der Aussage A = B kann auf drei Arten geschehen.

(a) Direkter Beweis. Mit Hilfe der Grundannahmen des jeweiligen Gegen-
standsbereichs, schon bewiesener Sdatze und der Voraussetzung A schliefsen wir
mit Hilfe der Logik auf die Richtigkeit von B.
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BEISPIEL. Die Grundannahmen iiber die Anordnung reeller Zahlen sind (O1)
bis (O4), vgl. §1:5. Wir zeigen

0<z<y=—2z"<y’ (also A(z,y) = B(z,y))

BEWEIS.

Seien z, y reelle Zahlen mit 0 < z < y. Es gibt zwei Fille:

() = =0, also 0 < y. Nach (O4) folgt durch Multiplikation der Ungleichung
0 < y mit y, daB8 0 < 32, also 0 = 2% < ¢°.

(8) x> 0. Nach (O2) folgt y > 0. Aus (O4) folgt einerseits 2> < zy (Multipli-
kation von = < y mit x > 0), andererseits zy < y? (Multiplikation von z < y
mit y > 0).

Aus beiden Ungleichungen folgt mit (O2) 2? < ¢ a
(b) Widerspruchsbeweis. A = B bedeutet, dal der Fall A richtig, B
falsch“ nicht eintreten kann. Um das zu zeigen, nehmen wir einmal an, A sei
richtig und B sei falsch und leiten daraus einen Widerspruch ab, d.h. wir zeigen,
daf} sich dann eine bestimmte Aussage zusammen mit ihrem Gegenteil ergeben
miifite, was natiirlich nicht sein kann.

Ein klassisches Beispiel ist der Beweis fiir die Irrationalitit von /2 (§1:12):
Um zu zeigen, daB r € Q = 2 # 2 gilt, nahmen wir an, es sei 7 € @ und
r2 = 2 und zeigten, daB einerseits

T = P it teilerfremden ganzen Zahlen p,q“ und andererseits
q

»2|pund 2| g“ gelten musB.

(¢) Indirekter Beweis. Wir zeigen auf direktem Wege: Ist B falsch, so ist auch
A falsch. Wenn dann A richtig ist, so mufl auch B richtig sein, sonst hatten wir
einen Widerspruch: A richtig und A falsch. Dazu sei noch einmal bemerkt: Nicht
falsch bedeutet richtig (tertium non datur).

BEISPIEL. Fiir die Anordnung der reellen Zahlen nach (O1) bis (O4) gilt
o <y = lz[<|yl  (Alz,y) = B(z,y))

Indirekter Beweis. Wéare |z| > |y|, so hatten wir nach dem oben bewiesenen
Satz 22 = |z|® > |y|* = ¢?, also wire A(z,y) falsch. O

Ez falso quodlibet (Aus Falschem folgt Alles). Die Aussage A = B wollen wir
stets dann als richtig ansehen, wenn die Voraussetzung A nicht eintreten kann.
Daf} die leere Menge Teilmenge jeder Menge A ist, bedeutet nach 1.2

red=zxcA.

In der Tat: Man zeige uns ein = € (), und wir zeigen dann, dafl = € A.
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3 Notwendige und hinreichende Bedingungen

3.1 Zum Sprachgebrauch. Gilt A = B, so heifit A eine hinreichende Be-
dingung fir B, und B heifit eine notwendige Bedingung fiir A.

BeispIEL. Oft reicht es zum Nachweis von a, — 0 hin, die Bedingung |a,| <
nachzuweisen. Diese Bedingung ist also hinreichend fiir die Nullfolgeneigen-

schaft, aber nicht notwendig, wie das Beispiel der Folge (%) zeigt.

3.2 Aquivalente Bedingungen

Wir sagen, die Aussagen A und B seien dquivalent oder gleichbedeutend (in
Zeichen A <= B), wenn B eine notwendige und hinreichende Bedingung fir A
ist. Wir sagen in diesem Fall auch: A ist genau dann richtig, wenn B richtig ist.

BEISPIEL. Fiir Polynome p vom Grad > 1 gilt:

A ist Nullstelle von p <= = — X teilt p(z) (vgl. §3:7.6).

3.3 Beachtung der Schlufirichtung beim Lésen von Gleichungen
Die Gleichung

(1) Vaz—-16=2—=x

fithrt durch Quadrieren auf die Gleichung

(2) ?—16=02-2) =4—4z+2°, alsoauf z=5.

Wir sehen aber durch Einsetzen in (1), dal z = 5 keine Losung ist. Es gilt

(1) = (2) = z =5;

fiir eine Losung von (1) folgt notwendig = 5. Der Umkehrschlufl , x =5 = =
erfillt (1)“ gilt nicht, aus (2) folgt nur vz2 — 16 = |2 — z|.

4 Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte

4.1 Definition und Beispiele. Sei I eine nichtleere Menge. Zu jedem i € [
sei eine Menge A; gegeben. I heifit Indexmenge fiir die Kollektion der A;.

Wir definieren

U Ai = {z | = € Ay fiir wenigstens ein k € I},
il

A

iel

{z |z € A; fir jedes i € I}.

BEISPIELE.

(a) I =N, A = [{5, 5] Danngilt |J 4, =10,1].
i€IN
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Denn ist z € |J Ai, so gibt es ein k € N mit z € [ﬁ, %] , somit gilt
i€EN

1 1
O<pzs?=%

< 1.

Umgekehrt, fiir « € ]0, 1] wahlen wir k := [%] € IN, es ist dann k < % < k+1,
also x € [161?7 %]

(b) Fiir die von einer Intervallschachtelung ([an,br]) erfasste reelle Zahl a gilt

{a} = ﬂ [an, bn] .

nelN

(¢) Fir I = Rso und A, = [%,27"] ist J Ar = Rso [04].

>0
4.2 Die de Morganschen Regeln
Ist 1 #( und A; C E fiir alle i € I, so gilt

E\UAi = N(E\A),

i€l iel
E\NAi = U (E\A) (vgl 1.5).
iel il
Dennes gilt: z€ E\ |J As
iel
z€F und z ¢ |J A

i€l
z € F und es gibt kein i € I mit x € A;
r€F und z € A; fir alle 1 € 1
x€FE\A; firalle i€1
iel
Der Beweis der zweiten Formel sei dem Leser als iiberlassen.

[ I

5 Beispiele zur Wahrscheinlichkeit

5.1 Miinzwurf

Bei einer langeren Serie von Miinzwiirfen erwarten wir, dafl in etwa der Halfte
aller Félle die ,Zahl“ oben liegt (und natiirlich dann auch in etwa der Halfte
aller Fille ,,Wappen“). Ein Experiment von Karl PEARSON zu Beginn des 20.
Jahrhunderts ergab beispielsweise bei 24000 Wiirfen 12012 mal die ,,Zahl“. Dem

entspricht eine relative Haufigkeit der ,Zahl“ von 54218(1)(2) = 0.5005.

Die mathematische Idealisierung solcher Erwartungen und Erfahrungen besteht
darin, zu sagen: Bei einer idealen Miinze ist die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl“
bzw. ,Wappen“ jeweils %
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5.2 Zweimaliger Miinzwurf

Wir werfen zweimal hintereinander eine ideale Miinze und notieren die 4 méog-
lichen Ausgénge folgendermaflen:

(2,2), (Z,W), (W, 2), (W,W)

(Z fiir ,Zahl“, W fiir ,, Wappen*). Die Wahrscheinlichkeit fiir jeden dieser Ausgénge
halten wir fiir gleich, demnach miifite sie jeweils % betragen. Wir kénnen diese
Einschétzung auch so plausibel machen: Bei einer gréfleren Versuchsreihe wird
in etwa der Halfte aller Félle zuerst Z erscheinen, in der Halfte dieser Félle,
also in einem Viertel aller Félle wére auch das zweite Ergebnis Z. Somit ist
die Wahrscheinlichkeit fir (Z, Z) gegeben durch i. Gleiches ergibt sich bei der
Diskussion der drei anderen Falle.

5.3 Zweimaliges Ziehen aus einem Kartenspiel

Wir ziehen aus einem Paket mit 16 roten und 16 schwarzen Karten hinterein-
ander 2 Karten ohne Zuriickstecken. Die Wahrscheinlichkeit, erst Rot und dann
Schwarz zu ziehen, ist ;—1 (warum?). Die Wahrscheinlichkeit fiir die Kombination

(Rot,Rot) ist dagegen é—g.

Wir notieren die moéglichen Farbkombinationen und ihre Wahrscheinlichkeiten
(R fiir Rot, S fir Schwarz):

O RS) o, (BR) 5 (59 o

(R, R) 31’ 31’ 62

5.4 Beispiel fiir die Zweckméfligkeit des Mengenmodells

Wir werfen zweimal mit einem idea- (1,1) (1,2) (1,3)](1,4) (1,5)|(1,6)
len Wiirfel und fragen nach der Wahr- . . . . . .
scheinlichkeit p dafiir, daf§ die Augen- 2,1) (2,2)](2,3) (2,4)](25) (2,6)
summe beider Wiirfe 5 oder 6 betragt. . ° . . . .
Dazu zeichnen wir ein Diagramm aller 6B.1]6,2) 63|64 65 36
36 moglichen Ergebnisse und schraffie- . . . . . .
ren die uns interessierenden Moglich- @1 42)[4,3) 149 @5 @6
keiten. Durch Abzahlen der Punkte in o o ° ° ° .
der schraffierten Fliche F' erhalten wir 6062 63 64) 55 66)
_ Anzahl der Punkte in I’ 5 . ° . ° .
Gesamtzahl der Punkte 6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

9 1 . ° . ° ° °

36 4°
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6 Das mathematische Modell endlicher Zufallsexperimente

6.1 Zufallsexperimente und Ereignisse

Das Folgende ist eine Absichtserkldrung und keine Definition im mathemati-
schen Sinne.

(a) Ein Zufallsexperiment ist ein unter gleichen Bedingungen wiederholbar ge-
dachter Versuch, dessen Ergebnis vom Zufall abhéngt. Eine einmalige Durch-
fiihrung eines Zufallsexperiments heifit Stichprobe.

(b) Aussagen iliber den Ausgang eines Zufallsexperiments heiflen Ereignisse.
Den Ereignissen entsprechen also denkbare Fragen iiber das Ergebnis eines Zu-
fallsexperiments.

Beim Werfen mit 2 Miinzen treten zu den Ereignissen (Z,2), (Z,W), (W,Z) und
(W, W), welche alle moglichen Stichprobenergebnisse wiedergeben, u.a. noch
folgende Ereignisse hinzu:

Das FEreignis ,,Genau einmal Z“ oder, gleichbedeutend damit, ,,Genau ein-
mal W* (Wahrscheinlichkeit 3)

Das Ereignis ,,Beide Wiirfe haben dasselbe Ergebnis® (Wahrscheinlichkeit )

Das sichere Ereignis ,,Irgend eine Kombination von Z und W* (Wahrscheinlich-
keit 1)

Unmogliches Ereignis ,,Gleichzeitig (W,Z) und (Z,W)* (Wahrscheinlichkeit 0).

6.2 Verkniipfung von Ereignissen. Beim Werfen eines idealen Wiirfels be-
trachten wir die Ereignisse

E: ,ungerade Augenzahl“ (Wahrscheinlichkeit %) und
E> ,Primzahl“, also eine der Zahlen 2, 3 oder 5 (Wahrscheinlichkeit %)

Das Ereignis ,,ungerade Primzahl® tritt dann ein, wenn E; und F2 eintreten,
entsprechend koénnen wir vom Ereignis E1 oder Fs : ,Primzahl oder ungerade
Augenzahl® sprechen; es tritt ein, wenn eine der Zahlen 1, 2, 3 oder 5 geworfen
wird. Schliefflich kénnen wir nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dafl nicht F:
eintritt.

Im Beispiel 5.4 haben wir gesehen, wie Ereignisse durch Teilmengen der Menge
aller moglichen Stichprobenergebnisse beschrieben werden kénnen. Dem Ereig-
nis E1 und FE» entspricht im Mengenbild der Durchschnitt der betreffenden
Teilmengen, dem Ereignis E1 oder Fo entspricht die Vereinigung.

6.3 Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Wir betrachten hier Wahrscheinlichkeitsfragen, die sich durch das folgende ma-
thematische Modell beschreiben lassen:
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Eine endliche Menge 2 = {w1,...,wn} von Merkmalen (fir die Stichprobener-
gebnisse).

Eine Wahrscheinlichkeitsbelegung: Jedem méoglichen Stichprobenergebnis wy ist
N

eine Wahrscheinlichkeit pi € [0, 1] zugeordnet, wobei Y pr = 1 verlangt wird.
k=1

) heifit Merkmalraum oder Stichprobenraum; die Teilmengen von (2 hei-

Ben Ereignisse, die einelementigen Ereignisse heifen Elementarereignisse.

Jedem Ereignis wird durch

-

w;EA

eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet mit

(W1) 0<p(4)<1

(W2) p(Q) =1

(W3) p(AuB) =p(A)+p(B), falls ANB=20.

Wir sprechen von einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p) und von
einem Wahrscheinlichkeitsmafl p.

6.4 Beispiele

(a) Miinzwurf. Hier ist Q = {Z, W}, Ereignisse sind {Z}, {W} und Q = {Z, W}
(das sichere Ereignis) sowie () (das unmogliche Ereignis). Bezeichnen wir das

Merkmal ,,Zahl“ mit wi, das Merkmal ,,Wappen* mit w2, so ist p1 = p2 = %

(b) Zweifacher Miunzwurf. Hier ist Q = {(Z,2),(Z,W),(W, Z),(W,W)}. Das
Ereignis ,,Genau einmal Zahl* wird durch A= {(Z W), (W, Z)} beschrieben,
es hat die Wahrscheinlichkeit p(A) = 4 + 4

(¢) Einmaliges Ziehen aus einem Kartenspzel mit 32 Karten. Wir setzen w; =
(. A5), wo = ($,10), w5 = (b, Konig) ..., ws = (#,7), wo = (A, As), ...,
wie = (Q77), wi7r = (QZAS)7 ey, W2q = (@, 7), wos = (<>,AS), ey, W32 = (<>77).
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Schwarzes Bild“, beschrieben durch die
Menge

A ={ws, w4, ws, wii, wiz, wis},
ist also p(A) =6 - % = %.
Die Wahrscheinlichkeit, ein Bild zu ziehen, ist

p(B) mit B = {ws,ws,ws, w11, w12, w13, W19, w20, W21, W7, W2s, W29 },
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6.5 Verschiedene Modelle und Eindringtiefen

(a) Interessieren wir uns beim vorangehenden Beispiel nur fiir die Kartenwerte,
so ist der Merkmalraum

Q1 = {As, Zehn, Konig, Dame, Bube, 9, 8, 7}

zur Beschreibung ausreichend. Jedes der Elementarereignisse {As}, {Zehn},
{Konig}, {Dame}, {Bube}, {9}, {8} und {7} muf offenbar als gleich wahrschein-
lich angesehen werden, also jeweils die Wahrscheinlichkeit % haben. Demnach
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein Bild zu ziehen, gegeben durch

p({Koénig, Dame, Bube}) =3 - % = %.

Interessieren wir uns nur fiir die Farbwerte, so geniigt

Q2 = {4, 6,00}

Fragen wir nur nach den Farben, so ist es zweckméfig,
Q3 = {Rot, Schwarz}

zu betrachten, wobei die Elementarereignisse {Rot}, {Schwarz} jeweils Wahr-
scheinlichkeit % haben.

Fiir ein und dasselbe Zufallsexperiment konnen je nach Fragestellung verschie-
dene Merkmalrdume zweckméfig sein. Fassen wir, wie oben geschehen, Gruppen
von Merkmalen zu neuen Merkmalen zusammen, so sprechen wir von einer ge-
ringeren Eindringtiefe.

(b) Werfen mit zwei Wiirfeln. Es bieten sich zwei Merkmalrdume an:

(o) Q1 ={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(6,6)}, wobei jedes Elementarereig-
nis durch ein geordnetes Paar (i, k) beschrieben wird und jeweils Wahrschein-
lichkeit = hat, vgl. 5.4.

(B) Q2 ={{1,1},{1,2},....{1,6},{2,2},{2,3} ..., {2,6},. ..,
{3,3},{3,4},...,{5,5},{5,6},{6,6}}.

Hier sind die Merkmale ungeordneter Paare, und nicht alle Elementarereignisse
sind gleich wahrscheinlich:

1

1 1
pl*%7 p2*ﬁ*p3*p4fp5*p67 p77%USW-

Zeichnen Sie analog zu 5.4 ein Mengendiagramm und bestimmen Sie die
Wabhrscheinlichkeit fiir ,, Augensumme 5 oder 6*.
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6.6 Relative Haufigkeiten

Ein Zufallsexperiment sei durch den Merkmalraum Q = {wi1,...,wn} beschrie-
ben. Es werden n Stichproben gemacht. Dabei trete niy—mal das Ergebnis wg

N
auf ( dnk=n ) Dann heif3t
k=1

die relative Hdufigkeit des Ereignisses A. Offenbar gilt
(1) 0 < ha(A) <1

(2) hn(Q) =1

(3) hn(AUB) = hn(A)+ha(B), falls ANB = .

Setzen wir p(A) := h,(A), so gelten also die Eigenschaften 6.3 sowie alle daraus
folgenden Satze.

7 Das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

7.1 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

Auf dem Merkmalraum Q = {wi,...,wn} sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf p
gegeben mit den Eigenschaften Wi, Wy und W3 von 6.3. Dann gilt

(a) ACB=p(A)<p(B)
(b) p(2\ A) =1-p(4)
(¢) p(AUB) =p(A) +p(B) = p(AN B).
BEWEIS.
(a) Esist B=AU(B\ A)und AN (B\ A) =0, also folgt nach (W3)
p(B) =p(A) +p(B\ A) > p(A).
(b) Esist Q=AU 22\ A) und AN (Q\ A) =0, also ist nach (W2) und (W3)
1=p(Q2) =p(4) +p(Q\ A).
(c) Esist AUB = AU(B\A) und AN(B\A) = 0, also p(AUB) = p(A)+p(B\A4).
Ferner ist B=(ANB)U(B\ A) und (AN B)N (B\ A) =0, somit
p(B) =p(ANB)+p(B\A) oder p(B\ A)=p(B)—p(ANB). O

7.2 Ubungsaufgabe. Geben Sie eine Formel fiir p(AUBUC) an.
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7.3 Der Additionssatz fiir unvereinbare Ereignisse

Zwei Ereignisse A, B heilen unvereinbar, wenn AN B = (). Entsprechend heiflen
die Ereignisse A1, Az, ..., A, paarweise unvereinbar, wenn A;N Ay = 0 fiir ¢ # k.
In diesem Falle gilt

p(A1U ... UA,) =p(A1) + ... +p(4n).

Das folgt leicht aus (W3) mittels vollstandiger Induktion.

7.4 Der Produktsatz

Ein Zufallsexperiment sei durch den Merkmalraum Q = {w1,...,wn~} und die
Wabhrscheinlichkeiten pr = p({wr}) beschrieben. Machen wir zwei Stichproben
hintereinander, so konnen wir das Ergebnis durch ein geordnetes Paar (wy,w;)
beschreiben, wo wy, das erste, w; das zweite Stichprobenergebnis ist. Ein addqua-
ter Merkmalraum fiir die beiden Versuche zusammen ist also das , kartesische
Produkt*

Qx Q= {(w1,wr), (w1,w2),..., (Wn,wn)}.

Gelten fiir die erste und zweite Ziehung jeweils dieselben Wahrscheinlichkeiten,
so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal beim ersten Versuch das Ereignis A
und beim zweiten Versuch das Ereignis B eintritt, gegeben durch das Produkt
p(A) - p(B). Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit fir das Merkmal (wg,w;)
gegeben durch py-p;. Das sehen wir so ein: Ist beispielsweise p(A) = %, p(B) = %,
so wird in drei Viertel aller Félle zuerst das Ereignis A eintreten, und in zwei

Drittel dieser Falle, also in % . % aller Falle anschlielend das Ereignis B.

Voraussetzung ist, wie gesagt, dafl beim zweiten Versuch wieder dieselben Wahr-
scheinlichkeiten gelten wie beim ersten. Im Beispiel 5.3 (zweimaliges Ziehen aus
einem Kartenspiel ohne Zuriickstecken) ist dies nicht der Fall.

Machen wir unter immer gleichen Bedingungen n Stichproben hintereinander,
so multiplizieren sich die Wahrscheinlichkeiten entsprechend: Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daf8 in der ersten Stichprobe das Ereignis A1, in der zweiten das
Ereignis Aa, ..., in der n—ten Stichprobe das Ereignis A, auftritt, ist

p(A1)p(Az2) ---p(Ay).

7.5 Ein Problem des Chevalier de Méré

Anstof3 zur systematischen Untersuchung von Wahrscheinlichkeiten gab 1654
eine Anfrage des Gliicksspielers und Mathematikdilettanten de MERE bei Blaise
PascAL. Er und seine adligen Mitspieler hatten die Erfahrung gemacht, daf es
sich auf Dauer lohnt, bei viermaligem Wiirfeln darauf zu wetten, dafl mindestens
einmal die Sechs auftritt. Kein Wunder! Die Wahrscheinlichkeit, bei vier Wiirfen
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nicht ein einziges Mal die Sechs zu erzielen, ist nach dem Multiplikationssatz

(3)" ~ 0.482.

DE MERE dachte sich daraufhin folgende Wette aus: ,, Wetten, dafl bei 24 Wiirfen
mit zwei Wiirfeln mindestens ein Sechserpasch (—paar) auftritt?“. Er hatte sich
das so zurechtgelegt: Die Wahrscheinlichkeit (,facilité*), nach der Sechs noch-
mal eine Sechs zu wiirfeln, ist sechsmal kleiner als die Wahrscheinlichkeit der
Sechs. Also mufl man sechsmal soviele Wiirfe ansetzen wie bei der Viererwette,
um dieselben Chancen zu haben. Die Mitspieler durchschauten den schlauen
Plan nicht und wetteten eifrig dagegen, dies umso lieber, als sie mit schoner
RegelmaBigkeit dabei gewannen. De MERE konnte sich das Scheitern seiner Hy-
pothese nicht erkldren. Er dachte auch iiber folgende Frage nach: Angenommen,
den Einsatz erhalt, wer als erster n Partien gewonnen hat. Wie ist der Einsatz
bei Abbruch des Spiels nach m Partien gerecht aufzuteilen? Mit dem Briefwech-
sel zwischen PASCAL und FERMAT iiber die letzte Frage begann die Theorie der
Gliicksspiele, d.h. der sich aus Symmetrieannahmen mit Hilfe der Kombinatorik
(s.u.) ergebenden Folgerungen. Das Verhéltnis zwischen Wahrscheinlichkeitsan-
nahmen und beobachteter Haufigkeit (Gesetz der grofien Zahl) und die sich
daraus ergebenden Anwendungsmoglichkeiten auf andere Problemfelder unter-
suchte Jakob BERNOULLI in seiner 1713 erschienenen Ars conjectandi (Kunst
des Vermutens).

Zeigen Sie, dafl die Wahrscheinlichkeit, gegen DE MERE zu gewinnen, anné-
hernd 0.5086 betrégt.

8 Kombinatorische Grundformeln (Teil I)

8.1 Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraume

Haben alle Elementarereignisse {wr} von @ = {wi1,...,wn} dieselbe Wahr-
scheinlichkeit, so muf} diese % betragen (E Pe = 1).

Ist n(A) die Elementezahl von A, so ist p(A4) = n%&). In vielen Lehrbiichern
findet man die Formulierung

Zahl der (fir A) giinstigen Falle
p(A) = (fiir A) glinstig

Zahl aller moglichen Fille

In solchen , Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraumen“ lduft daher die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung auf das Auszahlen von Realisierungsmoglichkeiten hin-
aus, die sogenannte Kombinatorik.

(Pierre Simon LAPLACE verdffentlichte 1812 die Théorie analytique des proba-
bilités und 1814 seinen Essay philosophique des probabilités.)
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8.2 Permutationen

Wie wahrscheinlich ist es, dafl ein Kartenspiel von 32 Karten nach griindlichem
Mischen zuféllig nach Farben und Werten geordnet ist? (,Nach griindlichem
Mischen“ soll heiflien, dal jede denkbare Anordnung als gleich wahrscheinlich
angesehen werden kann.) Dies fiithrt uns auf die

Erste Grundaufgabe

Auf wieviele Arten lassen sich die Elemente einer Menge Q = {w1,...,wn}
anordnen, d.h. als geordnetes n—tupel

(WnysWno,y- -« wWny ) Schreiben?

Offenbar geniigt es, statt der wi,...,wn ihre Nummern 1,..., N zu betrachten.

Wir fragen also: Wieviele Méglichkeiten gibt es, die Zahlen des Abschnitts
Ay ={1,...,N}
als geordnetes N—tupel (ni,nz,...,nn) aufzuschreiben, wobei jede der Zahlen

1,..., N in dem N—tupel genau einmal vorkommt?

Jede solche Anordnung bestimmt eine bijektive Abbildung f : Ax — Aw,
namlich f : k +— ng (kK € An). Ist umgekehrt f : Ay — An bijektiv, so
bestimmt f eine Anordnung von Ay, namlich (f(1), f(2),..., f(IV)).

Wir kénnen also die erste Grundaufgabe auch so formulieren:

Wieviele bijektive Abbildungen f : An — An gibt es?

Oder noch allgemeiner: Sind Q = {w1,...,wn}und M = {ma,...,mn} zwei N—
elementige Mengen, so fragen wir nach der Anzahl der bijektiven Abbildungen

g :  — M. Denn jede bijektive Abbildung g : Q@ — M erhélt man, indem
man die Nummern aufeinander abbildet.

Die gesuchte Anzahl bezeichnen wir mit P(N). Dann ist P(1) = 1. Wir wollen
jetzt zeigen: P(n + 1) = (n + 1)P(n). Begriindung: Jede bijektive Abbildung
f : Ant1 — Anii kann folgendermaflen festgelegt werden:

(a) Angabe von f(n + 1). Dazu gibt es n + 1 Moglichkeiten.

(b) Angabe einer bijektiven Abbildung von A, nach A,11\ {f(n+1)}.

Da beide Mengen n—elementig sind, ist dies auf P(n) Arten moglich. Aus der

Formel P(1) =1, P(n+1) = (n+ 1)P(n) folgt sukzessive
P(2)=2,P(3)=3-P(2)=3-2=6,...,P(N)=N(N—1)---2-1= N!.

Fiir eine bijektive Abbildung f : M — M einer beliebigen nichtleeren Menge
M auf sich wird auch das Wort Permutation (im Sinne von Umordnung)
verwendet.

Die Anzahl der Permutationen einer N —elementigen Menge betrdigt N!
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8.3 Geordnete Stichproben mit Zuriicklegen
Zweite Grundaufgabe

(a) In einer Urne befinden sich k numerierte Lose L1, ..., L. Wir wiederholen
n—mal folgenden Vorgang: Mischen, Ziehen, die gezogene Nummer notieren, das
Los zuriicklegen. Das Ergebnis ist ein geordnetes n—tupel (ki1,...,kn). Gesucht
ist die Anzahl F'(n, k) aller solchen n—Stichproben.

(b) Mit anderen Worten:
Gesucht ist die Anzahl aller Abbildungen f : A, — Aj (allgemeiner: einer
n—elementigen Menge in eine k—elementige).

(¢) Auf wieviele Arten lassen sich n unterscheidbare Kugeln K, ..., K, auf k
Urnen Uy, ..., Uy verteilen?

Die gesuchte Anzahl ist in allen drei Fillen
F(n,k)=k".

BEWEIS.

Das Problem (c) fithren wir so auf das Problem (b) zuriick: Wir ordnen je-
der Zahl m € {1,...,n} die Nummer derjenigen Urne zu, in welche die Ku-
gel K, gelegt wurde. Wir haben also nur die Aufgabe (b) zu 16sen. Offenbar
ist F(1,k) = k. Ferner ist F(n + 1,k) = k- F(n,k), denn jede Abbildung
f: Any1 — Ay erhalten wir so: Wir legen f(n + 1) fest (k Moglichkeiten) und
haben dann noch A, irgendwie in Ay abzubilden (F'(n, k) Moglichkeiten). Aus
F(Lk) =1, F(2,k) = k- F(1,k) = k2, ..., F(n+ 1,k) = kF(n,k), ... folgt
durch Induktion nach n die Behauptung. o

8.4 Anzahl der Teilmengen von N—elementigen Mengen
Die Anzahl der Teilmengen einer N —elementigen Menge betragt 27 .

BEWEIS.
Ist Q ={w1,...,wn} und A C Q, so betrachten wir die Abbildung

1 falls w, € A
fa: Av={1,...,N} — {0,1}, fA(n)_{() sonst.

fo ist die Nullfunktion und fo die konstante Funktion Eins. Jede Abbildung
f: An — {0,1} bestimmt umgekehrt eine Teilmenge B von € durch

wn € B<= f(n)=1.

Nach 8.3 ist die Anzahl der Abbildungen f: An — {0,1} gegeben durch 2~ . D
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8.5 Partitionen

Dritte Grundaufgabe. N unterscheidbare Kugeln Ki,...,Kn sollen auf r
Urnen U, ...,U, so verteilt werden, dafS sich N1 Kugeln in Ui, ..., N, Kugeln
in U, befinden. Auf wieviele Arten ist das moglich?

Wir machen uns die Losung des Problems fiir r = 2 klar; der allgemeine Fall
lauft ganz analog. Es geniigt auch hier wieder die Nummern der Kugeln statt der
Kugeln selbst zu betrachten. Die Urnen U; und Us stellen wir uns modellhaft
so vor: Wir teilen die Strecke von 0 bis N in N Késtchen:

1 Ni N1 +1 Ni + Na

U1 U2

U1 besteht aus den ersten N; Késtchen, Uz aus den folgenden No Késtchen.
Eine Urnenbelegung im Sinne der dritten Grundaufgabe denken wir uns so
hergestellt, da} wir die Nummern 1,..., N irgendwie auf die N Késtchen ver-
teilen. Diese N! Permutationen von Ay ergeben aber nicht lauter verschiedene
Urnenbelegungen im Sinne der Grundaufgabe, vielmehr fallen alle diejenigen
zusammen, die durch Permutationen innerhalb U; und innerhalb Us auseinan-
der hervorgehen. Jede der gesuchten Urnenbelegungen tritt also unter den N!

Permutation Ni!- Nal-mal auf, ihre Anzahl ist demnach ﬁll\b'

Die Verallgemeinerung fiir 7 Urnen liegt auf der Hand. Wir notieren das

ERGEBNIS. Es gibt

N!
NiINo!.. . N;!

Médglichkeiten, N unterscheidbare Kugeln auf r Urnen so zu verteilen, daf8 die
k-te Urne Ny Kugeln enthdlt. (Man beachte 0! = 1).

FEine verwandte Aufgabenstellung:

Gegeben r Schreibsymbole (,, Buchstaben®) b1, ..., b,.. Wieviele Worte der Linge
N lassen sich bilden, die genau Ni-mal den ,Buchstaben“ b1, N2—-mal den
»Buchstaben® ba, ..., |NT7mal den ,Buchstaben® b, enthalten? Die gesuchte

) . At
Anzahl ist wieder NN

BEGRUNDUNG: Wir bilden r Topfchen Uy, ..., U,. Ist irgendein Wort der Lange
N vorgelegt, so erhélt jeder darin vorkommende Buchstabe seine Platzziffer.
Diese Platzziffer kommt ins Topfchen Uy, wenn an der betreffenden Stelle der
Buchstabe by, steht.
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8.6 Die Boltzmann—Statistik ist das einfachste Erklarungsmodell der stati-
stischen Thermodynamik. Sie vermag das Verhalten idealer Gase bei relativ ho-
hen Temperaturen einigermaflen zutreffend wiederzugeben. Hierbei denkt man
sich N unterscheidbare Teilchen K1, ..., Kn, die auf » Energieniveaus €1, ...,&,
zu verteilen sind. Ein moglicher Zustand des Gases ist gegeben durch eine Ver-
teilung:

Ni Teilchen auf dem Energieniveau &1

(2) :
N, Teilchen auf dem Energieniveau e, .

Wie wir gesehen haben, 148t sich ein solcher Zustand auf W(Z) = M‘L'Nr‘

Arten realisieren.
Die Boltzmann—Statistik geht von folgenden Grundannahmen aus:

Gegeben seien die Teilchenzahl N, die Gesamtenergie U und die Energieniveaus
€1,...,€r. Von allen Zustidnden Z mit

() D> Ne=N, > exNe=U
k=1 k=1
nimmt das System denjenigen an, fiir den W (Z) maximal wird. Dies ist so zu ver-
stehen: Durch die Forderung W (Z) = Maximum unter den Nebenbedingungen
(*) ist ein Zustand Zo ausgezeichnet. Dieser wird fiir 24 Teilchen im folgenden
bestimmt; fiir grofle Teilchenzahlen geschieht die Berechnung in §22:6.4.

Der Zustand Zo ist unter allen Zustédnden mit (x) der wahrscheinlichste. Natiir-
lich mufl das Wahrscheinlichste nicht immer eintreten; hier verhélt es sich aber
so, dal der Zustand Zp und seine Nachbarzustinde einerseits zusammen prak-
tisch Wahrscheinlichkeit Eins haben, andererseits makroskopisch nicht unter-
scheidbar sind. So wird — abgesehen von mikroskopischen Schwankungen — prak-
tisch immer der Zustand Zy beobachtet.

Das zeichnet sich schon an einfachen o
Zahlenbeispielen ab: Ni | N2 | Ns | W/10 p

0| 22 2 ~0 ~
BEISPIEL 1: 24 Teilchen, Energienive- 1 20 3 ~0 ~
aus €1 = 1, g2 = 2, e3 = 3, Gesamt- 2| 18 4 ~0 ~
energie 50. 3| 16 5 | 0.004 0.002
In der Tabelle sind die 12 moglichen g };l g 8(2)11}1 88;;
Zustande Z, die Werte W (Z) auf drei 61 10 8 | 0.589 0.938
Stellen und die Wahrscheinlichkeit p, 7 ] 9 | 0.841 0.340
bezogen auf die 12 méglichen Zusténde, 3 61 10| 0.589 0.938
eingetragen. Die drei benachbarten 9 41 111 0178 0.072
Zustande (6,10,8), (7,8,9) und (8,6,10) 10 2| 12 | 0.018 0.007
haben zusammen die Wahrscheinlich- 11 ol 13 ~ ~

keit 0.816.
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BEISPIEL 2: Machen Sie eine entsprechende Tabelle fiir 24 Teilchen mit Ge-
samtenergie 55, verteilt auf die Energieniveaus 1, 2, 4. Von den sieben moglichen
Zustanden haben zwei zusammen die Wahrscheinlichkeit 0.83.

9 Binomialkoeffizienten und Binomialverteilung

9.1 Worte der Lange n aus Nullen und Einsen

Die Anzahl der Worte (,,strings“) der Lange n, aus genau k Einsen und n — k
Nullen betragt

n!

kl(n — k)!
(Das ist ein Spezialfall von 8.5. Wir beachten wieder, daf§ 0! = 1).

9.2 Binomialkoeffizienten und Pascal-Dreieck

(a) Firn € Rund k € {0,1,2,...} definieren wir den Binomialkoeffizienten

(Z) = n(n - l)lc'(n_ k1) (lies: n tiber k).

Es gilt fiir alle n € R und alle k € IN
n+1\ n n
( k )’(k—1)+(k)'
1 (i
BEISPIEL: (;)_M_—l.

2 8
(b) Fir nattrliche Zahlen n und & =0,1,2,...,n ist

eine natiirliche Zahl (vgl. 9.1). Man erhélt diese Binomialzahlen sukzessive aus
dem untenstehenden Schema (Pascal-Dreieck):
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und so fort — nach dem Bildungsgesetz (n;: 1) = (ki 1) + (Z) .

9.3 Der binomische Lehrsatz

n

Fiir reelle Zahlen a,b und n € N ist (a+b)" = (Z)akbnfk .
k=0
BEWEIS durch Induktion: a

Wir wollen diese Formel kombinatorisch begriinden. Beim Ausmultiplizieren der
linken Seite entstehen, wenn man nicht von der Kommutativitat der Multipli-
kation Gebrauch macht, Worte der Lange n aus den Buchstaben a und b:

(a+b)(a+b) =aa+ ab+ ba + bb,
(a+b)*(a + b) = aaa + aba + baa + bba + aab + abb + bab + bbb.

Beim Ausmultiplizieren von (a+b)" kommen offenbar alle 2™ Worte der Lénge n
aus den Buchstaben a,b vor. (2" ist die Zahl der Abbildungen f : A, — {a,b}).
Durch die Kommutativitdt der Multiplikation fallen alle (Z) Worte der Lange
n zusammen, die k—mal den Buchstaben a enthalten.

9.4 Binomialverteilung
Ein Ja/Nein—Experiment, dessen Ergebnis

,Effekt tritt ein® (markiert durch die Ziffer 1)
,Effekt tritt nicht ein“ (markiert durch die Ziffer 0)

vom Zufall abhéngt, wird n—mal wiederholt, wobei jedesmal die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB der Effekt eintritt, gleich p ist (0 < p < 1, Erfolgswahrscheinlich-
keit); die Miferfolgswahrscheinlichkeit (Effekt tritt nicht ein) ist dann jedesmal
g=1-p.

BEISPIELE.

(a) n—maliger Miinzwurf (0 fir Wappen, 1 fiir Zahl, p = ¢ = %)

(b) Werfen mit einem idealen Wiirfel, wobei nur das Werfen einer Sechs als

Erfolg gewertet wird (p = %, q= %)

Das Ergebnis der n—Serie wird durch ein Wort der Lange n notiert, bestehend
aus Nullen und Einsen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir irgend ein Wort der Lange n aus k Einsen und n — k
Nullen ist p* - ¢" 7% (Produktsatz 7.4). Es gibt (Z) solche Worte, das sind (Z)
disjunkte Ereignisse.

Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir k Erfolge bei n Versuchen (Z)pkqn_k.
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Nehmen wir als Merkmal die Anzahl der Erfolge, also 2 = {0,1,...,n} und

Pr = (n) pkqnfk, so erhalten wir einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum,

k
denn es ist
_ n k n—k __ n __ qn __
Zpku(k)pq =(+tg"=1"=1.
k=1 k=0

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 die Zahl der Erfolge in irgend eine Menge A
fallt, ist

k€A

9.5 Beispiel. Beim 12-maligen Werfen mit einer idealen Miinze erwarten wir
,im Schnitt“ 6-mal das Ergebnis 1 (Zahl) und 6-mal das Ergebnis 0 (Wappen).
Was heifit das eigentlich? Das heifit sicher nicht, dafl das Ergebnis: ,,Genau
6-—mal die 1, 6-mal die 0* sehr wahrscheinlich ist. In der Tat ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir nur

12 1\6 /1\6
(5)(3) (3) =oas.
Vielmehr ist gemeint: Die Wahrscheinlichkeit, dafl die Zahl der Erfolge nahe bei

6 liegt, ist sehr grof.

Priifen wir das nach! Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung von maximal
2 vom erwarteten Wert 6 betragt (mit p = ¢ = %)

8

pssaon= 3 (2) 6 ()" - ()" 5 () =vse

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung von héchtens 3 vom Mittelwert 6
betragt

0.854 + (%)12((132> + (192>) = O.854+2(%)12(132> ~ 0.96 .

9.6* Ein Test zur Widerlegung einer Hypothese

Beim Abflul von Wasser aus einem kreisrunden Becken, dessen AbfluBBoffnung
ebenfalls kreisrund ist und genau in der Mitte sitzt, bildet sich erfahrungsgemaf
ein Wirbel aus, und es scheint, als ob der Uhrzeigersinn (,,1¢) vor dem Gegen-
uhrzeigersinn (,0“) bevorzugt ist. Wir wollen diese Frage experimentell klaren.

Zwei Hypothesen sind gegeneinander abzuwéagen:

Nullhypothese Hy: Beide Drehsinne sind gleichwahrscheinlich (p = ¢ = %)
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Gegenhypothese H;: Die Nullhypothese ist falsch.

Die Durchfiihrung eines Experimentes kénnen wir als Miinzwurf deuten. Hp be-
deutet dann die Annahme einer idealen Miinze.

(a) Entwerfen des Tests. Wir planen 20 Versuche und nehmen uns vor, Ho
zu verwerfen, wenn die Zahl X der Erfolge vom erwarteten Wert 10 um mehr
als 6 abweicht. Der ,, Ablehnungsbereich“ ist also

A =1{0,1,2,3,17,18,19, 20}

(b) Die Beurteilung des Testverfahrens geschieht durch Angabe der Irr-
tumswahrscheinlichkeit «, das ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl Ho zwar
richtig ist, aber das Ergebnis zuféllig in den Ablehnungsbereich fallt und wir da-
her die Hypothese Hy zu Unrecht verwerfen.

Diese ist gegeben durch
20\ /1\* /1\20-* 1\2° 20
=3 ()G G =G X))
k€A k€A
Wi 20\ _ [ 20 . . . ]
egen | ) = ( 4)_ ) vereinfacht sich dieser Ausdruck:

v = () 2((5)+ ()= (3)+ (%))

1420 + 190 + 114
-t 0+2120+ 0 ~ 0.0026.

(¢) Wie verhalten wir uns, wenn 16 Erfolge und 4 MiBerfolge eintreten ? Nach
unserer Testvereinbarung gilt Ho nicht als widerlegt. Damit ist Ho natiirlich
noch nicht bewiesen, im Gegenteil: Das Ergebnis spricht immer noch stark ge-
gen Hy. Sollten wir nicht vielleicht doch die Félle £ = 16 und k = 4 in unseren
Ablehnungsbereich aufnehmen ? Damit steigen doch auch unsere Chancen, Ho
verwerfen zu diirfen, was wir ja eigentlich wollten. Allerdings nimmt auch die
Irrtumswahrscheinlichkeit zu! Beurteilen wir den Ablehnungsbereich

A'=1{0,1,2,3,4,16,17,18,19,20} = AU {4, 16},
so ergibt sich hier die Irrtumswahrscheinlichkeit

20

of =p(A') =p(4) +2(1)” ( 4 ) =a+4845-27" ~ 0.012.

Waihlen wir gar den Ablehnungsbereich
A" =10,1,2,3,4,5,15,16,17, 18,19, 20}, so erhalten wir

o' =o'+ (3)7 (%) = o + 15504271 ~ 0.041
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Man sagt: ,,Das Signifikanzniveau (:= 100 - Irrtumswahrscheinlichkeit) liegt fiir
die erste Testvorschrift bei 0.26%, fiir die zweite bei 1.2% und fiir die dritte
bei 4.1%“.

Im medizinischen Bereich wiirde letzteres noch toleriert, im naturwissenschaft-
lichen Bereich ist das 0.3%-Niveau iiblich (Irrtum in 0.3% aller Félle).

(d) Kann man die Nullhypothese Ho auch experimentell beweisen ¢
Kommen wir nochmals auf Pearsons Experiment 5.1 zuriick. Bei 24000 Miinz-

wiirfen ergab sich 12012—mal die Zahl. Ist das ein ,, Beweis* fiir p = % oder nicht

eher ein ,Beweis* fiir p = $2912 = .50057

(e) Entwerfen Sie einen Test auf dem 0.3% Niveau fiir eine Versuchsreihe
von 36 Miinzwiirfen zur Widerlegung der Idealitdtsannahme p = %

(f) Mit groBen Versuchszahlen wird die hier geschilderte Berechnungsmetho-
de fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit immer mithsamer. Eine brauchbare Ap-
proximation liefert der Grenzwertsatz von de Moivre—Laplace [FREUDENTHAL
S. 60-67]: Sei X, die Anzahl der Erfolge bei n—maliger Wiederholung eines
Ja/Nein—Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p,

X = np der sogenannte Erwartungswert fir X,
und

o= m die sogenannte Streuung von X, .
Dann strebt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3

X — X| > ko
ausfallt, fiir wachsendes n gegen

1,2

1 xT
2®(—k), wobei ®(z) = — e 2" dt.
(k) @ ==/
Aus der nebenstehenden Tabelle 148t k o =29(—k)
sich zu vorgegebener Irrtumswahr- 1 0.317
scheinlichkeit o der Ablehnungsbereich 1.5 0.134
2 0.045
A={m | m—np| > ko} 25 | 0.012
fiir die Hypothese ,,Die Erfolgswahr- 2.58 | 0.01
scheinlichkeit ist p“ bei groflem n ab- 3 0.0027
lesen. 4 0.000064

Fir n = 100, p = % wird beispielsweise X = 50, o = 5. Bei vorgegebener

Irrtumswahrscheinlichkeit o« = 0.01 hat man & = 2.58 zu wahlen und erhalt
mit k- o &~ 12.9 den Ablehnungsbereich
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A=1{0,1,...,37} U {63,64,...,100} .

Im naturwissenschaftlichen Bereich gilt die 30-Regel: Als Ablehnungsbereich
wéhle man A = {m | |m —np| > 30} (0.27 %—Niveau).

9.7 Mehr iiber elementare Wahrscheinlichkeit (wie Erwartungswert und
Streuung diskreter Verteilungen, schwaches Gesetz der groflien Zahl, Verteilun-
gen mit Dichten u.a.) finden Sie in Bd. 2, § 19. Die ersten Abschnitte dort setzen
nur die Kenntnis unendlicher Reihen und etwas Integralrechnung voraus.

10* Kombinatorische Grundformeln (Teil IT)

10.1 Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Vierte Grundaufgabe. In einer Urne befinden sich n unterscheidbare Kugeln
(Nr. 1 bis Nr. n). Wir ziehen der Reihe nach k& Kugeln, ohne sie zuriickzulegen
und notieren die gezogenen Nummern in ihrer Reihenfolge.

Das Ziechungsergebnis ist ein geordnetes k—tupel (ni, na,...,nk), wobei n; # ny
fiir ¢ # k. Gefragt ist nach der Anzahl solcher n—tupel.

Andere Formulierung: Gesucht ist die Anzahl der injektiven Abbildungen einer
k—elementigen Menge in eine n—elementige (z.B. von {1,...,k} in {1,...,n}).
Diese Anzahl betragt

n!

(n—Fk)!"

(Hat man eine Kugel ausgewahlt, und das geht auf n Arten, so bleiben fiir die
zweite Ziehung nur (n — 1) Kugeln usw.)

n-m—1)---(n—k+1) =

BEMERKUNG. Interessiert man sich nicht fiir die Reihenfolge, sondern nur fiir
die gezogenen Nummern, so geschieht die angemessene Notierung des Ziehungs-
ergebnisses durch das Merkmal

{n1,...,nr} = Menge der gezogenen Nummern.

Die Zahl solcher ungeordneten Stichproben ohne Zuriicklegen betrdgt (:) (Ord-

ne jeder Kugel die Zahl 1 zu, falls sie gezogen wurde und die Zahl 0, falls nicht).

10.2 Geburtstagsproblem

Geben Sie eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl im Jahre 1987 von
n Zwanzigjahrigen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben (Wir
setzen voraus, dafl jeder Geburtstag gleich wahrscheinlich ist). Werten Sie die
Formel mit Hilfe des Taschenrechners fiir n = 22, 23 und 30 aus.
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10.3 Ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Fiinfte Grundaufgabe. Im Zusammenhang mit der Bose-Einstein—Statistik
(z.B. fiir Photonengase) erhebt sich folgende Frage:

Auf wieviele Arten lassen sich N ununterscheidbare Kugeln in k£ Urnen (Ener-
gientveaus) Ui, ..., Uy unterbringen?

Andere Variante desselben Problems:
Wieviele N —Stichproben mit Zuriicklegen ohne Berticksichtigung der Reihenfolge
lassen sich aus einer k—elementigen Menge entnehmen?

Das heifit Ziehen, Nummer notieren, Zuriicklegen, Mischen; und das Ganze N—
mal, wobei als Ziehungsergebnis nur die Menge {ni,...,nny} der gezogenen
Nummern interessiert.

Das Ergebnis lautet in beiden Fallen (N th- 1) .

N
BEWEIS.

(a) Aquivalenz der beiden Aufgabenstellungen. Haben wir die N Kugeln in den
Urnen Uy, . .., Uy untergebracht, so 1483t sich die Verteilung so beschreiben: Jede
Urne wird so oft aufgefiithrt, wie es der Anzahl der in ihr enthaltenen Kugeln
entspricht; die einzelnen Notierungen werden durch einen senkrechten Strich
getrennt.

Zahlenbeispiel: U; enthalte zwei, Uz drei Kugeln, Us keine und Uy vier Kugeln.
Wir notieren die Belegung dann so:

Ur Uy |Us U Uz | |Us Us Uy Uy
Noch kiirzer und genauso informativ ist die Notierung
11[222]]4444.

Unsere N—Stichproben notieren wir so: Jede Kugel-Nummer wird so oft auf-
gefiihrt, wie sie gezogen wurde, dazwischen eine senkrechte Linie. Also sind
beide Aufgabenstellungen auf dieselbe Protokollierung zuriickgefiihrt.

(b) Genauso aussagekriftig wie das Schema
11]222]...1k...k

ist das Schema
00]000]...]0...0

mit N Nullen und k—1 Strichen. Die Anzahl solcher Worter der Lange N +k—1

ist nach 9.1 gegeben durch (N tk- l) . O

N



Kapitel 11

Vektorrechnung im IR"

§ 5 Vektorrechnung im IR2, komplexe Zahlen

1 Vektorielle Grofien in der Physik

Skalare Groflen wie Zeit, Masse, Energie und Temperatur werden in der Physik
durch eine Mafzahl und eine MaBeinheit (Dimension) angegeben: 1.4 sec, 13 kg,
10 Joule, —15° C usw. In der mathematischen Physik gehen wir von festgelegten
Mafleinheiten aus und beschreiben skalare Groflen nur durch Zahlen: ¢t = 1.4,
m =13, E =10, T = —15 usw.

Andere physikalische Groflen wie etwa Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung,
Drehimpuls usw. sind durch eine Richtung und einen Betrag gegeben; letzterer
ist wieder eine skalare Grofle. Wir veranschaulichen solche wvektorielle oder ge-
richtete Grofien durch einen Pfeil, dessen Lange den Betrag der betreffenden
Grofle angibt.

Das k—fache einer Kraft wird durch
einen Pfeil gleicher Richtung, aber k—
facher Lange veranschaulicht, die Ge-
genkraft durch einen Pfeil gleicher
Lénge, aber entgegengesetzter Rich-
tung.

Greifen zwei Kréafte El, EQ in einem Punkt
P an, so bewirken sie insgesamt das-
selbe wie eine einzige in P angreifende
Kraft. Diese resultierende Kraft Eres ergibt sich geometrisch durch die skizzierte
Parallelogrammkonstruktion. Umgekehrt lassen sich Kréfte nach diesem Prin-
zip in Komponenten vorgegebener Richtungen zerlegen. Entsprechendes gilt fiir
andere vektorielle Grofien.

2 Vektoren in der ebenen Geometrie

2.1 Die euklidische Ebene

Wir appellieren im folgenden héufig an die geometrische Anschauung. Dabei
wollen wir die Begriffe der ebenen euklidischen Geometrie wie Gerade, Parallele,
Strecke, Winkel, Abstand und Flécheninhalt nicht n&her erlautern, sondern von
der Schule her als geldufig voraussetzen; dasselbe gilt fiir elementare Lehrsatze
wie die Strahlensétze, Sétze tiber dhnliche und kongruente Dreiecke, Satz von
Pythagoras u.a. Zu Grundlagenfragen siehe 2.3.
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2.2 Translationen und Vektoren

101

Eine Translation (Parallelverschiebung) in der euklidischen Ebene E ist eine

Abbildung
v:E—F,

welche grob gesagt, jeden Punkt in ei-
ne feste Richtung um eine feste Strecke
verschiebt. Sie ist dadurch gekenn-
zeichnet, dafl die vier Punkte P, Q,
v(Q), v(P) jeweils ein Parallelogramm
bilden (Figur). Eine Translation ist
vollstdndig beschrieben durch Angabe
eines Punktes P und seines Bildpunk-
tes P' = v(P).

Wir veranschaulichen die Translation durch den ,, Translationsvektor® oder Ver-

—
schiebepfeil © = PP’. Statt zu sagen ,,Die Translation v fithrt P in P’ iiber*
sagen wir ,,Der Vektor ¥ fithrt P in P’ iiber“ oder ,, P’ entsteht aus P durch

Anwendung von ¥ oder auch ,, P’ ent-
steht aus P durch Antragen von o “.

Die Hintereinanderausfiihrung w o v
zweier Translationen v und w ist wie-
der eine Translation; der zugehori-
ge Translationsvektor ergibt sich nach
der Parallelogrammkonstruktion (siehe
Kréfteparallelogramm). Wir bezeich-
nen diesen mit v + w. Aus der Figur
entnehmen wir

w

w(P)

wov = vow,; esistalso W+7=v+.

Die identische Abbildung, welche jeden Punkt fest 148t, rechnen wir auch zu
den Translationen; ihren Translationsvektor bezeichnen wir mit 0 (Nullvektor;
hier macht es keinen Sinn, von einer Richtung zu sprechen). Translationen sind
umkehrbar; den Translationsvektor der Umkehrabbildung v~* von v bezeichnen
wir mit —@. Es ist also @ + (—@) = 0. Der Vektor —# hat also dieselbe Linge
wie U, aber entgegengesetzte Richtung, falls ¢ nicht der Nullvektor ist.

Den Vektor ¥ + ¥ bezeichnen wir mit 2 - 7; er hat (fiir ¥ # 6) dieselbe Richtung

wie ¥, aber doppelte Lénge. Entsprechend soll

3.0 =2 0+0=0+2-7

sein, und n - ¥ entspricht der n—maligen Ausfiilhrung der Translation v.
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In der Figur ist der Vektor % - U kon-

struiert; nach Konstruktion ist

1
3-(37) =7

Entsprechend ist % - ¥ definiert fiir
m € IN.

Setzen wir

so hat dieser Vektor dieselbe Richtung
wie ¥, aber -*—fache Lénge.

Seien P, P’ zwei verschiedene Punkte

und ¥ = 15‘15; ihr Verbindungsvektor. pr Y
Tragen wir in P alle Vielfachen = - 7, P’

7% -7 an, dann liegen die so entstehen- P

den Punkte auf der Geraden g durch P

und P’. g enthilt noch weitere Punkte, z.B. den in der Figur konstruierten
Punkt P”; wir bezeichnen P—P/} mit /2 - 7.

Allgemein verstehen wir fiir ¢ € R>¢ unter ¢ - ¢ einen Vektor gleicher Richtung
wie ¥, aber c—facher Léange; (—c) - ¥ soll der Gegenvektor —(c - ¥) sein. Ferner
setzen wir 0 -7 = 0. Damit erreichen wir, daB jeder reellen Zahl ¢ ein Punkt auf
g entspricht, ndmlich der aus P durch
Antragen von t - ¥ entstandene. Wir ge-

hen davon aus, daf§ umgekehrt jedem g
Punkt @ € g eindeutig ein Parameter-

wert t € R entspricht mit PQ = ¢ - 7. P 2
Bei dieser Parametrisierung von g ent- 0 1

sprechen sich die Punkte von g und die -1

reellen Zahlen in eindeutiger Weise.

2.3 Historische Anmerkungen, Grundlagenfragen

Die Geometrie ist einer der Grundpfeiler der Mathematik. Wie steht es aber mit
den Grundlagen der Geometrie ? Gibt es — wie bei den reellen Zahlen — einige
wenige Grundannahmen (Axiome), aus denen sich alles Wesentliche ableiten
1aBt und die in ihren Konsequenzen nicht auf Widerspriiche fiithren ?

Die erste uns iiberlieferte Systematik der gesamten Geometrie gab EUKLID von
Alexandrien (ca. 300 v. Chr.). Seine Elemente gehorten bis in die Neuzeit zum
festen und sichersten Bestand der Mathematik. Noch zu EULERs Zeiten wurden
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die reinen Mathematiker Geometer genannt. Das Werk EUKLIDs gab in den fol-
genden zwei Jahrtausenden Anlafl zu einer Fiille von Diskussionen iiber Fragen
mathematischer, semantischer und philosophischer Art, dazu einige Beispiele:

e Was ist eigentlich Geometrie und was sind ihre Gegenstinde? (Die ersten
beiden ,,Definitionen® von EUKLID lauten: ,,Ein Punkt ist, was keine Teile hat,
eine Linie (ist) breitenlose Lange®).

e Hat EUKLID stillschweigend von bestimmten Grundannahmen Gebrauch ge-
macht, ohne sie zu benennen ?

e Folgt aus den Grundpostulaten der

euklidischen Geometrie das berithm-

te ,,Parallelenaxiom“? Dieses Postu-

lat besagt: Ist in der Figur der Win-

kel o + B kleiner als zwei Rechte, so g h
schneiden sich g und h. Es verlangt al-

so, daf} es zu g hochstens eine Paralle-

le durch @ gibt, ndmlich die Gerade g o B

mit 5 = 2 Rechte — a. Daraus folgt der P[ \Q

Satz iber Wechselwinkel bei Parallelen
und damit auch, dafl die Winkelsumme
beim Dreieck zwei Rechte betragt.

e Ist die geometrische Struktur des

physikalischen Raumes eine euklidi- o
sche 7 Gilt beispielsweise der Satz iiber NS
die Winkelsumme auch fiir astrono-

mische Dreiecke? Ist gar, wie KANT

meint, die euklidische Geometrie denk-

notwendig ? 0 fe]
Eine strenge axiomatische Begriindung
der euklidischen Geometrie wurde erst-
mals 1899 von David HILBERT gegeben
[HILBERT].

HILBERT zeigte, daf sein Axiomensystem keine iiberfliissigen Axiome enthalt,
dafl es alle wesentlichen Aspekte der euklidischen Geometrie umfafit, und er
fiihrte dessen Widerspruchsfreiheit auf die der reellen Zahlen zuriick.

Zuvor war schon die Frage des Parallelenaxioms entschieden worden. Zu Beginn
des 19. Jahrhunderts entdeckten Carl Friedrich GAuss, Janos BOLYAI und Ni-
kolai Iwanowitsch LOBATSCHEWSKI nichteuklidische Geometrien, in denen das
Parallelenaxiom verletzt ist und die nicht weniger in sich begriindet sind als die
euklidische Geometrie. 1871 gab Felix KLEIN ein einfaches Modell einer nicht-
euklidischen Geometrie auf der Basis der euklidischen an.
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Die Relativitatstheorie hat der Diskussion iiber Geometrien gekriimmter Rau-
me, wie sie von GAUSS und RIEMANN begonnen wurde, neue Aktualitit verlie-
hen.

Wir wollen diesen spannenden, aber komplizierten Fragen hier nicht weiter nach-
gehen, zumal Geometrie nicht unser priméres Ziel ist, und verweisen auf Band 3.
Vielmehr wollen wir von der Moglichkeit Gebrauch machen, geometrische Be-
ziehungen durch Zahlen auszudriicken. Wir hatten in 2.2 darauf hingewiesen,
dafl sich jede Gerade via Parametrisierung als eine Kopie der Zahlengeraden
auffassen 148t, und daran werden wir jetzt ankniipfen.

2.4 Das Ziel dieses Abschnittes

Durch die Einfilhrung eines kartesischen Koordinatensystems sollen geometri-
sche Betrachtungen auf algebraische und damit auf das Rechnen mit den reellen
Zahlen zuriickgefiihrt werden. Es soll gezeigt werden, dafl die Vektorrechnung
diese Aufgabe leistet. Die Bedeutung der Vektorrechnung geht allerdings weit
iiber die Geometrie hinaus, wie die Anwendung in der Physik zeigt und wie wir
spater in der linearen Algebra sehen werden.

Durch die Vektorrechnung wird die Geometrie nicht iiberfliissig, sie wird viel-
mehr im folgenden immer im Hintergrund stehen. Denn erstens sind die Ge-
genstinde der Geometrie unabhéngig von der willkiirlichen Wahl eines Koor-
dinatensystems. Zweitens werden wir die Begriffe, Formeln und Lehrsétze der
Vektorrechnung geometrisch interpretieren. Dadurch kann die geometrische An-
schauung als Richtschnur zum Verstandnis der Struktur der Rechnungen, zur
Entwicklung der Theorie und als Quelle fiir Beweisideen dienen.

3 Koordinatendarstellung von Punkten und Vektoren

3.1 Kartesische Koordinatensysteme

Wir zeichnen in der euklidischen Ebe-

ne E einen Punkt O aus, den Null-

punkt oder Ursprung. Durch diesen le-

gen wir eine Gerade g1 (erste Ko-

ordinatenachse) und wahlen auf ihr Tod---ccmmoooo oo o)
einen Einheitspunkt £ mit Abstand 1
von O. Dann ziehen wir durch O ei-
ne zu g1 senkrechte Gerade g (zweite
Koordinatenachse) und wéhlen auf ihr
einen Einheitspunkt E2 mit Abstand 1
vom Ursprung. Nun kénnen wir jedem o) B 1
Punkt P von F ein Koordinatenpaar

(z1,z2) zuordnen.
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Wir schreiben kurz P = (x1,x2), d.h.

fiir den rechnerischen Gebrauch unter- 4 0

scheiden wir nicht zwischen dem Punkt  yo {----

und seinem Koordinatenpaar.

Der Abstand zweier Punkte

P = (z1,22) und Q = (y1,¥2) ToJ---- P

1 1

ist nach der Figur gegeben durch \ \
1 1

d(P,Q) = V(@i —y1)* + (@2 —p)?. O 2 o1

3.2 Koordinatendarstellung von Vektoren

Wir wahlen ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und halten es im
folgenden fest. Ist & ein Vektor, so konnen wir ihn im Nullpunkt angreifen lassen
und erhalten so einen Punkt

P = (z1,22) mit ¥ = oP
Wir beschreiben ¥ durch die

Koordinatenspalte <x1> .
T2
(Die Spaltenschreibweise wird sich T98s
spater fiir die Matrizenrechnung als
zweckméaBig erweisen). Aus der Figur
entnehmen wir, dafl

Es

-

I = T1€1 + T2€2 OT
mit

€1 = OE1 und 52 = OEQ.
Als néachstes haben wir das Vielfache

¢-Z und die Hintereinanderausfiihrung
Z + ¥ in Koordinaten auszudriicken. Cx2

Aus der Figur entnehmen wir mit Hilfe 2

des Strahlensatzes, dafl das c—fache des
Vektors Z die Koordinatendarstellung

(c:rl )
CI2

haben wird.

\ 4
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Sind die Vektoren Z, i durch die Koordinatenspalten
() e (32)
z2 Y2
beschrieben, so zeigt die neben- z2+y2
stehende Figur, daBl der nach der
Parallelogramm—Konstruktion Zu-

sammengesetzte Vektor & + ¢ die
Koordinatenspalte

(x1+y1> T2
T2 + Y2

haben muf.

Y2

3.3 Zur Schreibweise

Koordinatenspalten werden mit halbfetten lateinischen Buchstaben bezeichnet:

X = , Yy = , a= .
T2 Y2 az
Wir beziehen uns in diesem Abschnitt immer auf ein und dasselbe kartesi-

sche Koordinatensystem in der Ebene. Dann steht der ,Koordinatenvektor®

X = (331) fiir den Vektor &; wir diirfen der Einfachheit halber von dem Vek-
x2

tor x = (ml) sprechen. Fiir handschriftliche Aufzeichnungen empfehlen wir
T2

. . . N 1
die Schreibweise ¥ = (

Gebrauch).

Im laufenden Text werden wir uns von Fall zu Fall erlauben, aus drucktechni-
schen Griinden Vektoren durch Zeilenvektoren (x1,x2) darzustellen.

) (Es sind auch die Schreibweisen E\, z! und z im
X2

Es sei noch einmal wiederholt: Wenn wir im folgenden die Vektoren & mit ihren

T1

Koordinatenvektoren x = ( ) gleichsetzen, so ist das nur erlaubt, weil wir uns

x2
immer auf ein festes Koordinatensystem beziehen. Ein und derselbe Vektor &

hat in verschiedenen Koordinatensystemen verschiedene Koordinatenvektoren.
Auf das Transformationsverhalten der Koordinatenvektoren bei einem Wechsel
des Koordinatensystems kommen wir in Kap. IV zuriick.

3.4 Der Vektorraum IR?

Fiir das Rechnen mit Vektoren geniigt es, ihre Koordinatenspalten beziiglich
eines fest gewahlten Koordinatensystems zu betrachten. Zu diesem Zweck defi-
nieren wir

R2 — {x: (zl> | 1,2 ER}
2
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Die Elemente von R? heiflen Vektoren des IR?, nachfolgend kurz Vektoren.

Zwei Vektoren (?) und (Zl) heiBen gleich, wenn x1 = y1 und xr2 = ya.
2 2

0= 8 heif3t Nullvektor, e; = (é) und e; = (?) erster und zweiter

Einheitsvektor.
3.5 Die Rechengesetze

Fiir x = (‘Tl) y = (y1> € R’
z2 Y2

definieren wir

$1+yl) (Cxl)
= -X = d —x:
Xty <m2+y2 , C-X s un X

()

Dann gelten, wie man leicht nachrechnen kann, folgende Rechenregeln

(A1) (a+b)+c=a+(b+c)

Statt ¢ - x schreiben wir auch ¢x.

(A2) a+b=b+a
(A3) a+0=0+a=a
(A4) Die Gleichung a + x = b hat immer genau eine Losung, némlich x =

b + (—a), bezeichnet mit b —a (vgl. §1:3.1).
Ferner gilt
(c+d)-a=c-a+d-a,
c-(a+b)=c-at+c-b,

c-(d-a) =cd-a und 1-a = a.

3.6 Ubungsaufgabe 5m
. L
Berechnen Sie aus den Angaben der
Skizze die Zugkraft im Seil nach dem 1m
Krafteparallelogramm.
1kg

4 Punkte und Vektoren

Punkte und Vektoren der Ebene sind prinzipiell verschiedene Dinge. Im Zuge
einer konsequenten Zuriickfiihrung der Geometrie auf Vektorrechnung im R?2
kénnen wir diesen Unterschied aber fallen lassen.

Dazu einige Bemerkungen:

Ist A= (a1,a2) ein Punkt der euklidischen Ebene und ist
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b1
b —
(i)
ein Vektor, so entsteht der Punkt b

C = (a1 +b1,a2 + b2) a 0

aus A durch Anwendung (Antragen)
von b. Insbesondere entsteht A durch
Anwendung von

\

a = <a1> auf den Nullpunkt 0. b
az

a heifit Ortsvektor des Punktes A. Der Ortsvektor von C ist also a + b.

Fiir rechnerische Zwecke geniigt es, statt der Punkte deren Ortsvektoren zu
betrachtenStatt ,Der Punkt A mit Ortsvektor a“ schreiben wir daher haufig
kurz , Der Punkt a“. In einer Ubergangsphase erginzen wir das in Gedanken zu
,Der Punkt (A mit Ortsvektor) a“, einerseits, um den prinzipiellen Unterschied
zwischen Punkten und Vektoren nicht einfach unter den Tisch zu kehren, ande-
rerseits, um uns zu vergewissern, dafl der Zusatz in Klammern fiir die Rechnung
unwesentlich ist.

Wir wenden uns jetzt dem unter 2.4 formulierten Programm zu, geometrische
Begriffe und Satze in der Sprache der Vektorrechnung zu formulieren.

5 Geraden und Strecken, Schnitt zweier Geraden

5.1 Parameterdarstellung von Geraden

Sind A und B zwei verschiedene Punkte mit Ortsvektoren a und b und ist
g die Gerade durch A und B, so sind die Punkte von g durch die Ortsvektoren
a+t(b —a) mit t € R gegeben. Wir

schreiben (mit v =b — a)

g ={a+tv|teR}

und nennen g die Gerade durch den
Punkt a mit Richtungsvektor v in Pa-
rameterdarstellung.

Wir haben in der Figur einige Gera-
denpunkte durch ihre Parameterwerte ¢
markiert.

5.2 Verschiedene Parameterdarstellungen einer Geraden

Die Parametrisierungen

t—a+sv, s—b+tw
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mit v,w # 0 beschreiben genau dann dieselbe Gerade, wenn es Zahlen A, p
gibt mit p # 0 und

b=a+Av, w=ypuv.
BEWEIS als [UA].

5.3 Die Verbindungstrecke zweier Punkte mit Ortsvektoren a und b ist
offenbar
{a+t(b—a)[0<t<1} = {aa+pb|a,820, a+f=1}.

Ihr Mittelpunkt ist gegeben durch %(a—k b) (Parameterwert t= %) .

5.4 Aufgaben

(a) Sei g={a+tv|te R} mit a= (a1,a2) und v = (v1,v2) # 0.
Ist v1 # 0, so erfiillen die Vektoren (z,y) € g eine Gleichung y = mx + b.

Geben Sie m und b an. Zeigen Sie, dafl aus y = mz + b folgt, daB (x,y) € g.
Wie lautet die Geradengleichung im Falle v1 =07

(b) Sei eine Gerade g durch die Gleichung y = mx + b gegeben. Geben Sie eine
Parametrisierung von g an!

(¢) Dasselbe, wenn g durch die Gleichung x = a gegeben ist !

(d) Zahlenbeispiel: 5z + y = 11.
5.5 Schnitt zweier Geraden
Fiir einen gemeinsamen Punkt der Geraden
g={a+sb|seR} und h={c+td|t€R} mit b#£0, d#0

mufl die Bedingung a + sb = ¢ + td mit geeigneten Parameterwerten s und ¢
erfiillt sein. Fiir die Komponenten lautet diese Bedingung

sb —tdi = c1 — a1 . a1 by
, wobei a = ( ), b = ( ) usw.
sbe —tda = c2 —as az b2

Das ist ein lineares Gleichungsystem fiir die Unbekannten s und ¢. Die folgenden
Aussagen sind von der geometrischen Vorstellung her klar: Das Gleichungssys-
tem besitzt ein eindeutig bestimmtes Losungspaar (s, t), wenn d kein Vielfaches
von b ist. Ist dagegen d ein Vielfaches von b (,,g ist parallel zu h*), so fallen
g und h zusammen oder haben keinen gemeinsamen Punkt. Dafl die Rechnung
dasselbe Ergebnis liefert, wird sich gleich zeigen.



110 §5 Vektorrechnung im R?, komplexe Zahlen

6 Lineare 2 X 2—Gleichungssysteme

6.1 Elimination
Gegeben sind reelle Zahlen a11, ai2, a21, as2, b1, ba. Gesucht sind x1, x2 mit
(S) a1121 + a2z = by,

a21T1 + aexr2 = ba.

Wir versuchen das Gleichungssystem durch Elimination zu 16sen. Subtrahieren
wir das aiz—fache der zweiten Zeile von (S) von der mit aze multiplizierten
ersten Zeile, so erhalten wir

(a11a22 — a12a21)xT1 = a2b1 — ai2bs .
Entsprechend ergibt ag: - (Zeile 1) — a1 - (Zeile 2)
(a12a21 — a11a22)x2 = a21b1 — a11bs .

Damit haben wir den ersten Teil des folgenden Satzes.

6.2 Losbarkeit und Determinante

(a) Ist die Determinante
D := aia2e — aizax

des Gleichungssystems (S) von Null verschieden, so hat dieses genau ein Lo-
sungspaar (x1,x2), gegeben durch die Cramersche Regel

1 1
=5 (a22b1 — a12b2) und o = ) (a11b2 — a21b1).

Dies folgt aus 6.1. Die so bestimmten Zahlen z1, z erfiillen (S) [UA].

(b) Ist die Determinante Null, so ist (S) entweder unlésbar, oder die Menge
der Losungspunkte (z1,22) enthilt mindestens eine Gerade.

BEWEIS von (b) durch Diskussion dreier Félle:

() Sind ai1, a21, a1z und a2 alle Null, so ist (S) nur erfiillbar, falls b =
bz = 0. In diesem Fall l6sen alle z1,z2 das System (S5).

(8) ImFall a11 = a21 = 0, |a12|+]|az2| > 0 diirfen wir a12 # 0 annehmen (sonst
Vertauschung der beiden Gleichungen). Das System (S) lautet dann z2 = %,
az22x2 = bz . Diese Gleichungen sind genau dann miteinander vereinbar, wenn

a22b1 = ai12b2. In diesem Fall ist z2 eindeutig bestimmt, und z; darf beliebig
sein.

(y) Sind a1 und ag; nicht beide Null, so diirfen wir annehmen, dai a1 # 0

(sonst Vertauschung der Gleichungen). Die Gleichung ai1a22—ai2a21 = 0 liefert

ai2a a
Aoy = 212821 Multiplikation der ersten Zeile von (.S) mit 221 ergibt dann
ail ail
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a21
a21%1 + a22T2 = — by
ai

Damit dies nicht der zweiten Gleichung von (S) widerspricht, muf} aﬂbl = b
a1

sein. In diesem Falle bestimmt die erste Zeile von (S) schon die Losungsmenge;
diese ist gegeben durch die Geradengleichung

1
1 = — — T2 + —. O

6.3 Lineare Abhéngigkeit und Unabhéangigkeit

Zwei Vektoren a und b heiflen linear abhéngig, wenn einer von ihnen Viel-
faches des anderen ist. So sind a = (4,—6) und b = (—6,9) linear abhéngig,
denn b= —2a (und a= —2b).

a # 0 und O sind linear abhéngig, da 0 = 0-a. (Im Fall a # 0 ist a aber kein
Vielfaches von 0.) Statt ,nicht linear abhéngig® sagen wir linear unabhingig.

SATZ. Zwei Vektoren

a= (al) und b = <b1>
az b2

sind genau dann linear abhdngig, wenn aibz — a2b1 = 0.

BEWEIS.
(a) DaBl aus a=c-b bzw. aus b =d-a jeweils ai1bs —a2b1 = 0 folgt, ist eine
simple [0A].

(b) Fir aibs = azbi und a1 #0 ist

by = b—lag und naturlich b, = b—lah also b = b—la
a1 al a1
Analog ergibt sich der Fall a; =0, a2 # 0. Fiir a1 = a2 =0 folgt a=0=0-b.

O

7 Abstand, Norm, Winkel, ebene Drehungen

Im folgenden seien a = (Zl) und b = (Zl) die Ortsvektoren von Punkten A
2 2
und B.

7.1 Abstand, Norm und Dreiecksungleichung
Der Abstand d(A, B) von A und B ist nach 3.1 gegeben durch

la—b| = \/(CLI —b1)2+ (a2 — b2)?.
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Dabei ist ||a]| = /a? + a2 die Léinge
oder Norm von a, in der Literatur
auch mit |a| bezeichnet.

Es gilt die Dreiecksungleichung
lla+ bl < [afl + bl

Dieses ist anschaulich klar (vgl. Fig.) a+b
und wird im néchsten Abschnitt allge-
mein fiir den R"™ bewiesen, vgl. §6:2.6.

7.2 Polardarstellung, Drehungen, Winkel, Orthogonalitat

(a) Zu jedem Vektor a mit r = ||al| >
0 gibt es nach § 3:8.2 genau einen Win- A

kel  (im Bogenmaf) mit B ¢ A
azr(c?sa) und —nt<a<mw «
sin «

(Polardarstellung von a). Da r~'a
die Norm 1 hat, geniigt es anzunehmen,
daf3

a = (al) mit |lal] =1.
az

«a heifit orientierter Winkel zwischen e; und a; dieser ist im Fall r = 1
festgelegt durch

{ arccosai fir az >0,
a =

—arccosa; fur as <0.

(b) Die Drehung D, mit Angelpunkt O und Drehwinkel ¢ 148t O fest und
iiberfithrt jeden Punkt A mit Ortsvektor a = r (Cos‘l) in den Punkt B mit

sin «

Ortsvektor b =1 (Z?jgi‘ii; ) . Im Fall ¢ > 0 sprechen wir von einer Drehung

im mathematisch positiven Sinn (d.h. gegen den Uhrzeigersinn), im Fall
1) < 0 von einer Drehung im mathematisch negativen Sinn. Ist ¢ ein
ganzzahliges Vielfaches von 27, so wird A in A iiberfiihrt.

Sind umgekehrt zwei Punkte A = (cosa,sina) und B = (cos3,sin3) auf
dem Einheitskreis gegeben mit —7 < a, 8 < m, so kénnen wir 1 so bestim-
men, dal die Drehung D, den Punkt A in den Punkt B iberfiihrt und daf§
—m < @ < 7. Die hierdurch eindeutig bestimmte Zahl v heifit der orientierte
Winkel zwischen a = (Cosa) und b = (COSB).

sin a sin 3

Es ist entweder ¥ = 3 —«a oder ¢ = B —a+ 27 oder ¢ = —a— 27 [UA]; in
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jedem Fall ist ¢ nach (a) eindeutig bestimmt durch
cost = cos(f —a) = cosfBcosa+sinfsina,
siny = sin(8 —a) = sinfBcosa — cosBsina.

(¢c) Der orientierte Winkel ¢ zwischen zwei nichtverschwindenden Vektoren

a = (al) und bz(bl>
az b2

ist definiert als der orientierte Winkel zwischen
a b
— und —
l[all bl
im Sinne von (b). Aus den in (b) angegebenen Formeln ergeben sich mit

b

b
cosa = —, sina = —— cosﬁzm, sinﬁ:m

die Beziehungen

a1b1 + azb2 . a1by — asbr
cosyy = ——————— und sinyY = —F———
llall - bl llall - bl

Beachten Sie: Der orientierte Winkel zwischen b und a ist —. Nach §3:8.1 ist
der nichtorientierte Winkel zwischen a und b bzw. zwischen b und a durch

|| gegeben.
(d) Zwei Vektoren

ax b1 )
= b=
a (az) ’ (bz
heiflen zueinander orthogonal, wenn aibi + az2bs =0.

Sind diese von Null verschieden, so schlieflen sie einen rechten Winkel ein, stehen
also aufeinander senkrecht.

7.3 Aufgabe. Gegeben ist ein Dreieck mit den Ecken O = (0,0), A = (a,0)
und B = (b, ¢), wobei a # 0, ¢ # 0. Zeigen Sie

(a) Die drei Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt S. In welchem
Verhéltnis teilt S die Seitenhalbierenden ? Physikalische Deutung von S 7

(b) Die drei Mittelsenkrechten schneiden sich im Umkreismittelpunkt M.

(¢) Die drei Hohen (Lote der Eckpunkte auf die gegentiberliegenden Seiten)
schneiden sich in einem Punkt H.

(d) M, S und H liegen auf einer Geraden. In welchem Verhaltnis teilt S die
Strecke M H ?
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8 Die komplexen Zahlen

8.1 Was sollen die komplexen Zahlen ?

In seiner Ars magna sive de regulis algebraicis (Niirnberg 1545) gab Geroni-
mo CARDANO fiir die (im Reellen unlésbare) Gleichung z(10 — z) = 40 die
Hliktiven Wurzeln“ 5 + /—15 und 5 — +/—15 an. Die heute geldufige Schreib-
weise 5+ i1/15, 5 —iv/15 mit i = /=1, wurde ab 1777 von Leonhard EULER
verwendet.

Ende des 16. Jahrhunderts wurde schon ganz unbekiimmert mit solchen fikti-
ven GroBen nach den Regeln der Algebra gerechnet, z.B. nach der Regel (in
Eulerscher Notation):

%) (x1 4 iz2) (Y1 + iy2) = T1y1 + 12 Toys + i(z1y2 + Toy1)
= x1y1 — T2y2 + 1(T1y2 + T2y1)

Im Jahre 1629 formulierte Albert GIRARD den Fundamentalsatz der Algebra,
wonach eine Gleichung n—ten Grades

2"t an_1z" 4 . dtairdtao =0

n ,, Wurzeln“ hat, wenn man ,,unmogliche“ Wurzeln a 4+ +/—b zulait. Wir for-
mulieren das heute so: Fiir jedes Polynom

1

p(z) = 2" +an—12™ 4+ ... a1z + ao

gibt es ,komplexe Zahlen“ z, = ax + i0k, so dafl
p() = (@ —21)(z—22) (T —2zn).

Dieser Fundamentalsatz sichert die Existenz wenigstens einer komplexen Null-
stelle und gibt Auskunft dariiber, wieviele Nullstellen (mit Vielfachheit) ins-
gesamt zu erwarten sind. Dariiberhinaus gestattet die komplexe Rechnung die
Vereinheitlichung von Formeln fiir die Nullstellen, siehe Abschnitt 10.

Wir werden spéter sehen, dafl viele Schwingungsprobleme der Physik auf al-
gebraische Gleichungen fithren. Der ,Umweg liber das Komplexe“ wird es uns
erlauben, mit einem Losungsansatz sowohl im Falle reeller als auch nichtreeller
Nullstellen durchzukommen.

Die komplexen Zahlen sind nicht nur fiir die Algebra wichtig, sie gestatten auch,
viele Rechnungen in der Analysis wie in der Geometrie besonders elegant zu
fassen. Wir werden am Ende dieses Abschnitts davon eine Kostprobe geben.

Im 17. und 18. Jahrhundert war man sich tiber die Tragweite des Fundamental-
satzes klar, und die bedeutendsten Mathematiker des 18. Jahrhunderts versuch-
ten, diesen Satz zu beweisen. Der erste einigermaflen strenge Beweis wurde 1799
von Carl Friedrich GAuss gegeben. Wir werden spéter einen einfachen Beweis
kennenlernen (§27:6.4).
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8.2 Was sind komplexe Zahlen ?

Was soll ¢ = v/—1 sein? Gibt es so etwas iiberhaupt ? Und wenn man /—1
einfach fingiert, kann man denn sicher sein, dafl das Rechnen mit solchen Ob-
jekten nach den herkémmlichen Regeln nicht auf Widerspriiche fithrt 7 Dazu ein
Beispiel: 1768 stellte EULER folgende ,,Rechnung* auf:

V=1-vV=4=+v4=2, da va - Vb= Va-b.

Nach den Regeln der Algebra miifite aber i -2i = —2 sein.

Wie man den komplexen Zahlen eine geometrische Deutung geben und das
Rechnen mit ihnen durch Zuriickfiihrung auf das Rechnen im R? absichern
kann, hat 1797 der norwegische Feldmesser Caspar WESSEL dargelegt.

WESSELS Idee prazisieren wir wie folgt:

Im RR? hatten wir schon eine Addition
(xl) (y1> ($1+yl>
+ =
T2 Yo T2+ Y2

eingefiihrt. Nun definieren wir eine Multiplikation, die auf die Rechenregel (*)
von 8.1 hinauslaufen soll:

(361) ) (y1> o (xlyl —$2?42)
T2 Y2/ T1Y2 + x2y1/

Weiter setzen wir 1 = ((1))

Dann gelten neben den Rechengesetzen der Addition fiir Vektoren des IR? die
Regeln

a-1=1-a=a.
Die Gleichung a-x = b hat fiir a # 0 genau eine Losung x.
D) (a+b)-c=a-c+b-c

Einen Zahlenbereich mit diesen Rechenregeln nannten wir einen Korper. Der R2
mit der oben definierten Addition und Multiplikation heifit Kérper der kom-
plexen Zahlen und wird mit C bezeichnet.
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BEWEIS.

Die Gesetze (M), (M2), (M3) und (D) sind unmittelbar nachzurechnen, eine
einfache [T7A].

Zu (My): Fir Vektoren

b
a= (a1> #0, b= ( 1) und x = <x1>
as b2 x2
bedeutet die Gleichung a-x = b in Komponenten
a171 — azx2 = by,
a2x1 + a1z = ba.
Dieses lineare Gleichungssystem hat die Determinante a? 4+ a2 > 0 und da-

mit eine eindeutig bestimmte Lésung x1,x2, die nach der Cramerschen Regel
berechnet werden kann.

1

Die Losung der Gleichung a-x = 1 bezeichnen wir mit —. Die Cramersche
a

Regel liefert

1 1 ai
a  a+tad (—az> ’ .
1t+a;

8.3 Darstellung komplexer Zahlen

Die eben verwendete Darstellungsform ist zu schwerfallig. Wir gehen deshalb zu
der Darstellung x + iy iiber, die wir wie folgt erhalten:

Jede komplexe Zahl 148t sich schreiben in der Form

()= (0)+6)-G)

denn es ist

()= @)+ G) ma (1)) = (00717) = ()

Fiir die imagindre Einheit

()
OO0 - ()

Wir schreiben zur Abkiirzung

gilt
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x statt (a:)
0)

Damit ergibt sich

(2) - (3)%?)(%) = z+iy und i =—1.

Die Identifizierung der reellen Zahlen x mit den Punkten (g) der x—Achse wird

durch folgende Tatsachen iiber die komplexen Rechenoperationen gerechtfertigt:

(5)+(3)=("a") ()-(5)= (%)
0 0/ 0 ’ 0 o/ \ o0/
Anders ausgedriickt: Das komplexe Addieren und Multiplizieren fiir Punkte
(g) der z—Achse 1auft auf das reelle Addieren und Multiplizieren mit Zahlen =

hinaus.

Die oben eingefiihrte Addition und Multiplikation nehmen nun folgende Gestalt
an:

(1 4+ iy1) + (2 +iy2) = (x1 +x2) +i(yr + y2),
(14 iy1) - (2 + iy2) = z122 — Y1y2 + ¢ (T1y2 + T2y1) -

Das letztere erhilt man nach den Regeln der Algebra unter Beachtung der
Tatsache, daff i = —1:

(z1 +dy1) - (z2 +iy2) = x122 + iy122 + 12192 + 2Y192
= x102 — y1y2 + i (T1y2 + 2291) .

8.4 Zusammenfassung

Fiir komplexe Zahlen haben wir zwei
Darstellungen:

e als Punkte (z,y) der Zahlenebene,
wobei sich die reellen Zahlen in der
Form (z,0) wiederfinden,

e in der Form

z=xz+1y (z,y€R).

Zwei komplexe Zahlen z1 = x1 + ty1, 22 = z2 + ty2 sind genau dann gleich,
wenn x1 = x2 und y1 = y2. Das folgt direkt aus der Gleichheit fiir Vektoren
des R%. Daher besitzt eine komplexe Zahl z nur eine Darstellung z + iy.
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z heifit der Realteil von z : Rez ==z,

y heifit der Imaginérteil von z: Imz:=y.

Da die komplexen Zahlen C = {z = z + iy | z,y € R} einen Korper bilden,
gelten alle aus der Algebra bekannten Rechenregeln, wie zum Beispiel

(a+b)" = i (Z) a" ok

k=0
n 1_ n+1
sz =% i z#1.
=0 1—2

Schreiben Sie die folgenden Zahlen in der Form x + iy:
@ (1+9E-i, ((b) (+)EB-i)2-19)?,

© @ T © (m)

8.5 Konjugiert komplexe Zahlen

Fiir z = x + iy definieren wir die zu z konjugiert komplexe Zahl durch
zZ=x—1y.

Es gilt [0A]:
z1+22 =Zi+%2 und Z1-22 = Z1-22.

Daraus folgt fiir endliche Summen

Sak-bk =Y ar-bk.
k=1 k=1
Geometrisch bedeutet die Konjugation Spiegelung an der reellen Achse.

8.6 Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy ist definiert durch ihren
Abstand vom Nullpunkt in der Zahlenebene, also durch +/z2 + y2. Da die Auf-
fassung von z als ,,Zahl“ im Vordergrund steht, verwenden wir statt ||z|| das
von R her gewohnte Zeichen |z|, also

2| = |z +iy| = Va2 +y?.
Fir den Betrag gilt wie in R (vgl. §1:5.9):
(a) |z] > 0; |z| =0 nur fiir z=0.
(b) |z-w| = |z] - |wl.
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c) |z+w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).
1 _
d) 2.z = |2, also - = —— falls 2 #0.
z 2P
e) max{lz], |yl} < |z +iy| < |z|+ [yl
) ||z| — |w\| < |z —w| (Dreiecksungleichung nach unten).

(
(
(
(f

BEWEIS.

(a) ist klar; (d) ergibt sich durch Ausmultiplizieren.

(b) als [0A], rechnen Sie |z - w|* und |z|? - |w|? aus.

(¢) Wird zu Beginn des néchsten Abschnitts nachgeholt.
(f) folgt aus (c) nach dem Muster von §1:5.10 [TA].

) Esist 22 < 2?4 ¢, also |z| < y/22 4 32, entsprechend |y| < /x2 + 92

(e
Nach der Dreiecksungleichung ist |z + iy| < |z| + |iy| = |z| + |y|- i

8.7 Polardarstellung (Teil I)
Fir z =2+ iy # 0 ist durch

|

T .
cosp = — und sing =

K

ein Winkel ¢ € R bis auf Vielfache von 27 festgelegt, vgl. 7.2. Mit diesem
ergibt sich folgende Polardarstellung

K

z = |z| (cosp + isiny).

8.8 Geometrische Deutung der Rechenoperationen

(a) Addition. Die Addition entspricht definitionsgemafl der Addition von Vek-
toren (Parallelogrammkonstruktion)

(b) Multiplikation. Fir
z = |z|(cosp +ising), w = |w|(cosy) +isiny)),
gilt
z-w = |z] - |w| ((cosgocosw —sin psiny) + i (cos psiny + cos P sin go))
= |z w (cos(g@ + 1) +isin(p + w))
Somit ist die Abbildung
Zrzew

fiir festes w # 0 eine Drehstreckung: erst Drehung Dy, um den Winkel ),
dann Streckung mit dem Faktor |w|, bzw. umgekehrt.
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8.9 ﬂbungsaufgaben

(a) Beschreiben Sie die Abbildung z +— 1 L geometrisch.

(b) Dasselbe fiir z+— (14 /34)z.

9 Die komplexe Exponentialfunktion

9.1 Vorbemerkung

Setzen wir g(¢) = cos ¢ +isin ¢, so ist nach der oben durchgefiihrten Rechnung

9(#)-g(¢) = g(p+1), was an die Gleichung f(z+y) = f(z)-f(y) fiir f(z)=e"
erinnert.

Wir suchen eine Funktion F : C — C, welche fiir alle z,w € C das Exponen-
tialgesetz F(z + w) = F(z) - F(w) erfiillt und die eine Fortsetzung der reellen
Exponentialfunktion darstellt, also F(z) = e” fir « € R.

Das Exponentialgesetz verlangt, daf3
F(a+iy) = F(z) - Fliy) = * - F(iy)
gilt. Fiir z = 0 miifite sich

F(i(e +v)) = Flip) - F(iy)

ergeben.

9.2 Definition. Fiir z = x + iy setzen wir

e® := e”(cosy + isiny), insbesondere €'Y = cosp +ising.

Dann ist durch F(z) = €* eine Fortsetzung der Exponentialfunktion x +— e®
ins Komplexe gegeben mit F(z + w) = F(z) - F(w).

Im Zusammenhang mit Reihenentwicklungen (sieche §7) werden wir sehen, daf3
dies die einzig sinnvolle Art ist, die Funktion x +— e® ins Komplexe fortzusetzen.
Zunichst soll €' nur eine Abkiirzung fiir cos p+isin ¢ sein, deren Zweckméafig-
keit sich anschliefend und spéater im Zusammenhang mit der Schwingungsglei-
chung ergeben wird (§10). Eine Unvertraglichkeit der neuen mit der alten De-
finition kann nicht eintreten, da €% = cos0 + isin0 = 1.

Die Funktion e* hat folgende Figenschaften :

a) et = ¢*.e".

W — cosy+isiny.

e | telo, 277[} ist der Einheitskreis.

d) ‘ez‘ — eRez

AA,—\,—\/-\
o
—~ @



10 Der Fundamentalsatz der Algebra, Beispiele 121

9.3 Polardarstellung (Teil IT), Argument einer komplexen Zahl

Jede komplexe Zahl z 1t sich in der Form z = re'? darstellen mit r > 0 und
peR.

r ist durch z eindeutig bestimmt: r = |z|. Ist z # 0, so ist auch die Zahl ¢'¥
durch z eindeutig bestimmt.

Denn fiir z = re'? ist

l=r-1=r.

2l =1r|- e

Ist also z # 0, so ist |z| > 0 und somit e = |z|~'2.

Dagegen ist ¢ durch z nicht eindeutig bestimmt. Legt man jedoch ¢ durch die
Bedingung —7 < ¢ <7 fest, so entspricht jedem z # 0 eindeutig ein Winkel
¢ € |—m, 7] mit z = |z|e'?. Die Zahl ¢ heifit das Argument von z: ¢ = arg(z).

10 Der Fundamentalsatz der Algebra, Beispiele

10.1 Quadratische Gleichungen

(a) Quadratwurzeln. Fiir w = re'? # 0 gibt es genau zwei Losungen z; und 22
der Gleichung 2% = w. Diese sind

zZ1 = \/’FQXP(%), Zo = —2Z21.

Andere Losungen gibt es nicht, denn aus 2? = w und 27 = w folgt 0 =

22— 2= (2—2z1)(2+2),also z=2 oder z = —z.

Die Gleichung 2% = 0 hat nur die Losung z = 0.

(b) Quadratische Erginzung. Die Gleichung z? + az + b =0 hat fiir a,b € C,
a® # 4b genau zwei Losungen z1, 22 € C. Man erhilt sie wie im Reellen durch
quadratische Ergénzung, d.h. man schreibt die Gleichung 2% + az+b =0 in
der Form

a\? a?
(:+3) =%

Ist z € C eine Losung der Gleichung 23 = 2a® — b (siche (a)), so sind diese

1
beiden Losungen gegeben durch

a a
z1:—§+zo und 22:—5—20.

Ist a? = 4b, so fallen 21 und 22 zusammen: z; = z3 = —1ia.
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(¢) Der Vietasche Wurzelsatz. Mit den Bezeichnungen von (b) gilt
21 +22 = —a und 2z129 = b.

Dies gilt auch im Fall a® = 4b.

Das erste folgt sofort aus (b), das zweite aus

(d) Zusammenfassung. Fiir p(z) = 2> + az+b (a,b € C) gibt es komplexe
Zahlen z1,z2 mit p(z) = (z — z1)(z — 22).

10.2 n—te Wurzeln

(a) n-te Einheitswurzeln. Zu jeder vor- A
gegebenen natiirlichen Zahl n hat die wa
Gleichung w1
w" =1
.. 1. w3
genau n komplexe Losungen, namlich
2mik wo=1 _
W = € n >
fir k=0,1,...,n—1.
w4
Dafl wy, =1 gilt, siecht man sofort.
Ist andererseits w = re’ und w™ =1, We
so folgt r"e? = 1, also r = 1 und ws

e™? =1, somit ny = 2rm mit m € Z.
Es gibt dann ein eindeutig bestimmtes k € {0,1,...,n — 1} mit n | (m — k).
Fiir dieses gilt w = e'? = wy,.

(b) n-te Wurzeln. Ist a = re'® und r > 0, so hat die Gleichung 2" = a
genau n Losungen, ndmlich

20 = ’\L/'r_“ei% und 2z = zowr (k=1,...,n—1).

Die Beispiele 10.1 und 10.2 ordnen sich dem folgenden Satz unter:

10.3 Der Fundamentalsatz der Algebra

Die Ergebnisse von §3, Abschnitt 7 lassen sich leicht auf komplexe Polynome
p(z) = ao+ ... + anz™ mit z = z + iy, ar = ax + i, Ubertragen, sobald
der Satz vom Koeffizientenvergleich bewiesen ist. Dieser folgt aus der Zerlegung
p(x)=ao+ ... +anz" +i(Bo+ ... + Bnz™) fir x € R durch Vergleich von
Real- und Imaginérteil; die Ausfithrung wird dem Leser als iiberlassen.
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SATZ. Fir jedes komplexe Polynom
p(z) = aotaiz+ ... +anz" mit ap =1

vom Grad n > 1 gibt es komplexe Zahlen z1,...,zn, mit
p(z) = (z—21) - (2 —2zn) fiiralle z€ C.

BEMERKUNGEN.

(a) Die 2z sind also komplexe Nullstellen von p: p(zx) = 0. Jede Nullstelle
von p kommt unter den zj vor: Ist p(A) = 0, so ist A = z; flir wenigstens ein
k € {1,...,n}, denn ein Produkt ist genau dann Null, wenn wenigstens einer
der Faktoren verschwindet.

n

(b) Es ist moglich, dafl gewisse z; zusammenfallen; im Extremfall p(z) = z
ist beispielsweise z1 =22 = ... =2z, = 0.

Wir schreiben den Fundamentalsatz oft in der folgenden Form
p(z) = (2= A)™ - (z = A)"r

Hierbei sind A1,..., A, nun die verschiedenen Nullstellen von p, k; heifit die
Ordnung oder algebraische Vielfachheit der Nullstelle A;.

BEISPIEL:
P it tz+i= P +DE+0) = +i)z—i)(z41) = (240 (z—1).
Hier hat A1 = —i die Ordnung ki1 = 2, und A2 = ¢ hat die Ordnung k2 = 1.

(¢) Der Beweis des Fundamentalsatzes wird in §27 im Rahmen der Funk-
tionentheorie gegeben. Wir haben den Satz fir n = 2 und fir p(z) = 2" — a
oben bewiesen.

(d) Neben der ,,Mitternachtsformel“ (siche 10.1) fiir quadratische Gleichun-
gen finden Sie in den Algebrabiichern die ,,Cardanischen Formeln“ fiir kubische
Gleichungen. Gleichungen vierten Grades lassen sich auf Gleichungen dritten
Grades zuriickfithren. Fiir Gleichungen vom Grad n > 5 gibt es dagegen kein
Losungsverfahren, das mit algebraischen Umformungen und dem Ausziehen k—
ter Wurzeln auskommt. Dieser Sachverhalt wurde 1826 von Niels Hendrik ABEL
prazisiert und bewiesen.

Literatur: van der WAERDEN: Algebra 1, §§63,64.

10.4 Vietasche Wurzelsédtze. Unter den Voraussetzungen 10.3 gilt

kﬁ:l(—zk) = an-1, [[(—2)=uao0.

k=1

Beweis: Induktion
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10.5 Nullstellen reeller Polynome
Hat ein Polynom reelle Koeffizienten, so ist mit z auch Z eine Nullstelle [TA].

10.6 Aufgaben
(a) Stellen sie (%)15 in der Form x + iy dar.

(b) Geben Sie alle Losungen z € € der Gleichung z* = —3v/3 4+ 9i an.

10.7 Primfaktorzerlegung reeller Polynome

Sei p ein Polynom vom Grad > 1 mit reellen Koeffizienten. Fiir eine Nullstelle A
von p gibt es zwei Moglichkeiten:

(a) A ist reell. Dann 148t sich der Faktor z — A abspalten:

p(z) = (=N q(2),
wobei q wieder reelle Koeffizienten hat.

(b) X ist micht reell. Nach 10.5 ist dann X eine weitere Nullstelle und
p(z) = (=N =X) - 7(2).

Dabei ist
(z—=XN)(z—A) = 22 —2zRe A + A

ein reelles Polynom. Durch Polynomdivision ergibt sich, dafl auch r ein reelles
Polynom ist.

Zusammen mit dem Fundamentalsatz ergibt sich also:

Jedes reelle Polynom zerfdllt in reelle Polynome vom Grad < 2.

11 Drehungen und Spiegelungen in komplexer Schreibweise

11.1 Die Drehung D,

Die Drehung in der Ebene um den Mittelpunkt O mit dem Drehwinkel o 148t
sich in komplexer Schreibweise besonders einfach angeben:

Doz z-¢ (vgl 8.8).
Offenbar ist die Hintereinanderausfiihrung von Dg und Da,
DaOD[-}:DoH_[-}:D@ODOH

wieder eine Drehung.
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11.2 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

Sei g = {ta|t € R} eine Gerade durch den Nullpunkt. Wir diirfen |la]] =1
annehmen, also a = (cos o, sin «). Die Spiegelung S, an g kénnen wir in kom-
plexer Schreibweise so erhalten: Durch die Drehung D_, drehen wir g in die
reelle Achse. Dann fiihren wir die Spiegelung an der reellen Achse durch, das ist
der Ubergang z ~— Z. SchlieBlich machen wir die Drehung wieder riickgingig:

Sa(z) = €¥(e—iaz) = ¥ . 7. A
Zur Kontrolle bestimmen wir S, auf
direktem Wege: 2
Fir z =re'? ist Y
Sa(z) = zefww7 g
\
wobei 1) = ¢ — a (Fig.). Also ist » "
" o Sa(2)

Sa(z) = 2072 = peife W >

— Tei(Lp—QLp+2a) — Te—igp eQia

= e 7.

11.3 Zusammensetzen von Drehungen und Spiegelungen

(a) Die Hintereinanderausfihrung zweier Spiegelungen Sa und Sg ist eine Dre-
hung D~ mit dem Winkel v = 2(a — ().

(b) Die Hintereinanderausfihrung einer Spiegelung So und einer Drehung Dg
ist eine Spiegelung:

SooDg =8y mit vy =a-7,

DgoSy = S5 mit § = a+ ~.

[\V]

Der Beweis der beiden Satze bleibt dem Leser als leichte iiberlassen.
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§ 6 Vektorrechnung im IR"

1 Der Vektorraum IR™

1.1 Vektoren im dreidimensionalen Raum

Nach den grundsétzlichen Bemerkun- A
gen in §5 iiber das Verhéltnis zwischen 3
Geometrie und Vektorrechnung diirfen
wir uns hier kurz fassen. Wir fithren im
dreidimensionalen euklidischen Raum
ein kartesisches Koordinatensystem ein O
(Fig.) und halten es im folgenden fest.

Dann koénnen wir jeden Punkt P des z1
Raumes durch sein

\

€2

Koordinatentripel (z1,z2,x3)

—_—
beschreiben, kurz P = (z1,x2,x3). Jede gerichtete Grofe Z = PP (man den-
ke an Translationen, Geschwindigkeiten oder Kréfte) besitzt beziiglich unseres
Koordinatensystems eine Koordinatendarstellung; & ist gegeben durch einen

T1
Koordinatenvektor x = | 22
T3

Bei festgehaltenem Koordinatensystem koénnen wir den Vektor & mit dem Ko-
ordinatenvektor x identifizieren. Zwischen Punkten P = (z1, z2,z3) und ihren
Ortsvektoren x werden wir nicht unterscheiden.

1.2 Das Rechnen mit Vektoren des IR™

In der Mechanik wird der Zustand eines Systems von N Massenpunkten durch
einen Satz von Lage— und Impulskoordinaten beschrieben. Der Zustand eines
Massenpunktes, der sich frei im Raum bewegen kann, ist beispielsweise durch
sechs Koordinaten

Z,Y, Z, MUz, MUy, MU
gegeben, wo (z,y, z) den Ort, (ve, vy, v.) die Geschwindigkeit und m die Masse

angibt. Das Rechnen mit solchen Koordinatenvektoren erfordert die Einfiihrung
hoherdimensionaler Rdume. Wir setzen
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1

n .
R" = {x: : xl,xg,...,mne]R,}

Tn

Es ist iiblich, Vektoren durch Spalten darzustellen. Aus Platzgriinden erlauben
wir uns im laufenden Text hin und wieder die Zeilenschreibung.

Gleichheit von Vektoren:
T1 Y1
=  T1=Y1, T2 =Y2, ..., Tn = Yn-.

Tn Yn
Addition und Multiplikation mit Skalaren: Wir setzen

T Y1 T1+ Y1 T c-x1
+ = : und c- =

Tn Yn Tn + Yn Tn C-Tn

Dann gelten wieder alle Rechenregeln von §5:3.5.

1.3 Zur geometrischen Interpretation: Geraden und Ebenen

Der n—dimensionale Raum fiir n > 3 entzieht sich unserer Vorstellung. Den-
noch koénnen wir in vielen Zusammenhangen geometrische Vorstellungen und
Sprechweisen aus dem R? und dem R? iibernehmen. Dafiir zwei Beispiele:

(a) Ist v € R nicht der Nullvektor und ist a € R?, so beschreibt
g ={a+tv|teR}
offenbar eine Gerade im Raum.

Analog definieren wir im R"™ die Gerade durch a mit Richtungsvektor v
durch

g ={a+tv|teR}.

(b) Ebenen. Zwei Vektoren u,v € R"™ heilen linear unabhingig, wenn
keiner von ihnen Vielfaches des anderen ist.

Fiir linear unabhéngige Vektoren u,v und a € R" heifit
E ={a+su+itv]s,teR}

die von u und v aufgespannte Ebene durch den Punkt a, gegeben in Parame-
terdarstellung.
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Die Zuordnung:
(:) —a+su+tv

ist eine bijektive Abbildung von RR? nach FE. In diesem Sinne ist E eine Kopie
des R2.

BEWEIS.

Nach Definition von E ist die Abbildung surjektiv. Sie ist auch injektiv, denn
aus a+su+tv=a+s u+t' v folgt (s—s)u=(t—1t)v. Aus der linearen
Unabhingigkeit von u und v folgt s = s’ und ¢t =1¢'. O

2 Skalarprodukt, Langen, Winkel
2.1 Das Skalarprodukt im IR"
Im R? ist die Liange ||x|| eines Vektors x mit Koordinaten z1,x2 gegeben
durch
x| = @121 + z2m2.
Nach §5:7.2 gilt fiir den Winkel ¢ zweier Vektoren x, y der Lénge 1:
CoSp = x1Y1 + T2y2 .

Beidesmal kommt es auf den Ausdruck i1y +x2y2 an. Im R" fithren wir einen
entsprechenden Ausdruck ein, das Skalarprodukt
n T Y1
(x,y) == > meyr fir x = , Yy =
k=1 o -
Es soll uns gestatten, Winkel- und Langenmessung auf den IR"™ zu iibertragen.
In der Literatur wird das Skalarprodukt auch mit x - y bezeichnet.
2.2 Eigenschaften des Skalarprodukts
(a) (x,x)>0und =0 genau dann, wenn x =0,
(b) (xy)=(y.x).
(c) (aax1+azxa,y)=o0a(x1,y) + aa(x2,y),
(x,81y1+ B2yz2) = Bi(x,y1) + Ba(x,¥2).
Durch Kombination beider Formeln ergibt sich
(d) (o1x14+02x2,51y1+P2y2)
= a1fi(x1,y1) +oafa(x1,y2) + @281 (x2,y1) + a2f2(x2,y2) .
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(e) Allgemeiner gilt:
k 1 ko1
(Yaixi, Y By ) = > > @i (xi,y5)-
i=1 j=1 i=1j=1
Auf den Beweis von (e) durch Induktion wollen wir verzichten.

2.3 Norm und Abstand

Die Norm oder Lange eines Vektors x € R" definieren wir durch

x|l := \/(X,X) = \/x§+...+x%.

Geometrische Deutung im R?: ||x| ist

der Abstand des Punktes X mit Orts-

vektor x vom Nullpunkt. Denn in der

Figur ist d®> = z? + 22 nach dem Satz X
von Pythagoras. Derselbe Satz liefert

fiir das Dreieck OF X:

R I3
OX2:d2+x§:x§+x§+x§. o) -~
Als Abstand der Punkte X, Y mit 1 d
Ortsvektoren x, y definieren wir
/ Z2 F
d(X,Y) =[x -yl

Wie miissen Vektoren a, b € R?® beschaffen sein, damit die Kurve
t—cost-a+sint-b

einen Kreis um O mit Radius r beschreibt ?

2.4 Geometrische Deutung des Skalarprodukts

Seien x,v € R™ und ||v|| = 1. Wir suchen auf der Ursprungsgeraden
g={tv|teR}

den Punkt mit dem kleinsten Abstand zu x, d.h. wir suchen das Minimum von
|lx —tv|| fir teR,

falls ein solches existiert. Nach 2.2 gilt unter Beachtung von (v,v) =1
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(x —tv,x—tVv)

(x,x) —t{v,x) —t{x,v) +t3{v,v)
= ||x||? — 2t(v,x) + ¢

= [Ix|I* = (v, x)* + ({(v,x) = 1)* .

I —tv]?*

Das Minimum ergibt sich fir ¢ = (v,x). Damit haben wir den

SATZ. Der Punkt Px auf g mit kleinstem Abstand zu x ist gegeben durch
Px = (v,x)V.

Fiir das Abstandsquadrat gilt

M) lx—=Px|* = [x]* = (v,x)*.

Wegen ||x — Px||* > 0 folgt X

@) (xv)? = (vix)? < ||x]|.

Der Vektor x — Px steht senkrecht Px
auf g: 0]

3) (x—-Px,v) =0.

Px ist also Fulpunkt des Lots von x auf die Gerade g. Deswegen nennen wir
Px die orthogonale Projektion von x auf g. Mit (v,v) =1 ergibt sich (3)
aus

(v,x — Px) = <V,X7 (v,x>v>

= <V7X> - <V7<V7X>V>

(v,x) —(v,x)(v,v) = 0.

2.5 Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
Fir x,y € R"™ gilt
[y < I il
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x und y linear abhdingig sind.

BEWEIS.
(a) Ist y =0,soist (x,y)=0=|x| -]|yll, und x, y sind linear abhéngig.
(b) Ist y # 0, so betrachten wir v = ﬁ Dann ist
[vlf=1 und y=|yll-v.
Nach der Gleichung (2) von 2.4 folgt

(3| = [(xllyll-v) | = [yl v)] < Dyl Il -
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Nach 2.4: (2) gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn |<x, v )| = ||x||, und
nach (1) bedeutet dies

x=(x,v)v = ({(x,v)/llyll)y- o

2.6 Eigenschaften der Norm

(@) x| =20 und x| =0 <= x =0,

(B) [[Ax[] = [Al-[x]|  fir AR,

(e llx+yll < lIx[|+|lyll (Dreiecksungleichung).

In der Dreiecksungleichung gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn X = cy
mit ¢ > 0 oder wenn y = 0.

BEMERKUNG. Damit ist der noch fehlende Beweis fiir die Dreiecksungleichung
in R? und C erbracht.

BEWEIS.

(a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition.

(c) ergibt sich mit Hilfe der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung wie folgt:

Ix+yl* = (x+y.x+y)=(xx)+(xy)+(y.x) +(y,¥)

Il + 2] - 1yl + Iy 12 = (Il + llylD? -

IN

Das Gleichheitszeichen gilt hier genau dann, wenn (x,y) = ||x| - [|y||. Das
bedeutet nach 2.5 entweder y = 0 oder y # 0 und x = cy. Im letzteren Fall ist

IxI[- Iyl = (x,y) = e(y,¥),

also ¢ > 0 oder x = 0. O

2.7 Winkel und Orthogonalitét

Im R? gilt fiir den Winkel ¢ zwischen a = (al) # 0 und b = (Zl) #0
az 2
nach §5:7.2
cosp = a1b1 + asbs _ (a,b)
llall - /bl llall - /bl

Entsprechend ist fiir Vektoren a # 0, b # 0 des R"™ ein Winkel ¢ durch

(a,b)

222 und 0<p<nm
lall - (bl

cosp =

eindeutig bestimmt, der nichtorientierte Winkel zwischen a und b.
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Denn nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung gilt

(a,b)
-1 <~ <1
l[all - [[b]

Insbesondere ist ¢ = § <= (a,b) =0.
Zwei beliebige Vektoren a,b € R™ heiflen zueinander orthogonal, a | b,
wenn (a,b) = 0. Entsprechend schreiben wir fiir eine Teilmenge M C R"™

al M, falls (a,x)=0 fur alle x€ M.

2.8 Parallelogramm— und Polarisierungsgleichung

Fir x,y € R" gilt:

(a) Ix+ylP+lIx=yl* = 2IxI*>+2lyl*> (Parallelogrammgleichung),
(b) (x,y) = 7 (Ix+yl*>—Ix—yl?) (Polarisierungsgleichung).

Die Beweise ergeben sich durch direktes Nachrechnen [(7A]. Geometrische Deu-
tung von (a) ?

3 Das Vektorprodukt im IR3

3.1 Zielsetzung

Zu gegebenen linear unabhingigen
Vektoren a,b € R? soll ein dritter
Vektor ¢ € R® mit folgenden Eigen-
schaften bestimmt werden:

(a) c steht senkrecht auf a und b,
(b) die Lange von c¢ ist der Flachen-
inhalt des von a und b aufgespannten
Parallelogramms (Figur), also

llell = llall - bl - sine,

wo 0 < ¢ < 7 der Winkel zwischen a
und b ist,

(¢) a, b, ¢ bilden ein positiv orien-
tiertes Dreibein, d.h. liegen im Raum
wie Daumen, Zeigefinger und Mittel-
finger der rechten Hand (,,Dreifingerre-
gel“, Figur).
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Diese Aufgabenstellung tritt in der Physik beispielsweise bei der Beschreibung
des Drehimpulses, der Bewegung eines starren Korpers sowie bei der Bewegung
eines Elektrons in einem Magnetfeld auf.

3.2 Das Vektorprodukt
Fiir Vektoren

al bl
a= |ax ]|, b= |b
as bd

definieren wir das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt durch

a2b3 — a3bz
axb = a3b1 — a1b3 .
(11b2 — a261

Andere Bezeichnungen hierfiir sind: [a, b], [ab], a A b.
Es gilt
(a) a und b sind genau dann linear unabhingig, wenn a X b # 0.

(b) Sind a und b linear unabhdngig, so sind die zu a und zu b senkrechten
Vektoren gerade die Vielfachen von a X b.

(¢) Fira#0,b#0 gilt

llax bl = [al-|b]-sine = \/I|a||2'||b|\2—<a,b>27

wo ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen a und b ist.

BEWEIS.

(a) Wir zeigen: a und b sind genau dann linear abhéngig, wenn alle Determi-
nanten

Al = a2b3 — a3bz7 Az = a3b1 —(1,1b37 A3 = albz — a261

Null sind.
Sind a und b linear abhéngig, etwa a = Ab, so ergibt sich unmittelbar A; =
Ay = A3 =0.
Sei A1 = Az =A3=0.Ist b=0,sosind aund b linear abhéngig. Ist b # 0,
etwa bs # 0, so folgt aus A1 =0 und Az =0:

as

az = —by, a1 = %bl. AuBlerdem gilt a3 = a—3b3.
b3 bs bs

Also ist a = ‘g—?b. Ist by # 0, so ergibt sich in analoger Weise a = Z—Zb; aus
3 2
b1 # 0 folgt a = Z—llb.
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(b) DaB a und b senkrecht zu a X b sind, ergibt sich durch Nachrechnen. Sei
umgekehrt x | a, x L b. Da a und b linear unabhéngig sind, ist eine der De-
terminanten A, Az, A3z von Null verschieden, etwa As # 0. Die Bedingungen
(a,x) = (b,x) =0 lauten komponentenweise

a1z1 + az2x2 + azxz =0 brw a1T1 + a2x2 = —aszxs
biz1 + baza + bzxs =0 ' bix1 + baxe = —bszs

Die Cramersche Regel §5:6.2 ergibt

a2bz — azbs Ay aszbi — a1bs Ao
= ———I3 = —I3 Tog = ————— T3 = —I3.
a1bz — azb: Az~ a1bz — azb: As

Mit der trivialen Beziehung x3 = 2—2:}03 zusammen ergibt sich

X3
X =-—axb.
Az

Die Falle Ay # 0 bzw. Az # 0 werden in analoger Weise behandelt .

() llal®[bl*sin* o = [la]*|[b]|*(1 - cos® p) = [a]l?||b]|* - (a,b)?
= (ai + a3 +a3) (b + b3 + b3) — (a1b1 + az2bz + azbs)?

= (a2bs — a3b2)2 + (asb1 — a1b3)2 + (a1b2 — a2b1)2 = |la x bH2 . O

3.3 Zur Dreifingerregel

Leistet das Kreuzprodukt das Gewiinschte 7 Ist ¢ ein Vektor der in 3.1 angege-
benen Art, so folgt aus der Forderung (a) zunédchst ¢ = A - a x b, sieche 3.2 (a).
Aus der Forderung (b) von 3.1 folgt dann |A| = 1 nach 3.2 (¢), also ¢ = +a x b.

Die Forderung (c) (Dreifingerregel) wird tiber das Vorzeichen entscheiden und
¢ damit festlegen. Behauptet wird, daf3 das Dreibein a,b,a X b (in dieser Rei-
henfolge) immer der Dreifingerregel gentigt.

(a) Wir priifen dies fiir eine einfache Situation nach: Fiir den orientierten Winkel
1 zwischen den linear unabhéangigen Vektoren (a1,az2) und (b1,b2) der Ebene
gilt nach §5:7.2

a1b2 — a2b1

siny = .
vV (a? + a3) (bt + b3)
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Ist a1b2 — a2b1 > 0, so ist 0 < ¥ < m, und die Vektoren

ai b1 0
a=|a2], b= ba |, es = [0
0 0 1

geniigen offenbar der Dreifingerregel. In diesem Fall ist

0
axb= 0
a1b2 — a2b1

tatséchlich ein positives Vielfaches von es. Ist a1b2 — a2b1 < 0, so geniigen a,
b und —e3 der Dreifingerregel, und a x b ist ein positives Vielfaches von —es.

(b) Sind a und b in allgemeiner Lage, so werden wir spater sehen, dafi wir
das Dreibein a, b und a x b starr in die Situation (a) tiberfithren kénnen und

von dort auch starr wieder zuriick, so dafi die Verhéltnisse in Bezug auf die
Dreifingerregel erhalten bleiben.

3.4 Eigenschaften des Vektorproduktes

(a) axb=—bxa (Schiefsymmetrie).

(b) (da+pBb)xc=aaxc+ b xc,
ax (Bb+vyc)=Faxb+~yaxc (Linearitit in jedem Argument).

(¢) (axb)xc=(a,c)b—(b,c)a (GraBmannscher Entwicklungssatz).
(d) (axb)yxc+(bxc)xa+(cxa)xb=0.

Das Vektorprodukt ist also weder kommutativ noch assoziativ.

[(A]. Wann gilt (axb)xc=ax (bxc)?

BEWEIS.
(a) und (b) folgen direkt aus der Koordinatendarstellung 3.2.

(d) folgt aus (c) [UA].

(¢) ergibt sich durch direkte Rechnung:
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agbg — CL3b2 C1
CL3bl — CL1b3 C2
a1by — az2b1 c3

(axb)xc =

albz — CLle Cl (a2b3 — a3b2)
(a2bs — asba)ca — (asbr — a1bs)c1

(azbr — a1bs)cs — (arbz — azbi)cz )

CL161 + a303 b2 — (blcl + b3C3)
alcl + CLQCQ b5 — (blCl + bQCQ)

aic1 + azcz + azcs)ba — (bic1 + baca + bses)a
(arc1 + azca + azces)bs — (bicr + baca + bzcs)a

0«262 + as% bl (bQCQ + bdcd)
az
as
( aic1 + azca + azes)br — (bicr + baca + bzes)an )
a2
as

= (a,c)b—(b,c)a. =

3.5*% Gleichformige Kreisbewegung im Raum

Bei einer gleichformigen Kreisbewe-
gung um den Mittelpunkt xo gilt fiir
den Geschwindigkeitsvektor x(t)

x(t) = w x (x(t) — xo) .

Dabei liegt der Drehvektor w in Rich-
tung der Drehachse, also senkrecht zur
Kreisebene, und seine Lénge ist die
Winkelgeschwindigkeit w.

Denn zunéchst gilt — wir nehmen etwas
Differentialrechnung vorweg —

x(t) = xo0 + r(cos(wt) a + sin(wt) b),

x(t) = rw(—sin(wt) a + cos(wt) b),

wobei a und b zueinander senkrechte Vektoren der Lange 1 in der Bahnebene
sind und r > 0 der Bahnradius ist. Der Vektor

w:=waXxb

steht senkrecht zur Bahnebene und hat die Lange w. Die Behauptung ergibt
sich nun mit Hilfe des GraBmannschen Entwicklungssatzes [UA].
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4 Entwicklung nach Orthonormalsystemen, Orthonormalbasen

4.1 Linearkombinationen, Aufspann, Orthonormalsysteme

Fiir Vektoren vi,..., vy des R"™ heifit die Menge aller Linearkombinationen
tivi+---+tEvE mit t1,...,t, € R der Aufspann von vi,..., vy (auch lineare
Hiille oder Erzeugnis der Vektoren vi,...,vy). Wir schreiben

Span{vi,...,vi} = {tivi+ ... +tevk | t1,...,tk ER}.

BEISPIEL. Sind a und b linear unabhéngig, so ist Span {a, b} eine Ebene durch
den Nullpunkt, vgl. 1.3.

Vektoren vi,...,v, im R" bilden ein Orthonormalsystem (ONS), wenn

1 fir =g,
(vi,vi) =0 = { 0 fiir i # J.

d.h. wenn sie die Lange 1 haben und paarweis aufeinander senkrecht stehen.

4.2 Orthogonale Projektion
Sei vi,...,vE ein Orthonormalsystem und
E = Span{vi,...,vi}.

Wir wollen den Begriff ,,orthogonale Projektion* von 2.4 verallgemeinern. Dazu
suchen wir zu einem gegebenen Vektor x € R" denjenigen Vektor y € E, der
zu x den kleinsten Abstand hat. Dieselbe Rechnung wie in 2.4 zeigt [TA]:

k k k
2 2 2 2
e = 35t = el = 3 (vex)? 35 (1 (i)
i=1 i=1 i=1
Dieser Ausdruck wird genau dann mi-
nimal, wenn t; = (v, x), i =1,...,k.
Der Punkt auf E mit minimalem Ab-
stand zu x st also gegeben durch x
k
Px =Y (vi,x)vi. Vo

i=1
Px heifit die orthogonale Projekti-

Px
on von x auf F.

Px ist auch charakterisiert durch

PxeFE, x—Px 1L FE.
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Denn einerseits ist

<X—PX, ;tjvj'> = ;tj ((X,Vj>_<PXan>) =0,

da
K

k
(Px,vi) = (Y (x,vi)vi, vi ) = S (x,vi)(vi,v) = (x,v;).
i=1 i=1
Andererseits folgt aus y € £ und y —x L vi,...,vy die Beziehung y = Px
[0A].
4.3 Ebene und Normale
Sei E eine Ebene im R® durch den Nullpunkt,

E = Span{a,b}.
Alle zu E senkrechten Vektoren bilden die Normale von E:
E* = {XEIR3 | (x,v) =0 fir alle VEE} .

Nach 3.2(a) ist E* die Gerade {An | A € R} = Span {n} mit dem Einheits-
normalenvektor

N — axb
|lax bl

Die zu n senkrechten Vektoren sind gerade wieder die Vektoren von E. Wir
driicken das so aus:

Ett =E.

BEWEIS.
(a) Direkt aus der Definition folgt E C E++.

(b) Wir zeigen E++ C E. Fiir die orthogonale Projektion P auf E gilt ( Px,n) =
0. Sei x € E++, also x L n. Mit x — Px L E, also x — Px = tn folgt

|x — Px|* = (x — Px,x — Px) = (x — Px,tn) = t(x,n) —t(Px,n) =0,
also x — Px =0 und damit x = Px € E. |
4.4 Orientierung von Orthonormalsystemen im IR3
Bilden die Vektoren vi,vz,vs ein ONS im IR, so ist entweder
vy =vy X vy oder vz = —vi X Va.

Im ersten Fall sprechen wir von einem positiv orientierten ONS (Rechtssystem),
im zweiten Fall von einem negativ orientierten ONS.



5 Aufgaben 139

BEWEIS.

Da vz auf vi und va senkrecht steht, gilt vs = ¢ vi X v2 nach 3.2(a). Die
Konstante c ergibt sich aus

L=|vs|| =lc|-[[vi]l - [[vz]| -sin § =|c|, also ¢ =1 oder ¢ = —1. |

4.5 Entwicklung nach Orthonormalbasen im IR3?

Bilden die Vektoren vi,va,vs ein ONS im R, so laft sich jeder Vektor x € R®
in eindeutiger Weise als Linearkombination x = a1vi + a2va + asvs schreiben.

Die Koeffizienten a; ergeben sich sehr einfach aus a; = (vi,x), es ist also
x={(vi,x)vi+ (va,x)va + (v3,x)Vv3.

In dieser Situation heifit das System der vi eine Orthonormalbasis fiir R2.

BEWwWEIS.
(a) FEindeutigkeit: Aus x = a1v1 + a2va + asvs folgt

3

3
(vE,x <v;€7 Zajvj > Z (VE, Vi) = ag

wegen ( Vi, V) = 0k,

(b) Darstellbarkeit: Wir betrachten die Ebene E = Span {v1,va}. Die ortho-
gonale Projektion von x auf E ist

Px = (vi,x)vi + {v2,x)va.

Nach 4.2 ist x—Px L E, also ist x — Px ein Vielfaches von vi x vz nach 3.2(a).
In 4.4 hatte sich ergeben, dafl vi x v2 bis auf das Vorzeichen gleich vj ist. Also
ist x = Px+ Avs, und X ergibt sich nach (a): A = (vs,x). O

5 Aufgaben

5.1 Riumliche Drehung. Berechnen Sie das Bild des Vektors x = (1,1,1)
unter der Drehung D mit Drehvektor w = %(27 2,1) und dem Drehwinkel %
Anleitung: Verschaffen Sie sich ein ONS a, b, ¢ mit ¢ = w, vgl. 3.5.

5.2 Hessesche Normalform. Zeigen Sie: Die Ebene E durch xo parallel zu
Span {a, b} ist durch die Gleichung (x — xo,n) = 0 gegeben mit n = ﬁ.
Fiir jeden Vektor x € R® ist d = |{x — x0,n)| der Abstand des Punktes x von
E.
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5.3 Die Ebene FE sei gegeben durch die Gleichung 2z — x2 + 2x3 = 3.
a) Geben Sie eine Parameterdarstellung von E.

b) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P = (%, 2, —4) von F.
)

d) Spiegeln Sie den Punkt P an E.

Bestimmen Sie die orthogonale Projektion von P auf FE.

(
(
(
(

5.4 Wir betrachten den Zylinder im R® mit Achse

1 2
A:{ (1) —|—t<—2> |t€]R} und Radius 1.
1 1

(a) Warum liegt der Punkt P = (2,1, 2) auf dem Zylindermantel ?

(b) Geben Sie die Tangentialebene FE an den Zylinder im Punkt P in Hessescher
Normalform an und in Parameterdarstellung.

5.5 Das Spatprodukt

Das Volumen des nebenstehenden
Spatkristalls ist definiert durch

wobei I die Flache des von a und b auf-

gespannten Parallelogramms ist und h ¢ -

die Hohe des Spats iiber diesem Paral-

lelogramm. Dabei sollen a und b linear n

unabhingig sein.

Zeigen Sie V = |(a x b,c)|.
HINWEIS: h ist die Lange der orthogonalen Projektion von ¢ auf die Normale n

von Span{a, b}.

Aufgaben. (a) Rechnen Sie fiir das Spatprodukt S(a,b,c) := (ax b,c)
nach, dafl

S(b,c,a) = S(c,a,b) = S(a,b,c).

(b) Zeigen Sie: Das Spatprodukt &ndert sein Vorzeichen bei Vertauschung zweier
Eintrage, also

S(b,a,c) = —S(a,b,c) = S(c,b,a) = —S(c,a,b) usw.

(Eigenschaften des Vektorprodukts, Benlitzung von (a)).

Auf das Spatprodukt kommen wir in § 17 (Determinanten) noch einmal zuriick.
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Analysis einer Veranderlichen

§ 7 Unendliche Reihen

1 Reihen im Reellen

1.1 Problemstellung. Wie lat sich dem symbolischen Ausdruck

apt+air+taz+ ... = ak

18

k

0

ein Sinn geben ? Selbstverstdndlich kénnen wir nicht unendlich viele Zahlen
addieren. Wir kénnen jedoch aus den Partialsummen

n
Sn =aot+ar+a+ ... +an =Y ax
k=0

eine Folge bilden und deren Grenzwert — soweit vorhanden — als die gesuchte
»Summe* ansehen. Wir bezeichnen die Folge (s») als Reihe mit den Gliedern
ar. Hiermit ist unser Problem auf die Untersuchung von Folgen zuriickgefiihrt,
wofiir die Konvergenzkriterien von §2:9 zur Verfiigung stehen. Hinzu treten
weitere, fiir Reihen spezifische Konvergenzkriterien.

Reihen gehoren zusammen mit den Integralen zu den wichtigsten konstruktiven
Hilfsmitteln der Analysis. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, Funktionen, Integra-
le und Lésungen von Differentialgleichungen darzustellen und mit beliebiger
Genauigkeit zu berechnen. Hierbei spielen zwei Typen von Reihen eine ausge-
zeichnete Rolle, die Potenzreihen

ap + a1z + a2z2+ N
und die trigonometrischen Reihen
ao + (a1cosx + bisinz) + (azcos2z + basin2zx) + ... .

1.2 Konvergenz und Divergenz von Reihen

Gegeben seien reelle Zahlen ao,a1,.... Wir bilden die Partialsummen

n
Sp == a0 + ... + ap = Eak.
k=0

Besitzt die Folge (sn) einen Grenzwert a, so schreiben wir
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und nennen die Reihe i ar konvergent; andernfalls heifit diese Reihe diver-
gent. o

Wir verwenden also das Symbol i ay, in zweierlei Bedeutung: Einerseits steht
es fiir die Aufgabe, das Konvergke:r?zverhalten der Folge (sn) zu untersuchen,
andererseits als Abkiirzung fiir deren Grenzwert a = lim s, falls dieser exi-

n— oo
<]

stiert. Eine Gleichung a = ) ar lesen wir so: Die Reihe konvergiert, und ihr
k=0
Grenzwert ist a.

Entsprechend steht hinter dem Symbol
Z ag (N S ]N)
k=N

die Frage nach der Konvergenz und ggf. dem Grenzwert der Folge der Partial-
summen

Sn = an+ant1+ ... tan= >, ax (n>N).
k=N

1.3 Beispiele
(a) Fir die geometrische Reihe gilt

&, 1
Sgf = —— fiir ¢ < 1.
k=0 l—q
_nt+1
Dennesist s, = 14+q+qg>+ ... +¢" = = 1q_q fiir ¢ #1 nach §1:6.11, und
fir |¢/ <1 gilt lim ¢"™' =0.
(b) Es gilt
> 1
— =1,
Z D
denn wegen k:(k:1+1) = % - HL,C ergibt sich
n 1 1 1 1 1 1
n = — = (1-= e — —
s kz::lk(k+1) ( 2>+(2 3>+ +<n n—|—1>
= 1—; — 1 fiir n— oc0.
n+1

o0
(c) Die Reihe > ]%2 konvergiert, denn die Partialsummen s,, bilden eine mo-

k=1
noton wachsende, nach oben beschrankte Folge:

1
Spn = Sp—1+ ﬁ > Sn—1,
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und nach der Rechnung in (b) folgt
Sn -‘r 55 T 3—2 + ...+ Z
1 1 1 1
1+ —+-— ——=14+1-= 2.
<Sltigtygt o teoon ity <

Den Grenzwert konnen wir erst in §28:6.3 bestimmen; es ergibt sich %2

o]

(d) Die Reihe Y (—1)* konvergiert nicht, denn fiir die Partialsummen gilt
k=0

{ 1 falls n gerade,
Sn =

0 falls n ungerade.

(e) Die harmonische Reihe ) % divergiert, denn die Folge der Partialsum-
k=1
men ist unbeschrankt wegen
san = 1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ +
moT 2 \3"1 56 7 °8) "

+(—¥L—+ +10
2n—1+1 on

1.1, 1 1
T4 -4+22 44+ ... 4271 = =1
> l+o+25+40+ .+ n -

|3

1.4 Zur Geschichte. (a) Die geometrische Progression 1, ¢, ¢, ... spielte ei-
ne grofle Rolle fiir die Zahlentheorie und die Inhaltslehre der Griechen. Buch X
der Elemente des EUKLID, auf die sich noch NEWTON berief, beginnt mit dem
Satz: ,,Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher (gleichartiger) Groflen von
der grofleren ein Stiick grofier als die Halfte weg und vom Rest ein Stiick grofler
als die Halfte und wiederholt das immer, so mufl einmal eine Grofle tibrigblei-
ben, die kleiner als die kleinere Ausgangsgrofle ist.“ Den anschlieBenden Zusatz,
die jeweilige Wegnahme der Hélfte betreffend, formulieren wir heute so, daf
a— %a — ... — (3)"a beliebig klein gemacht werden kann. Daf die Flichen
Iy, F> zweier Kreise sich wie die Quadrate der Durchmesser di, d2 verhalten,
wird in Buch XII so bewiesen, dafl diese Beziehung zunéchst fiir regelméafige
Polyeder gezeigt wird. Mittels Approximation der Kreise durch ein— bzw. um-
beschriebene regelméfige 2"—Ecke und Verwendung des obengenannten Satzes
werden dann die Annahmen F; : Fy < d% : d% bzw. Fy : Fy > d% : d% zum Wi-
derspruch gefiihrt. ARCHIMEDES bewies seinen aus mechanischen Uberlegungen
gewonnenen Satz iiber die Fliache eines Parabelsegments durch Ausschlufl des
Gegenteils, indem er das Segment mit einem Netz von Dreiecken iiberzog und
ausniitzte, da & —a (% + = +...+ (3)") beliebig klein gemacht werden kann.
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(b) Exhaustionsbeweise dieser Art waren Widerspruchsbeweise und setzten da-
her schon Kenntnis der richtigen Verhéltnisse voraus. Um Verfahren zum sy-
stematischen Auffinden von Flachen— und Rauminhalten entwickeln zu konnen,
mufite der Rahmen der strengen griechischen Mathematik zunéchst gesprengt
werden; dies betraf insbesondere die Auffassung vom unendlich Kleinen und un-
endlich Groflen. Die ersten Schritte in diese Richtung machte schon ARCHIME-
DES; seine Ideen erfuhren zu Beginn des 17. Jahrhunderts eine Renaissance durch
KEPLER (vgl. §16:5.4), GALILEO und dessen Schiiler CAVALIERI (vgl. §17:4.2).

Pietro MENGOLI (1647), Jan HUDDE (1656) und Niklaus KAUFMANN (MERCA-
TOR, 1668) gaben fiir die Fliche unter der Hyperbel —— iiber dem Intervall

1+t
[0, z], d.h. fiir log(1 + z), Darstellungen der Form

2?2 2 2t

PR Ny

+ ...

€T —

In der Folge gewannen Reihenentwicklungen zunehmend an Bedeutung fiir die
Differential- und Integralrechnung, insbesondere als Losungsanséitze fiir Diffe-
rentialgleichungen.

(¢) So erfolgreich der Reihenkalkil im 18. Jahrhundert gehandhabt wurde, so
schwankend waren die Vorstellungen iiber dem Reihenbegriff und die fiir ihn
geltenden Regeln. Die Formel 1 —1+1—-1+4+ ... = % begriindeten LEIBNIZ
1737 iiber den Grenzwert der arithmetischen Mittel der Teilsummen und EULER
1754/55 durch Einsetzen von z = —1 in ﬁ =1+z+2?+ ... Fir 2 = -2
erhielt Euler 1—2+4—8+ ... = 1 und er diskutierte das Pro und Kontra sol-
cher Betrachtungen bei divergenten Reihen. Der Mangel an prazisen Kriterien
trat offen zutage, als die Diskussion iiber die Entwickelbarkeit einer Funktion
in eine trigonometrischen Reihe, wichtig fiir Schwingungs— und Warmeleitungs-
probleme, zum Glaubensstreit geriet. Wir verweisen hierzu auf die lesenwerten
historischen Anmerkungen bei [HEUSER: Gewohnliche Differentialgleichungen,
VI]. Die strenge Begriindung von Konvergenz— und Stetigkeitsbetrachtungen
wurde 1816/17 von BOLZANO eingeleitet; die Grundziige der Reihenlehre wur-
den von CAUCHY entwickelt und 1833 publiziert, vgl. dazu 5.1.

1.5 Eigenschaften konvergenter Reihen

(a) Aus Zak =a und Zbk =b folgt Z (aar + Bbr) = aa+ Bb.
k=0 k=0 k=0

(b) Abdanderung von endlich vielen Gliedern dndert das Konvergenzverhalten

der Reihe nicht, d.h. konvergente Reihen bleiben konvergent und divergente Rei-

hen bleiben divergent. Aber anders als bei Folgen bewirkt die Abanderung eines

Reihengliedes auch eine Anderung des Grenzwertes.
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(¢) Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.

Letzteres ist fiir die Konvergenz der Reihe zwar notwendig, aber nicht hinrei-
chend, wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt.

Fiir |g| > 1 ist (¢*) keine Nullfolge, also divergiert qu fir |q| > 1.
k=0

BEWEIS.

(a) Setzt man s, = Zam n = Zbk’ so gilt
— k=0

Z aay + Bby) = asp, + Btn, — aa+ Bb fir n — oco.

(b) Gilt fiir zwei Reihen mit den Gliedern ag, by, und den Partialsummen sy, t
ak:bk fﬁl” k2N7

so folgt sn—(ao—|—a1 +...+aN) = tn — (b0+b1—|—...+bN) fir n > N.
Die Konvergenz der einen Reihe ist somit gleichwertig mit der Konvergenz der
anderen. Im Fall der Konvergenz gilt

Zak—(ao+a1+... -‘rCLN) = Zbk—(b0+b1+--~+bN)~
k=0 k=0

n
(c) Ist eine Reihe s, = Y ax konvergent mit Grenzwert a, so gibt es zu jedem
k=0
e >0ein ne mit |a — sp| < e fir n > n., somit gilt fir n > n. +1

lan| = [sn — $n—1] < |sn —a|+|a— sn-1] < 2¢. O

2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

2.1 Das Monotoniekriterium. FEine Reihe Zak mit ap > 0 (endlich viele
k=0

Ausnahmen sind zugelassen) konvergiert genau dann, wenn die Folge der Par-

tialsummen nach oben beschrankt ist.

BEWEIS.

Ist ap, > 0 fiir n > N, so ist Sp41 = Sp + Ant+1 > Sn fiir n > N, also ist die
Folge (sn) schlieflich monoton wachsend. Nach dem Monotoniekriterium §2:9.4
ist eine monoton wachsende Folge genau dann konvergent, wenn sie nach oben
beschrankt ist. m|
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2.2 Das Majorantenkriterium

Gilt von einer Nummer N ab |ar| < bk, und ist die Reihe E br konvergent,

k=0
=)

so konvergiert auch die Reihe Z ak.
k=0

Die Reihe Y bi heifit Majorante fiir die Reihe ) ax.
k=0 k=0

Der Beweis dafiir wird in 5.2 gleich fiir komplexe Reihenglieder gefithrt und sei
bis dahin zurtickgestellt.

Das Majorantenkriterium ist von grofler praktischer Bedeutung. Die am hau-
figsten verwendeten Majoranten sind

oo o0 I
SSMr* (0<r<1) und Y =
k=0 k=1
Beide Reihen konvergieren nach 1.3 (a) und (c).
2.3 Beispiele fiir die Anwendung des Majorantenkriteriums
oo k

(a) > % konvergiert fiir jedes = € R.
k=0 I

Zum Nachweis wéhlen wir ein N € IN mit N > 2|z|. Fiir & > N gilt dann
N k=N N k k
e Y el 1y
N+1 kK — N! \2 N! 2 2
1

[e) k
> M(—) ist also eine Majorante.
K=o \2

l‘k

Iz

(b) > kq" konvergiert fiir |¢| < 1. Zum Beweis beniitzen wir nochmals den
k=1
Kunstgriff von §2:5.5. Wir setzen r := \/|g| und ax := k¢". Dann ist

lag| = kP r*

Die Folge (k rk) ist als Nullfolge beschrénkt, etwa kr® < M fir alle k € IN.
Es folgt

lak] < Mrk,

oo
und wegen 0 <r <1 ist Z Mr* eine konvergente Majorante.
k=1
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2.4 Das Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen

Bilden die positiven Zahlen ao, a1, ... eine monoton fallende Nullfolge, so kon-
vergiert die Reihe Y. (—1)*ay . Fir die Teilsummen s, = Y. (=1)*ax und
k=0 k=0

den Grenzwert s einer solchen Leibniz—Reihe gelten die Abschdtzungen
Song1 <8 < s2n und s — sn| < an.

BEWEIS.

Wir zeigen, dafl die Intervalle [s2n41,S2n] eine Intervallschachtelung bilden:
Wegen agn—1 > a2n > aznt1 gilt

S2n4+1 = S2n—1 + Q2n — G2n41 = S2n—1 = S2(n—1)41,

Son = S2p—2 — A2n—1 + A2n < S2n—2 = S2(n_1),

2n—+1

Son — S2n41 = —(—1) a2n+1 = A2n+1 — 0 fiir n — oo.

Fiir die von dieser Intervallschachtelung erfafite Zahl s gilt

s = lim s, = lim saop41.
n— oo

n— oo

Fiir gerades n ist sp4+1 < s < sy, also
s —sn| = sn—58 < $p — Snt1 = Gnt1 < an;
fiir ungerades n ist s, < s < sp—1, also
|s —sn] = s —8n < Spn—1 — Sn = an. O

2.5 Beispiele

Die folgenden Reihen konvergieren nach dem Leibniz—Kriterium:

1 1 1 ey kel
1-5+3 41..._2( Dl
k=1
1 1 1 > e 1
l—4-—2+.. = -1
3757 kz_o( T
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2.6 Aufgaben

(a) In den Voraussetzungen des Leibniz—Kriteriums ist die Monotonieforderung
unentbehrlich. Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel durch ,,Mischen“ der beiden

o 1 = 1
Reihen )% und ) 5.
k=1 k=0

(b) Warum konvergiert die Reihe 3 log(k + 1) e * ™% ?
k=0

o0
(¢) Warum konvergiert die Reihe I;O(—l)km? Wir bezeichnen den
Grenzwert dieser Reihe mit s, die Partialsummen wieder mit s,. Geben Sie
ein N an mit

lsn — 8| <0.5-107%
Berechnen Sie 2+/3 sy. Welche Vermutung ergibt sich fiir s?

(d) Sei s, = ,;1(_1)]671% (i)k und s = ,}LH;O Sn. (Warum existiert dieser
Grenzwert ?7) Geben Sie ein N an mit
lsy — s/ <0.5-107°

und bestimmen Sie e®N mit dem Taschenrechner. Welche Vermutung drangt
sich fiir s auf?

3 Komplexe Folgen, Vollstindigkeit von C

3.1 Konvergenz komplexer Zahlenfolgen

Eine Folge (z,) komplexer Zahlen konvergiert gegen z oder hat den Grenz-
wert z, wenn

lim |z —z,| = 0.
n—oo
Hierfiir schreiben wir

lim z, = 2z oder auch z, — 2z fir n — 0.

Die Folge (zn) heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt.
3.2 Eigenschaften konvergenter Folgen
(a) Jede konvergente Folge ist beschrankt.
(b) Aus zp, — z folgt ¢z — ¢z fir n — oo.
(¢) Aus z, — z und w, — w fiir n — oo folgt
Zn +wn — z+w und zn-wp, — z-w fir n — oco.

(d) Aus z= lim z, folgt z = klinolo Zn,, fur jede Teilfolge (zn, ).

n—oo
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Zum BEWEIS.

Per Definition gilt z, — z, wenn (|z—zy|) eine reelle Nullfolge ist. Die fiir reelle
Nullfolgen grundlegenden Beweistechniken sind das Vergleichskriterium §2:4.9
im Kombination mit der Dreiecksungleichung. Nach demselben Prinzip wer-
den wir spater die Konvergenz im IR"™ und in unendlichdimensionalen Radumen
behandeln. Die Beweistechniken fiir Aussagen vom Typ (a), (b) und (c) sind
immer dieselben und sollten deshalb sicher beherrscht werden. Wir {iberlassen
Thnen daher den Beweis als [A]. Sollten Sie nicht ohne Hilfe zurechtkommen,
so libertragen Sie die Beweise aus §2:5 und §2:6.7.

3.3 Zwei Ungleichungen

Die weiteren Betrachtungen stiitzen sich auf zwei Ungleichungen, die wir schon
unter §5:8.6 formuliert und bewiesen haben. Wir geben sie noch einmal wieder:

(a) Fir z=z+iy gilt max{|z[, [y} < |2] < |z[+ [yl

(b) Dreiecksungleichung nach unten: ||z| — |w\| < |z —w).

3.4 Konvergenz von Real- und Imaginérteil

Fir z, =z, +iyn und z =z + iy gilt
Zn — 2 = Tn —T und Yn — Y.

BEWEIS.

»=—="“: Wie eben gilt |z, —z| <|zn — 2|, |yn —y| < |2n — z|. Aus z, — 2z, d.h.
|zn — z| — 0 folgt |zn — 2| — 0 und |y, —y| — 0 nach dem Vergleichssatz fiir
reelle Nullfolgen.

p<=“: Aus z, — x und y, — y folgt |xn — x| + |yn —y| — 0. Es ist aber
|zn = 2| < |zn — x|+ lyn —yl| (s.0.). o

3.5 Weitere Eigenschaften konvergenter Folgen
(a) Aus z, — z folgt |zn| — |2|.
(b) Es gilt z, — z genau dann, wenn z, — Z.

(¢) Ist 2z, — 2z und z # 0, so gibt es ein np mit |z,| > l% > 0 fir n > no.
Ferner gilt

1
— =
Zn

W | =

BEWEIS.
(a) Dreiecksungleichung nach unten: }|zn| — |z” < |zn — 2|.

(b) lzn — 2| = [zn — 7.
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(c) Waéhlen wir € = |2|/2, so gibt es ein ng € IN, so daBl |z — z,| < € fiir alle
n > no. Also folgt mit der Dreiecksungleichung nach unten fiir n > ng

z
lzn] = lz—=(z—2zn)| > 2| — |z —2a| > |2| —€ = %>0,
1_1 = |2 = znl 2|2n — 2| ls =]
z  Zn 2| - |2n] |2[? |2[?

3.6 Cauchy—Folgen und Vollstindigkeit von C

Eine Folge (z») von komplexen Zahlen heifit Cauchy—Folge in C, wenn es zu
jedem € > 0 ein n. € IN gibt, so dafl

|zn — 2zm| <& fiur alle m,n > n..

Wie im Reellen gilt der

Satz iiber die Vollsténdigkeit von C: Eine Folge (zy) ist genau dann kon-
vergent, wenn sie eine Cauchy—Folge ist.

BEWEIS.
(a) Ist (zn) eine Cauchy-Folge und sind £, n. wie oben gewéhlt, so folgt nach 3.3
fiir die Realteile z,, und die Imaginéarteile y,, erst recht

|Tn —Zm| < & |Yn —ym| < €

fiir n, m > nc, d.h. die reellen Folgen (z), (y») erfiillen die Cauchy—Bedingung.
Wegen der Vollstandigkeit von R (§2:9.6) gibt es also reelle Zahlen z,y mit
Tn, — x und y, — y. Fir z = x + 4y ist dann 2z, — 2z nach 3.4.

(b) Ist umgekehrt die Folge (zn) konvergent und z = lim z,, so gilt

n—oo
|2n — 2m| = |z2n — 2+ 2 — 2m| < |20 — 2|+ |2 — 2m] -

Wihlen wir n. so, daf |z — 2| < & fiir k > ne, so ist |z, — 2m| < 2¢ fur
n,m > Ne. d

4 Reihen mit komplexen Gliedern

4.1 Konvergenz von Reihen

Sind ao, a1, ... komplexe Zahlen, so fithren wir in volliger Analogie zu den Rei-
hen mit reellen Gliedern die Begriffe Reihe, Partialsumme, Konvergenz und
Divergenz einer Reihe ein, vgl. 1.2. Eine Gleichung

[
18

ag
k

0

bedeutet wie im Reellen: Die Folge der Partialsummen konvergiert und hat den
Grenzwert a.



4 Reihen mit komplexen Gliedern 151

4.2 Eigenschaften konvergenter Reihen

(a) Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn die aus Real— und Imagindrteil
der Glieder gebildeten Reihen konvergieren. In diesem Fall gilt

[ee]

S(me+iyr) = DT +iy. Yk-
k=0 k=0 k=0

(b) Aus a= > ar und b= > by folgt fir o, € C
k=0 k=0

[ee]

aa+ b =Y (aar + Bbi).

k=0

(¢c) Fine Abdnderung von endlich vielen Gliedern dndert das Konvergenzver-
halten einer Reihe nicht. Konvergiert eine der folgenden Reihen, so auch die
andere, und es gilt

oo oo
Yar=aot+a+ ... +av+ D ax.
k=0 kE=N+1

(d) Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge.

BEWEIS.
(a) folgt aus 3.4.

(b), (c) und (d) verlaufen wortlich wie die Beweise im Reellen, vgl. 1.5. O

4.3 Die geometrische Reihe im Komplexen

Fiir alle z € € mit |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe

e 1

S2F = fiir |2 < 1.
=0 1—=2
Denn fiir [2] < 1 gilt lim [2"T'| = lim [2|""" =0, also
1—z"t 1
lim (1 ™ = i =

Im Fall |z| > 1 konvergiert die Reihe nicht, da die Glieder keine Nullfolge bilden.

4.4 Aufgaben. Sei 0 <r <1lund ¢ € R.

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Y rFe™?.
k=0

(b) Was ergibt sich fiir > r¥sinkep?
k=1
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(c) Stellen Sie > 7¥e™™ + Y r¥e™ % in der Form x + iy dar.
k=0 k=1

(d) Fiir welche z € C konvergiert Y. e**?
k=0

(e) Geben Sie den (reellen) Grenzwert der Reihe > el™~1* an,
k=0
5 Cauchy—Kriterium und Majorantenkriterium

Augustin-Louis CAUCHY (1789-1857) war einer der Wegbereiter der modernen
Analysis. In den Résumés Analytiques (Turin 1833) stellte er die erste metho-
denstrenge systematische Abhandlung iiber unendliche Reihen vor.

5.1 Das Cauchy—Kriterium fiir Reihen

oo
Eine Rethe Y ai ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem & > 0 ein

k=0
ne € IN gibt mit

| > ak| < e firalle m>n>n.
k=n+1

gilt.

BEwWEIS.

Wegen Z ar = Sm — Sn bedeutet die genannte Bedingung, daf} die Folge

k=n+1
(sn) eine Cauchy—Folge in C ist, also nach 3.6 konvergiert. a
5.2 Das Majorantenkriterium. Gibt es zu einer Reihe Z ar eine konver-
k=0

gente Reihe _ by mit
k=0

lak| < by fiir alle k von einer bestimmten Nummer N ab,

oo oo
so konvergieren auch die Reihen Y ar und Y |ag|.
k=0 k=0

oo oo
Die Reihe ) by heifit eine Majorante fiir die Reihe ) ax.

k=0 k=0
Fiir den Konvergenznachweis komplexer Reihen beniitzt man fast ausschliellich
das Majorantenkriterium. In den meisten Féllen verwendet man als Majorante
eine der Reihen

S Mr* mit 0<r<1 oder Zk—cz
k=0

k=1
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BEWEIS.
Fir m >n > N gilt

| iak|§ i\ak\ﬁ ibk.

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Da die Reihe ) by konvergiert, gibt es nach dem Cauchy—Kriterium zu jedem

k=0
€ >0ein n. > N, so daf}

m
0< > br <e firalle m>n>n..
k=n+1

Fiir diese n und m ist dann auch

m m
| E: ak| < E: \aﬂ < g,

k=n+1 k=n+1

d.h. die Reihen Y ar und ) |ax| erfiillen das Cauchy—Kriterium. O
k=0 k=0

5.3 Ungleichungen fiir Reihen

Konvergiert die Reihe Y, |ak|, so konvergiert auch die Reihe Y ax, und es gilt

k=0 k=0
o0 oo o0 oo
| S| < X anl, lim > @ =0, lim > || =0.
k=0 k=0 N—oo p—“N+1 N—oop Ni1
BEWEIS.
Wir setzen

n n
Sn = Y. ak, tn = Y. lax|, t= lim t,.
k=0 k=0

n— oo

Die Konvergenz der Reihen . ar, Y. l|ak| ergibt sich aus dem Majo-
k=N+1 k=N+1
rantensatz, insbesondere existiert s = lim s, . Es folgt mit Hilfe von §2:6.2
sl = | Yoak | < lax| = ta <t
k=0 k=0
also
| > ak | = |s| = lim [sn| <t = > |ax]
k=0 nTee k=0
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Nach 4.2 (c) gilt

t—ty = Y. l|ax|, somit 0 = Jim (t—tn) = lim > |axl.
k=N+1 N—oo N—oop N+1

Wegen | > ak|§ > law| (s.0.) folgt

b N1 k=N41
oo
lim Y ar=0 O

5.4 Beispiele
(a) Die Reihe

[ee]

k
|‘7J! ist Majorante und konvergiert

NgE

konvergiert fiir alle z € C, denn

k

0

nach 2.3(a).

(b) Die Reihe
> kz*
k=1

konvergiert fir |z| < 1, denn sie besitzt die nach 2.3 (b) konvergente Majorante

k=1

5.5 Aufgaben. Zeigen Sie:

(a) Konvergieren die Reihen Y |ax|> und Y |bx|* mit ay, by € C, so konver-
k=0 k=0

giert auch Y @bk, und es gilt
k=0

o0 1 o0 oo
| Y @b | < 3 (Z Jar* + 2 bﬁ) ~
k=0 k=0 k=0

(b) Konvergiert Y |ax|?, so auch > Gk
k=1 =1 k

6 Umordnung von Reihen

6.1 Problemstellung. Inendlichen Summen von reellen oder komplexen Zah-
len konnen beliebig Klammern gesetzt und Vertauschungen vorgenommen wer-
den:
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ao+a1+ ... +as = (a0 +a1) + (a2 + as + a4 + as) + (as + a7 + as)

ap+az+ar+ag+a1+as+as+ a3+ aq.

(a) Gilt fur Reihen auch eine Art von Assoziativgesetz ? Die Prézisierung dieser
Frage lautet: Es sei n1 < n2 < ... eine Teilfolge in INg = {0,1,2,...} und

b1:a0+a1+...+an17 62:(1”1+1+...+an2,..,.

Folgt dannaus ) b, =a auch Y ar = a, d.h. ist Klammeraufldsung erlaubt ?
n=1 k=0

Die letzte Frage mufl verneint werden, wie das Beispiel
ar = (—1)" und b1 =ap+a1 =0, b =ax+az=0, ... zeigt.

Klammersetzung ist dagegen erlaubt. Denn fiir die beiden Partialsummen
n m
Sn = Z Ak, tm = Z bn
k=0 n=1

gilt tm = Sn,, , also ist (¢m) eine Teilfolge von (s,) und hat daher denselben
Grenzwert.

(b) Gilt fur unendliche Reihen das Kommutativgesetz ? Betrachten wir eine bi-
jektive Abbildung (,,Permutation“) ¢ von INg = {0, 1,2, ...} auf sich, so enthélt

die umgeordnete Reihe Zaw(k) wieder alle Glieder aj, nur in anderer Rei-
k=0
henfolge.

Gilt stets > ar = D apw)?
k=0 k=0

Die Antwort darauf lautet: nein! Dies zeigte zuerst CAUCHY 1833 am Beispiel
der Leibniz—Reihe

1- -+

+ .

DN =
W=
=

Die umgeordnete Reihe

S T S R R T E A R
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15, 8/ 7
hat den 1.5-fachen Grenzwert der urspriinglichen Reihe.

RIEMANN konnte 1866 zeigen, dafl sich durch geeignetes Umordnen sogar jeder
beliebig vorgegebene Grenzwert erzielen 1a3t, und zwar zeigte er dies fiir alle Rei-
hen, die nicht absolut konvergent sind, vgl. 6.2. Fiir Einzelheiten: [MANGOLDT—
KNopP, Bd. 2, Nr. 78 und 80].
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6.2 Absolute Konvergenz

Eine Reihe Z ar heifit absolut konvergent, wenn Z |ak| konvergiert.
k=0 k=0

o0 o0
Aus der Konvergenz von E |ak| folgt immer die Konvergenz von Z ar nach

k=0 k=0
dem Majorantensatz. Die Umkehrung gilt nicht: Zwar konvergiert die Leibniz—

Reihe kz: (—1)’“71%, die Reihe kz:l |(—1)k*1% = kz:l% aber nicht.
—1 — —

6.3 Der Umordnungssatz

Konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert auch jede Umordnung gegen den-
selben Grenzwert.

Dariiberhinaus gilt:

Ist irgend eine Umordnung > ay,) der Reihe Y ar absolut konvergent, so
konvergiert auch jede Umordnung absolut, insbesondere die gegebene Reihe.

Fir den Beweis siche [MANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 80].

6.4 Doppelreihen

Gegeben sind komplexe Zahlen ai (i,k € No = NU{0}). Um ) aix zu
i,k=0
definieren, bieten sich verschiedene Wege an:

(a) Man bildet E ( Eaik )7 falls die Reihen b; = E a;r und Z b; konver-
i=0 k=0 k=0 i=0
gieren.

(b) Man kann Y a; durch (Z aik) definieren.
i,k=0 k=0 i=0
(¢) SchlieBlich kann man die a;rx durchnumerieren, d.h. die Menge

{ar | i,k € No} als Folge (ag,(n)) durchlaufen und > a,(,) bilden.
n=0

Auf die letzte Moglichkeit wollen wir etwas naher eingehen.

6.5 Lineare Anordnung einer Doppelfolge

Unter einer Anordnung (Abzdhlung) der Paare (i,k) (i,k € INg) verstehen
wir eine bijektive Abbildung ¢ von INg auf INg x Ng = {(¢,k) | ¢,k € INo}.

Ist ¢(n) = (i, k), so schreiben wir a,,) an Stelle von a;x. Ein Beispiel fiir eine
Anordnung von INg x INg hatten wir in §1: 11 kennengelernt, wir stellen diesem
noch ein zweites gegentiber:
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Diagonalverfahren Quadratverfahren
aoo  @o1 — @p2 Q03 — ... aoo  Go1 — Ap2 Q03 — ...
N N S ! T ! 1
aip a1 a2 a3 ... aip — a1 aiz Q13
s S ! T
a0 G21 Q22  A23 ... Q20 < Q21 < Q22 A23
I S ! T
asp G311  as2 a3z ... asp — a31 — a32 — 433
90(0 = ( ) )7 90(3) = (07 2) 90(0 = (0’0)’ 90(3) = (07 1)
»(8) =(1,2), usw »(8) = (2,0), usw

6.6 Der grofle Umordnungssatz.

Fir jede Doppelfolge (a;i) in C sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(@) > lapm| konvergiert fir eine Anordnung o,
k=0

(b) > lapw| konvergiert fir jede Anordnung ¢,
k=0

() > ( > |a¢k\) konvergiert
i=0 k=0

(dies schliefit die Konvergenz aller Y |au| fir i =0,1,... ein),
k=0

(d > (Z \aik\) konvergiert
k=0 i=0

(dies schliefit die Konvergenz aller > |aw| fir k=0,1,2,... ein).
i=0

Ist eine dieser vier Aussagen erfillt, so gilt fir jede Anordnung ¢

Y (Xaw) = X (Xain) = X apy)-
i=0 k=0 k=0 1i=0 7=0

Der relativ lange und ziemlich technische Beweis findet sich in [MANGOLDT—
KNoPP, Bd. 2, Nr. 81]. Wesentliche Ideen gehen auf CAUCHY zuriick.
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7 Das Cauchy—Produkt
7.1 Der Produktsatz von Cauchy

Sind die Reihen a = Z a; und b= E br absolut konvergent, so ist auch die
i=0 k=0

Reihe ¢ = Z cn, mit den Gliedern
n=0
Cn ‘= aObn+a1bn—1 + ... +0«n—1b1 +anb0 = Z aibk = Z akbnfk
i+k=n k=0

absolut konvergent, und es gilt
a-b= > cn.
n=0

Der Beweis 148t sich auf den groflen Umordnungssatz zuriickfithren, siehe dazu
[MANGoLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 82].

BEMERKUNG. Konvergiert keine der beiden Reihen absolut, so braucht die Aus-
sage des Produktsatzes nicht zu gelten (CAUCHY 1833).

7.2 Die Exponentialreihe

konvergiert absolut nach 5.4. Weiter ist

E(z4+w) = E(z)- E(w) und E(0)=1.
Denn nach dem Produktsatz gilt E(z) E ¢n mit
n Z nfk' 1 X ke 1 n
a2y k).—n—§() = o)

woraus folgt

E()- E(w) = i(ztlilw)n — E(z + w).

(Spater werden wir sehen, dal F(z) = ¢* = e®(cosy + isiny).)

7.3 Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe des Produktsatzes

1 oo
— = (n+1)z" fir |2|<1.
i = 5
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8§ 8 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

1 Grenzwerte von Funktionen

1.1 Das Beispiel S
T

Zunéchst ist f(z) = Sirgf nur fir x#0 Y
erkldrt. Die Gestalt des Graphen deu-
tet aber darauf hin, dafl f durch
f(0) := 1 sinnvoll in den Nullpunkt
fortgesetzt wird. Wir préazisieren dies.

1.2 Definition und Erlduterung

Die Funktion f sei erklart in einem
nicht einpunktigen Intervall I mit even-
tueller Ausnahme des Punktes a € I.
Wir schreiben T

lim f(z) =b oder Ilim flx)y=0
T —a 31—’@
x €I

(f hat an der Stelle a den Grenzwert b), wenn
lim f(z,) =0 fiir jede Folge (z,) in I\ {a} mit lim z, = a.

Man beachte, da8 in diese Definition der Funktionswert f(a), soweit erklart,
nicht eingeht. Aus drucktechnischen Griinden ziehen wir die Schreibweise

lim f(z)=19

ISx—a

vor. Die Definition umfafit drei Falle:

lim f(z) = b,
I3z—a
so heifit b der rechtsseitige Grenzwert von f(z) an der Stelle a und wird mit

Rechtsseitiger Grenzwert. Ist I = [a,a + [ mit 7 > 0 und

lim f(z) oder kurz f(a+)

r—a+

bezeichnet. Entsprechend ist der linksseitige Grenzwert definiert:

Ist J =]a — r,a] mit r > 0, so setzen wir

lim f(z)= f(a—) := lim f(z),

r—a— Joz—a

falls dieser Grenzwert existiert, d.h. falls fiir jede Folge (z,) mit z, < a und
Zn — a die Folge (f(zn)) einen und denselben Grenzwert hat.

Ist schliellich a ein innerer Punkt von I, so bezeichnen wir
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lim f(z) schlicht mit lim f(zx).

I>z—a r—a

(zweiseitiger Grenzwert).

Fiir die Heaviside—Funktion h y
1 firz>0
h(z) = % firx =0 !
0 firz<0

existieren die einseitigen Grenzwerte
h(0+) = 1 und h(0—) = 0, dagegen
existiert lim h(z) nicht.

z—0

Y

1.3 Beispiele
Sehr niitzlich fiir die Bestimmung von Grenzwerten ist der folgende
Vergleichssatz. Gilt Ialiwnla fz) = Isliwnla h(z) =b und f(z) < g(z) < h(z)
fir alle x € I mit 0 < |z —a| <9, so gilt auch Dlimrgag(gr) =b.
BEWEIS.
Sei (zr) eine beliebige Folge in I\ {a} mit lim z, = a. Dann gibt es ein n;
mit 0 < |zn, —a| <4 fiir n > ns. Nach Voraﬁs;zzzung gilt

f(xn) < g(zn) < h(zn) fir n>ns

und
lim f(z,) = lim g(z,) = b.
Der Dreifolgensatz §2:6.6 liefert dann lim g(z,) = b. O

n—oo

(a) lim cosz = 1. Denn nach §3:8.7 gilt

z—0

1—ﬁ<cosx<1
5 < <1.

22

Die Behauptung folgt aus dem Vergleichssatz wegen lim (1 — %-) = 1, was sich
x—0

aus lim (1 — %) =1 fiir beliebige Nullfolgen (z,) ergibt.

1 —_
(b) lim — 2% — 9.
x—0 i

1

Denn aus 1 — 3

22 <cosx <1 folgt |1 —cosz|=1—cosz < %xQ, also

0 <

1
‘ < §|x\ fir x#0.

‘l—cosx
T
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(¢) lim =% = 1.

z—0 xT

Wir beniitzen die in §3:8.7 gegebenen Abschéatzungen
. .. s
|sinz| < |z| <|tanz| fiir |z < 5

Daraus folgt fiir 0 < |z| < &

T sinx sin x
. <

[y

cosT = <
tan x x

Damit folgt die Behauptung aus (a) und dem Vergleichssatz.

() lim Sk _ 4 ke R) [TA.
xTr— xr
e’ —1
li = 1.
(¢) lim —

Um den Vergleichssatz anwenden zu konnen, beweisen wir die Ungleichung

1 -1 1
< £ < fir 0< |z <1.
1+ |z x 1— ||

Der rechte Teil der Ungleichung wurde in §3:2.3 (¢) bewiesen. Beim Nachweis
des linken Teils verwenden wir e” > 1+ z nach §3:2.3(c). Im Fall z > 0 ist
e’ —1 1 1

1 = .
S i g

Im Fall -1 <2 <0 gilt e >1—x, woraus wir erhalten

1 -z
1—e® =1- >1-—— = ,
¢ e~® 1-=z 1—-=z
und daraus
-1 _1-¢ 1 _ 1
r -z l—z 14|z
1
(f) lim e T =0. Dagegen existiert lim e = nicht.

z—0+ z—0—

Denn fiir z > 0 gilt
. 11 1
et/ >1+4—> - = 0<e z < =x.
x x

Fir z, = —% wird e~ /%" = ¢" beliebig gro8.
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1.4 Beispiel

YA
1
lin}) sin — existiert nicht: Zu jeder be- 1 4
x— x
liebigen Zahl ¢ € [—1,+1] gibt es eine
Nullfolge (y») mit
sin — — ¢, sogar sin — = c. 1 3
n n 2
Wir erhalten diese mit @ = arcsinc
durch 14
1
W= —— fir n=1,2,....
4 a+27mn urn ’

1.5 Das e—d—Kriterium

Genau dann ist , lim f(z) =0b, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dafs
Sr—a
|f(z)—bl<e furalle z€l mit 0<|z—al<$.

Bei Verkleinerung von € wird man auch
d verkleinern miissen (Fig.). YA

BEWEIS.

b+e1;+
= Es gelte lim f(z) = b. Wir
I3z—a b+ ex+

behaupten, dafl es zu gegebenem & > 0 1
ein no € IN gibt mit b /
b — eg+
f@)—b] <e o /
e1 4+

fir alle z € I mit 0 < |z —a| < 1/no. — >
Wire das nicht der Fall, so giibe es zu amdpa=dz @ atdpator I
jeder natiirlichen Zahl n ein z, € I,

fiir das zwar 0 < |znp—a| < 1/n, aber nicht |f(zn)—b| < e gilt. Dann wére aber
Tn — G, Tn # a, also nach Voraussetzung lim f(z,) = b, im Widerspruch zu

|f(zn) — b] > € nach Wahl der z,. Also muf} es ein ng der oben behaupteten
Art geben; wir setzen § = 1/ng.

,<="% f erfiille an der Stelle a das e-d—Kriterium. Ist ¢ > 0 vorgegeben, so
wéahlen wir 6 > 0 so, daf
|f(x) —bl < e furalle x €] mit 0<|zr—al<4d.

Ist nun (x,) eine Folge in I mit =, — a, =, # a, so wihlen wir ng so, da$§
|z —a| <& fiir n > ng. Dann ist |f(z,) —b| < e fiir n > no (no hingt tiber
0 von € ab). O
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1.6 Folgerung. Ist lim f(x) =0 >0, so gibt esein § > 0 mit

1
I2x—a
f(z) > %b firallex € I mit 0 < |z —a| < 4.

BEWEIS.
Wir wéahlen € = b/2 und § > 0 so, dafl

|f(z) —b] < e firalezelmit0<|z—al<d.

Fiir diese x ist f(x):b+(f($)—b)Zb—|f($)—b|>b_%: =

N

1.7 Folgerung. Ist a ein innerer Punkt von I, so existiert , lim f(z) genau
Sr—a

dann, wenn die Grenzwerte lim f(z), lim f(x) existieren und gleich sind.
r—a+ T—a—
([0A], beniitzen Sie das e-d-Kriterium.)

1.8 Grenzwerte fiir t — oo und € — —oc©

(a) Ist f(z) erklart fiir alle x > «, so definieren wir
lim f(z) = b, falls lim f <l> =b.
T — 00 r—0+ xr

(b) Ist f(x) fir alle x < (3 erkldrt, so sagen wir

lim f(z) = ¢, falls lim f<l> =c.

T— —00 z—0— €T

(¢) Anschaulich gesprochen bedeutet lim f(z) = b, dafl der Graph von f fiir
grofle x eine waagrechte Asymptote mit Gleichung y = b hat.

(d) Genau dann ist lim f(z) =b, wenn es zu jedem € > 0 ein R > 0 gibt, mit
|f(z) — bl <e firale >R.
BEWEIS direkt aus dem e—§—Kriterium 1.5 unter Beriicksichtigung von

O<l<5¢$x>1:R.
T 1

1.9 Beispiele

(a) lim e * =0, lim e"=0.
1
Denn nach 1.3 (f) ist lim e~z = 0, und fiir negative z ist ¢'/* = e~ /I7I.

x—0+

(b) lim arctanz = g, lim arctanz = —

xr— 00 T— — 00

ol
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Wir zeigen, daf§ lim arctan = = %; die zweite Behauptung folgt dann aus
x—0+
arctan(—z) = —arctanz. Fiir z > 0 ist ¢ = arctan% S ]0, 5 [ und es gilt
1 sin ¢ cos (% 90) 1
— = tangp = = = s
z cos ¢ sin (% ga) tan (% - ga)

T _

also x = tan (2 ga) .
Fir 0 <z < % gilt die Ungleichung = < tanz (§3: 8.7), also folgt

tan (g—<p> =z <tanczx,

und wegen der Monotonie des Tangens folgt

g—cpgx fiir O<x<g.

Damit haben wir

1
O<E—arctan—§xﬁir 0<$<E,
2 T 2

woraus mit dem Vergleichssatz 1.3 die Behauptung folgt.
(¢) Fiir b, #0 ist

‘m ao +a1x+ ... +anx” _ an
z—+oo bo+bi1x+ ...+ bpx™ o bn.

(d) Sind p,q reelle Polynome mit Grad (p) > Grad (q), so existieren die Grenz-
werte linI:l (p(x)/q(x)) nicht [Ta].

1.10 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Ist lim f(x) = ¢ und lim g(z) = d, so existieren die Grenzwerte

(a) lim (af(z) + Bg(x)) = ac+ Gd.
(b) lim f(z) - g(z) = c-d.

c) lim =< f(z) € falls

(€) tim 25 = 5. falls d£0.

Dabei steht lim f(x) = ¢ fiir eine der Aussagen , lim f(z)=¢, lim f(z)=c,
Sr—a T—00

lim f(z) = c; entsprechend soll lim g(z) = d verstanden werden.

BEWEIS.

Direkt aus der Definition und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen. Bei (c)
beachte man 1.6 [UA].
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1.11 Aufgaben

1—cosx

(a) Bestimmen Sie lim 3
x

T—

mit Hilfe der Halbwinkelformel §3:8.4 (g).

8|~

(b) Bestimmen Sie lim z *e”
x—0+4

sin(ax)?

(¢) Fir welche a,b € R existiert lim 7, und was ergibt sich als

-0 sin(bx)
Grenzwert ?

1.12 Zur Berechnung weiterer Grenzwerte werden wir die Regel von de
I’Hospital verwenden, vgl. §9:9.

2 Stetigkeit

2.1 Definition. Eine Funktion f : I — R heifit stetig an der Stelle a € I,
wenn lim f(z,) = f(a) fir jede Folge () in I mit =, — a gilt.

2.2 SATZ. Aquivalente Bedingungen sind:

(a) f ist stetig an der Stelle a.

(b) Ilim f(z) = f(a) (Funktionswert gleich Grenzwert).
Sx—a

(¢) e-0-Kriterium: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dafs
|f(z) — f(a)| <e firale €l mit |t—a|<9d.

BEWEIS.
(a) = (b): Ist f stetig an der Stelle a, so ist lim f(z,) = f(a) fiir alle Folgen

(zn) in I mit x, — a, also erst recht fiir alle Folgen (z,) in I mit =, — a,
Tn 7 a.
(b) = (c): Nach 1.5 gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

|f(z) — f(a)] <e firalle x €l mit 0<|z—a|<d.
Fir z = a ist natirlich |f(z) — f(a)| = 0. Also ist
|f(z) — f(a)] <e furalle z €l mit |z—al<$.
(¢) = (a): Genau wie im zweiten Teil des Beweises 1.5, [UA]. |
2.3 Folgerung.
Ist f stetig an der Stelle a und f(a) > 0, so gibt es ein & > 0, so dafl

f(x)>%f(a) fir alle z € I mit |z —a|<9.
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2.4 Stetigkeit in einem Intervall, die Menge C(I)

f heifit stetig im Intervall I, wenn f in jedem Punkt von I stetig ist. Die
Menge aller stetigen Funktionen f :I — IR bezeichnen wir mit C(I). Im Fall
I = [a, b] schreiben wir C [a, ] statt C ([a, b]).

2.5 Erste Beispiele

(a) Konstante Funktionen sind stetig, ebenso die Identitat x — .

(b) Der Sinus und der Kosinus sind auf ganz R stetig. Zum Nachweis zeigen
wir zunédchst die Stetigkeit im Nullpunkt. Wegen |sinz| < |z| erhalten wir
lim sinx = 0 = sin0 nach dem Vergleichssatz 1.3. Ferner ist lim cosx =1 =

rz—0 z—0
cos 0 nach 1.3 (a). Hieraus folgt

lim sin(z —a) = 0, limcos(z—a) =1
und daher
sinz = sin(a+x — a)
= sina-cos(zx —a) +cosa-sin(zx —a) — sina fir ¢ —a
nach den Rechenregeln 1.10, und entsprechend
cosz = cos(a+x —a)
= cosa-cos(x —a) —sina-sin(x —a) — cosa fir =z — a.
(¢) Die Exponentialfunktion ist stetig auf ganz R. Denn nach §3:2.3 (e) gilt

|z — a

le” —e| = |ea (ez_“—1)| < e fir |z —al <1,

1—|z—aq
also gilt lim |e* —e”| = 0 nach dem Vergleichssatz 1.3.
(d) Die Dirichlet—Funktion, gegeben durch

1 firzeq,
f(x)_{o fiir z ¢ Q

ist an keiner Stelle stetig [UA].

(e) Die Funktion z +— 1/z ist stetig auf R>o (und auf R<o). Wir zeigen die
Stetigkeit an der Stelle a > 0: Denn fiir z > a/2 gilt

‘1_1
x a

nach dem Vergleichssatz.

x—al — 0 fir z —a

a—x 2
< £
ax ‘ - aQ‘
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3 Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen

3.1 Vielfaches, Summe, Produkt

Die folgenden Aussagen konnen wahlweise auf die Stetigkeit in einem Intervall
als auch auf die Stetigkeit in einem einzelnen Punkt bezogen werden. Sie folgen
unmittelbar aus 1.10.

(a) Ist f stetig, so auch A\f :x +— Af(x).
(b) Sind f,g stetig, so sind auch
f4g ¢ o f@)+ (@) und
g e i) g()
stetige Funktionen.

(¢) Entsprechendes gilt fir Summe und Produkt endlich vieler stetiger Funktio-
nen.

(d) Sind f,g stetig, so ist
TIC)
g T 9@

an jeder Stelle a mit g(a) # 0 stetig.

3.2 Polynome sind stetig auf IR

Denn jede konstante Funktion ist stetig, ebenso die Identitdt 1 : x — x. Durch
wiederholte Anwendung von 3.1 (a), (b), (c) ergibt sich die Behauptung.

Rationale Funktionen p/q sind in allen Stellen a mit g(a) # 0 stetig. Das ergibt
sich aus 3.1 (d). Sind p und ¢ nicht teilerfremd, so 148t sich der Definitionsbe-
reich von p/q durch Kiirzen unter Umsténden vergrofern.

3.3 Betrag und Supremum
Ist f stetig, so auch |f|:z+— |f(z)].
Denn aus f(z) — f(a) folgt |f(xn)| = |f(a)].

Das Supremum zweier Funktionen f, g ist definiert durch
fVyg:x—max{f(z) g(z)}.
Eine einfache Fallunterscheidung zeigt
1
fvg=g5(f+g+If—9l).

Sind also f und g stetig, so ist auch fV g stetig. Entsprechendes gilt fiir f A g :

@ — min{f(z), g(z)} [0A].
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3.4 Hintereinanderausfiihrung
Mit g: 1 —J und f:J—>R istauch fog:I—R, x+— f(g(x)) stetig.

Denn ist (x,) eine beliebige Folge in I mit z, — a € I, so ist zunéchst
lim g(xzn) = g(a). Da f seinerseits an der Stelle g(a) stetig ist, folgt

lim f(g(zn)) = f(g(a)).

n—oo

3.5 Stetige Fortsetzung

Hat f an der Stelle a € I eine Definitionsliicke, und ist f an allen anderen
Stellen x € I stetig, so lafit sich f durch f(a) := Ilim f(z) zu einer auf I
Sx—a

stetigen Funktion ergénzen, falls dieser
Grenzwert existiert, vgl. Beispiel 1.1. Ya

Demnach ist durch

z-sin fir x # 0,

0 firz =0 _

eine auf ganz R stetige Funktion gege-

ben. Die Stetigkeit im Nullpunkt folgt

wegen |f(x)| < |x| aus 1.3, die Stetig-
keit in R\ {0} aus 2.5 (b), 3.1, 3.4.

4 Die Hauptsatze iiber stetige Funktionen

4.1 Der Satz von Bolzano—Weierstrafl fiir kompakte Intervalle

Das entscheidende Hilfsmittel fiir die kommenden Erorterungen ist der Satz von
Bolzano—Weierstra$, den wir in der folgenden Form verwenden.

Jede Folge in einem kompakten Intervall [a,b] besitzt eine konvergente Teilfolge,
deren Grenzwert in [a,b] liegt.

Denn nach Bolzano—Weierstra3 §2:9.8 besitzt jede Folge (zn) in [a,b] eine
konvergente Teilfolge (zn, ). Aus a < z,, < b fir k =1,2,... folgt, da auch
der Grenzwert in [a, b] liegt.

Fiir offene Intervalle ]a,b[ gilt kein solcher Satz: Die Folge (a + b;—na) liegt in
la,b[, ihr Grenzwert aber nicht. Auch in unbeschrénkten Intervallen enthélt
nicht jede Folge eine konvergente Teilfolge, zum Beispiel I = Ry, =, = n.

4.2 Beschrianktheit stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort beschrankt: Ist
f € Cla,b], so gibt es eine Schranke M mit |f(z)] < M fiir alle = € [a, b].
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BEMERKUNGEN.

(a) Auf beschédnkten offenen Intervallen kann eine stetige Funktion durchaus
unbeschrankt sein.

(b) Ist f:[a,b] — R unstetig, so braucht f nicht beschrinkt zu sein.
Fiir beide Aussagen liefert die Funktion

ein Gegenbeispiel, das eine Mal auf dem Definitionsintervall ]0, 1], das andere
Mal auf [0, 1].

BEWEIS.

Angenommen, f ist stetig auf [a, b], aber unbeschrénkt. Dann gibt es zu jedem
n € N ein z, € [a,b] mit |f(zn)| > n. Ist (zn,), eine konvergente Teilfolge
von (z,) mit zn, — xo € [a, b], so folgt aus der Stetigkeit f (zn,) — f (zo) fur
k — oo. Die Folge (f(xn,)), ist als konvergente Folge beschrénkt, andererseits
ist |f (@n,)| > nr > k, ein Widerspruch. O

4.3 Der Satz vom Maximum

Fine auf einem kompakten Intervall stetige Funktion besitzt dort ein Mazximum
und ein Minimum: Fir f € Cla,b], gibt es Punkte z*, z. € [a,b] mit

f(x) fir alle x € [a,b],

f(z)  fir alle z € [a,b] .

BEMERKUNGEN. Ist eine der Voraussetzungen nicht erfiillt, so braucht es kein
Maximum (bzw. Minimum) zu geben. Dazu einige Beispiele:

(a) Nichtkompaktes Intervall I, stetiges f.

flz)==z auf I =10,1]
f(z) =arctanz auf I =R.

In beiden Féllen wird das Supremum der Funktionswerte nicht angenommen.

(b) Kompaktes Intervall I, unstetiges f. Wir betrachten

flz) =

T fir—-1<z<+1
0 firz =—1und x = +1.

f besitzt im Intervall [—1, +1] weder ein Maximum noch ein Minimum.
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BEWEIS.
Wir zeigen, da8 f ein Maximum besitzt. Nach 4.2 ist f beschrankt, also existiert

s = sup{ f(z) |a <z <b}.

Zu jedem n € IN gibt es ein z, € [a,b] mit s — % < f(zn) < s (Definition
des Supremums). Die Folge (x.) besitzt eine konvergente Teilfolge (xn, ), . Ist
¥ = klim Ty, , S0 gilt f(z") = klim f(zn,) wegen der Stetigkeit von f.

Nun ist aber
‘ — ( )| = g — ( ) < — —
S f Tn,, S f(Tn, " PR

also ist f(z*) = klim f(zn,) =s. Es folgt f(z*) > f(z) fir alle z € [a,b].

Nach dem gerade Bewiesenen nimmt — f sein Maximum auf [a,b] an, das heifit
es gibt ein . € [a,b] mit —f(z.) > —f(x) oder f(z.) < f(z) fir alle z € [a,]].
O

4.4 Der Zwischenwertsatz

Ist f stetig im Intervall I und sind o, € I, so nimmt f jeden Wert zwischen
f(a) und f(B) an. Gilt insbesondere f(a) <0 und f(B) > 0, so hat f zwischen
a und [ eine Nullstelle.

BEWEIS.

Im folgenden bedeutet 0.B.d.A. (ohne Beschriankung der Allgemeinheit), dafl
diese spezielle Annahme die Allgemeingiiltigkeit der Argumentation nicht be-
rithrt.

Sei also 0.B.d.A. a < 3, sonst vertauschen wir die Rollen von « und 3. Ferner
diirfen wir annehmen, dal f(a) < f(8) (sonst betrachten wir —f statt f). Zu
zeigen ist: Zu gegebenem c¢ mit f(a) < ¢ < f(B) hat die Gleichung f(z) = ¢
eine Losung zo € [a, 8]. Wir beweisen dies, indem wir ein Iterationsverfahren
zur Bestimmung von zo angeben.

4.5 Losung der Gleichung f(x) = ¢ durch Intervallhalbierung

Sei f(a) < ¢ < f(B) und f stetig in [, B]. Gesucht ist eine Losung xo der
Gleichung f(z) =c.

Zu diesem Zwecke setzen wir x1 = «, y1 = (3. Dann setzen wir

“2&, Yo = Y1 , falls f(mlTJ'_yl) < c bzw.

T2 =
To =11, Y2 = —“;ryl , falls f (—“;ryl) >c.

Ist f (“2&) = ¢, so sind wir fertig. Sonst haben wir

flw2) <e< fly2) und g2 —a2 = 50 —21) = 3(B-a) .
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Nun fahren wir so fort: Haben wir x,, ¥y, schon so bestimmt mit

fan) <e< f@n), yn—aa=(3)"" (B-0a),

so setzen wir

Tni1 = wn;’yn’ Yntl = Yn , falls f(ain;yn) < e,
Tn+1 = Tn s Ynt+1l = %7 falls f(rn;yn) > c,

und beenden das Verfahren, falls f (%) = c.

Tritt dieser Fall nie ein, so bilden die Intervalle [z,,yn] eine Intervallschachte-
lung. Fiir die davon erfafite Zahl zo = lim z, = lim y, folgt wegen f(z,) < c

die Ungleichung f(xo) = lim f(zn) < ¢, und aus f(yn) > c folgt f(zo) =
lim f(yn) > c. Also ist f(zo) =c. -

4.6 Aufgabe Warum besitzt die Gleichung e® = z+2 eine Losung xo € [0,2]?
Berechnen Sie x¢ durch Intervallhalbierung auf drei giiltige Stellen nach dem
Komma.

4.7 Eine Charakterisierung von Intervallen

FEine nichtleere Teilmenge J von R ist genau dann ein Intervall, wenn mit je
zwet Zahlen o < B in J auch [a, ] in J liegt.

BEWEIS.

,=—" liegt auf der Hand.

»<="“: Die Menge J enthalte zu je zwei Zahlen o < 3 auch das Intervall [«, 3].
Sei J beschrankt und a = inf J, b = sup J. Wir haben zu zeigen, dafl |a,b[ C J.
Dann ist J ein Intervall, ganz gleich, ob die Randpunkte dazugehoéren oder nicht.
Sei also = € ]a, b[. Nach Definition des Supremums bzw. Infimums gibt es Zahlen

o, mit a < a < z < § < b. Nach Voraussetzung folgt [, 5] C J, insbesondere
rzed.

Fiir unbeschriinkte Mengen J argumentiert man ganz analog [UA]. i

4.8 Stetige Bilder von Intervallen

(a) Ist f stetig auf dem Intervall I, so ist die Bildmenge f(I) wieder ein
Intervall.

(b) Fiir ein kompaktes Intervall I ist auch f(I) ein kompaktes Intervall.
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BEWEIS.
(a) Fur konstantes f = cist f(I) = [c,¢]. Fiir nicht konstantes f ergibt sich

die Behauptung aus dem Kriterium 4.7, denn fiir o, 8 € f(I) mit o < 3 gilt
[, B8] C f(I) nach dem Zwischenwertsatz.

(b) Ist I ein kompaktes Intervall, so nimmt f nach 4.3 das Minimum und
Maximum an:

A:=min f(I) € f(I), B:=maxf(I)e f(I).
Zusammen mit (a) folgt [A, B] = f(I). O

5 Die Stetigkeit der Umkehrfunktion

5.1 Satz. Sei f auf dem Intervall I stetig und injektiv. Dann ist f streng
monoton, J = f(I) ein Intervall, und f~* :J — I stetig.

BEWEIS.

(a) Monotonie von f:
Wir zeigen zunéachst: Sind x1,x2,x3 Zahlen in I mit 1 < z2 < x3, so ist
entweder f(z1) < f(x2) < f(x3) oder f(x3) < f(z2) < f(z1).

Angenommen, dies ist nicht der Fall,
etwa f(z1) < f(z3) < f(z2). Dann
wahlen wir ¢ €  |f(x3), f(z2)[ und
finden wir nach dem Zwischenwertsatz
Zahlen u € |xi,22[, v € |z, 3] c
mit f(u) = f(v) = ¢, im Widerspruch

zur Injektivitdt von f. Entsprechend
schliefen wir in den anderen Féllen.

Wir fixieren nun a,b € I mit a < b und
nehmen 0.B.d.A. f(a) < f(b) an (sonst T w P
betrachten wir —f statt f).

\

Fiir beliebige z < y zeigen wir nun f(z) < f(y). Sei zunédchst z < a. Dann folgt
nach dem eingangs gemachten Schlul f(z) < f(a) < f(b), wovon wir nur die
erste Ungleichung benutzen. Aus y < a folgt f(z) < f(y) < f(a), aus y = a
folgt f(z) < f(a) = f(y), und aus y > a folgt f(z) < f(a) < f(y). Ganz
entsprechend schlieflen wir im Fall a > x.

(b) f~* ist stetig: Wir diirfen annechmen, da8 f streng monoton wachsend ist.
Es sei yo = f(xo) € J. Falls 2o kein Randpunkt von I ist, wahlen wir € > 0 so
klein, daB [zo — €, 20 + €] C I ist. Ferner setzen wir y1 = f(zo—¢), y2 = f(zo+e)
und 6 := min {yo — y1,y2 — Yo }. Dann folgt aus |y — yo| <

<y —0<y<yo+6<y2.
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Aus der Monotonie von f ergibt sich

wo—e= ") <[ (y) < f N (y2) = w0 +e,
somit |f71(y) — xo| <e.
Fiir Randpunkte o schlieBen wir entsprechend [TA]. O

5.2 Beispiele

(a) Der Logarithmus ist stetig auf R>q als Umkehrfunktion der Exponential-
funktion (vgl. 2.5(c)).

(b) Der Arcuscosinus bzw. der Arcussinus sind auf [—1, 1] stetig als Umkehr-
funktionen der nach 2.5(b) stetigen Funktionen cos : [0,7] — [—1,1] bzw.
sin: [-%, 2] — [-1,1], vel. §3:8.2, 8.5.

Der Arcustangens ist stetig auf R als Umkehrung der stetigen Funktion

™

™
tan}—§,§{—>ﬁ

Letztere ist bijektiv. Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt. Wegen

. 1 . cosT
lim = lim - =
z—Z— tanz z—Z— SINT

nimmt der Tangens beliebig grofle positive Werte an fiir 0 < z < 7. Nach dem
Zwischenwertsatz ist also R der Wertebereich des Tangens auf [0, 3 [ Der Rest
folgt aus tan(—x) = —tanz. Nach § 3:8.6 ist der Tangens streng monoton, also
bijektiv.

(¢) Die Quadratwurzel x — /7 ist stetig fiir z > 0 als Umkehrfunktion von
x— z2 fiir z > 0.

(d) Allgemeine Potenz. Fiir jedes a € R ist die Funktion x +— z® = e®'°8®

stetig fiir & > 0. Fiir b > 0 ist z — b = e®1°8° stetig auf RR.

6* Der Satz von der gleichméafligen Stetigkeit

Ist f stetig auf dem kompakten Intervall I, so gibt es zu jedem e > 0 ein § > 0,
so daf}

If(z) = fy)| <e firale z,ye€l mit |z —y|<d.

BEMERKUNGEN.
(a) Diesen Satz benotigen wir erst fir die Integralrechnung.

(b) Kennzeichnend fiir die gleichmafige Stetigkeit ist, da ¢ zu gegebenem &
gleichméfig, d.h. unabhingig von x gewéhlt werden kann.
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(c) Ein Beispiel fiir nichtgleichméBige Stetigkeit ist f(z) =1 auf ]0,1[:
Fixieren wir a € ]0, 1[, so gilt fiir jedes e mit 0 < e < 1/a
‘l 1
z  a

<e <= |r—a|] <ecax = ca(r —a)+ea’.

Hieraus folgt, dafl das grofite erlaubte § = dmax nicht unabhéngig von a gewahlt
werden kann:

€a2

6max -
1—¢€a

[0A]. (Unterscheiden Sie die Fille z > a und z < a.)

BEWEIS.

Wir setzen fir n=1,2,...

b = sup{\f(w)—f(y)\ | @y €lund e —y| < %}

Nach Definition des Supremums gibt es Zahlen x,,y, € I mit

Sn = 0 < @) = f@)] < sns also

(*) 0< s, < |f(xn)—f(yn)l+%-

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 gibt es konvergente Teilfolgen (zn,),,
(Yny )y Sei @0 = klim Zn,. Dann ist auch klim Yny = To, denn

1 1
[Ty — Yny,| < . < T — 0 fur £ — 0.

Wegen der Stetigkeit von f gilt klim | f(@n,,) — f(yn, )] = 0. Aus (x) folgt

. . 1
dm sy, = 1 (@) = Sl + 20 = 0.
1
Sei jetzt € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen k so, daf sn, < ¢ und setzen § := p—
k

1
Aus |z —y| < § folgt dann |z —y| < . also |f(z) — f(y)| < sn, <e. O
k
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§ 9 Differentialrechnung

1 Vorbemerkungen

1.1 Zum Begriff der Geschwindigkeit

Wir betrachten der Einfachheit halber die Bewegung eines Massenpunktes in der
Ebene. Nach Einfiihrung eines festen kartesischen Koordinatensystems konnen
wir seinen Ort zum Zeitpunkt ¢ durch den Koordinatenvektor

_ [ z(®)
x(t) = (a?2(t))

beschreiben.
Gleichformige Bewegung. Wirken auf den Massenpunkt keine Krafte ein, so ist
nach dem ersten Newtonschen Gesetz die Bewegung gleichformig:

x(t) = a+tv.

v ist der Geschwindigkeitsvektor; ist er von Null verschieden, so gibt er die Rich-
tung der gleichférmigen Bewegung an. Fiir je zwei verschiedene Zeitpunkte to, t1
ist
X(tl) — X(to)
t1 —to

Die Zahl ||v|| heiBit die Geschwindigkeit, ihre Messung ergibt sich aus der vor-
angegangenen Beziehung.

Ungleichférmige Bewegung. Als angendhertes Maf} fiir den Geschwindigkeits-
vektor zum Zeitpunkt o kann der Vektor

x(t1) — x(to)
t1 —to

angesehen werden, falls ¢ nicht allzu weit von to entfernt ist. Dieser Ausdruck
hat aber den Nachteil, von dem willkiirlich gewahlten Zeitpunkt ¢; abzuhangen.
Je ndher ¢1 an to heranriickt, desto besser wird er die momentane Geschwindig-
keit beschreiben. Wir definieren daher den momentanen Geschwindigkeitsvektor
zum Zeitpunkt to durch

xl(t) — l’l(to)
x(t) —x(to) | t—to t—to
' 1‘2(t) — xg(to)
t—tq t—to
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falls beide Grenzwerte existieren. Hiermit haben wir einen fiir die Entwicklung
der Mechanik fundamentalen Begriff eingefiihrt. Dieser erscheint zunéchst pa-
radox. Schon der Vektor —— (x(t) — x(to)) 148t sich aufgrund unvermeidlicher

t—to

Meffehler nie genau bestimmen; er wird vollig unbestimmt, wenn |t — to| die
Genauigkeit der Zeitmessung unterschreitet.

Dennoch hat der Vektor v (o) eine ganz
reale physikalische Bedeutung: Er gibt
die Tangentenrichtung an die Bahn-
kurve an und liefert die Geschwindig-
keit derjenigen gleichférmigen Bewe-
gung, mit der der Massenpunkt wei-
terfliegen wiirde, wenn zum Zeitpunkt
to die Zwangskrafte plotzlich wegfallen
wiirden, die ihn auf der Bahn gehalten
haben (z.B. Durchschneiden der Schnur
bei der skizzierten kreisformigen Bewe-

gung).

1.2 Das Tangentenproblem

Eng verwandt mit dem Problem der
Geschwindigkeit ist das Tangentenpro-
blem: Ist f eine auf einem Intervall I
erklarte Funktion, so ist fiir  # x¢ der
Quotient
_ f@) = (o)
X — X0

die Steigung der Sekanten durch die
Punkte (zo, f(zo) und (z, f(z)). Mit
den in der Physik gebraduchlichen Be-
zeichnungen

Ar = x — xo

Ay = f(z) — f(zo) (Zuwachs des Funktionswertes)

: _ Ay
ist also m = Ao

Oy
A

Az

T
xo

(Zuwachs des Arguments),

\

Bei den bisher bekannten elementaren Funktionen nahern sich fir x — z¢ die
Sekanten einer Grenzgeraden, der Tangente im Punkt zo, und

lim L®) = f (o)

T—x( r — Xo

ist die Steigung dieser Tangente.
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2 Differenzierbarkeit und Ableitung

2.1 Differenzierbarkeit

Im folgenden sei I immer ein echtes Intervall. Eine Funktion f:I — R heifit
an der Stelle zo € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

f'(zo) == lim f(@) = f(zo)

I3z—xq r — X0

existiert. In diesem Fall heifit f’(xo) die Ableitung von f an der Stelle zo.
Andere Schreibweisen fiir die Ableitung sind

L), i@ ] L),

r=xq

Im Zusammenhang mit der letzten Bezeichnungsweise spricht man auch vom
»,Differentialquotienten. Dies geht auf die Vorstellung aus dem 17. Jahrhundert
zuriick, dafl aus Ax schliellich ein dz, aus Ay schlielich ein dy und aus dem
A d
Differenzenquotienten der A—y schliefflich ein Quotient d_y der ,,Differentiale“
x T
dy und dx wird.

Fafit man die Verénderliche als Zeit ¢ auf, so ist seit NEWTON die Bezeichnungs-
weise f(to) fiir die Ableitung gebrauchlich.

2.2 Differenzierbarkeit und Tangente
Eine dquivalente Formulierung fiir die Differenzierbarkeit lautet:

Es gibt eine Zahl a, so dafi

f(@) = f(xo) +a- (z — o) + R(x,z0),

wobei fir das hierdurch definierte Rest- Y 4
glied R(x,x0)

im @20 _

ISz—x9g T — X0 g
gilt. f(zo) +

Die Zahl a ist durch diese Beziehung
eindeutig bestimmt: a = f'(zo).

Geometrisch bedeutet das: Es gibt eine
Gerade g mit der Gleichung t

o T
y = f(@o) +a-(z— o),
welche sich in der Nahe von xo besser an den Graphen von f anschmiegt, als jede

andere Gerade durch (zo, f(z0)). Diese ist die Tangente im Punkt (zo, f(zo))
und f'(zo) ist ihre Steigung.
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BEWEIS.

(a) Ist f differenzierbar an der Stelle zo und
R(z,x0) = f(x) = f(w0) — f'(z0) (¥ — o),

so ist offenbar

R(z, x0) f(z) = f(zo)

li /7 = 1 —f =0.

Iy L e A

(b) Gibt es eine Zahl a, so daf3
. . R(IL‘,QIO) _

f(@) = f(zo) +a- (z —z0) + R(z,x0), IBI;ILIIO T —z0 0,
so hat fiir x # xo

[@) = f@o) _ , , Rl,w)

T — Zo T — o

den Grenzwert a fir x — xo. O

2.3 Differenzierbarkeit in einem Intervall
Eine Funktion f heifit im Intervall I differenzierbar, wenn f in jedem Punkt
xo € I differenzierbar ist. In diesem Fall ist die Ableitung

fI—=R, z— f'(2)

selbst eine Funktion.
Man beachte: Nach Definition 2.1 ist f : [a,b] — R genau dann an der Stelle a

differenzierbar, wenn die rechtsseitige Ableitung

i 1@ = (@

r—a+ r—a

existiert. Entsprechendes gilt fiir die Stelle b, hier wird die Existenz der links-
seitigen Ableitung verlangt.

2.4 Beispiele und Gegenbeispiele
(a) Konstante Funktionen sind iiberall differenzierbar mit Ableitung 0.

(b) Die Identitat 1 :x +— x ist auf ganz R differenzierbar mit Ableitung 1.

(c) Esgilt &L z> =2z fiir alle z € R. Denn fiir jedes z € R ist
x® — a3 (z + zo)(z — o)

lim = lim ————————~ = lim (z+x0) = 2x0.
rz—xog L — L0 T—T(Q T — Xo T—x(
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(d) Die Exponentialfunktion ist auf ganz R differenzierbar, und es gilt
i ea: _ e:t
dx o

Denn fiir o € R und z # ¢ gilt nach §8:1.3 (e)

oo elETTo) _q N
=0 —— 5 " fiir z— x0.
T — X9 T — Xo

e” — e"o

(e) Kosinus und Sinus sind iiberall differenzierbar, und es gilt
sin’ = cos, cos’ = —sin.

Denn fiir zp € R und h # 0 ergibt sich aus den Additionstheoremen §3:8.4 (f)

sin(zo + h) —sinzo sin g 8 h—1 4 cosa sin h
h - °Th O T

cos(zo + h) — cos xg cosh—1 . sin h
h = coszo ———— — sinzo

Die Behauptung folgt jetzt mit h =z — xo — 0 aus §8:1.3(b) und (c).

.. L.ood /1 1
(f) Fir z #0 gilt E(E) =-=-

Denn fiir g # 0 und 0 < |h| < |zo| gilt zo +h # 0 und

l( 1 _L> _ mo— (xo+h)
h\zo+h x0/)  hzolzo+h)
1

1
- . fir h—o.
zo(zo + h) - x? uron=

(g) Die Funktion z — |z| ist auf R mit Ausnahme von z = 0 differenzierbar

[Oa].

2.5 Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Ist f an der Stelle xo differenzierbar, so ist f dort stetig.

BEWEIS.
Wir setzen R(z,z0) = f(z) — f(z0) — f'(x0)(z — x0). Nach Voraussetzung ist

R(z,z0) —  lim <M—f’(xo)) = 0,

1m
I3x—x9g L — XT0 I3z—xq Tr — Xo
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also folgt
i (f(@) = f(wo)) = lim (f(@) = f(zo) = f'(z0) - (z — 0))
= lim R(z,z0) = lim (z— aso)M = 0.
O Isz—zg I3z—xqg T — Xo

BEMERKUNG. Aus Stetigkeit folgt im allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit,
wie wir am Beispiel = — |z| gesehen haben.

Es gibt sogar Funktionen, die auf ganz R stetig, aber an keiner Stelle differen-
zierbar sind, vgl. [MANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 100].

3 Differentiation zusammengesetzter Funktionen

3.1 Summen und Produkte

(a) Sind f,g: 1 — R differenzierbar, so auch af + g fir a, 8 € R, und es gilt
(af +B9) = af' +Bg".

(b) Sind fi,..., fn differenzierbar in I, so ist auch jede Linearkombination
a1 fi + ... + anfn dort differenzierbar mit

(alfl + ... +anfn)/ - alf{ + ... +anf7/1
c roduktregel. Sind f,g : I — R differenzierbar, so auch f-g, und es gilt
Produk 1. Sind f I — R diff jerb h f d il
(f-9)=f-9+fg.
(d) Entsprechende Aussagen gelten fiir die Differenzierbarkeit in einem Punkt
Xo.
BEWEIS.
(a) folgt mit Hilfe der Rechengesetze fiir Grenzwerte aus

(of (@) + Bg(2)) — (af (xo) + Bg(x0)) _  [(x) = flzo) 3 9(x) — g(@o)

T — To T — o T —To

(b) ergibt sich durch sukzessives Anwenden von (a).

(¢) Fiir z # xo ist

[@)g(@) = fwo)g(wo) _ f@) = flao) (v 9@) = 9(0) po

X — Xo X — X0 X — Xo

Da g als differenzierbare Funktion stetig ist, folgt , lim g(z) = g(zo). Nach
Sx—xq

den Rechenregeln fiir Grenzwerte hat die rechte Seite also den Grenzwert
f'(zo)g(zo) + g’ (o) f (x0). 0
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3.2 Die Kettenregel

Ist g : I — J an der Stelle xo differenzierbar und ist f:J — IR an der Stelle
yo = g(wo) differenzierbar, so ist auch

fog:I—-R
an der Stelle xo differenzierbar und es gilt
(fo9)(x0) = f'(y0) - g'(x0).

Ist f in J und g in I differenzierbar, so gilt also
d / / .
7 f(@) = fg(@))-g'(z) firalle zel.

g'(zo) wird oft innere Ableitung und f'(yo) dufere Ableitung genannt.

BEWEIS.

Nach 2.2 148t sich die Voraussetzung tiber f so fassen:

Fy) = F(yo) + (f'(%o) +7(y,90)) (y —yo) mit lim r(y,y0) =0

J3y—yo

(Mit den Bezeichnungen 2.2 ist I, 7(y,y0) = R(y,%0)/(y — y0)-)
Analog gilt fiir g

g(z) = g(zo) + (g/(ﬂco) + s(z, xo)) (r —20) mit lim s(z,z0)=0.

ISxz—xq

Also ist

wobei

o(z,0) = f'(yo) s(z,m0) + r(g(x),0) [ (w0) + s(x,x0)| — 0

fiir £ — xo nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte und unter Beachtung von
lim 7(g(x),yo0) = 0; was sich wie in §8: 3.4 ergibt.
T—x(Q

Damit ist f o g differenzierbar und (f o g)'(z0) = f'(yo) g’(x0) nach dem Kri-
terium 2.2. O
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3.3 Die Quotientenregel
f

Sind f,g : I — R differenzierbar, so ist 5 tberall dort differenzierbar, wo g
keine Nullstellen hat, und es gilt dort

(1)’ _I'9—1d
g 9>

Insbesondere ist fir alle © mit g(xz) #0

1Y o) - 9@
(g) @ == ga

BEWEIS.

Die letzte Formel ergibt sich nach der Kettenregel fir F o g mit F(y) =
und 2.4 (f). Die erste folgt dann mit der Produktregel.

O< =

3.4 Die Ableitung der n—ten Potenz
Fiir jede ganze Zahl n gilt

ixn _ ’I’LCL‘n71
dx

fiir alle x € R mit Ausnahme von x =0 im Falle n < 0.

BEWEIS.

(a) Fir n = 0 ist die Behauptung offenbar richtig; fir n € IN ergibt sie sich
durch Induktion mit Hilfe der Produktregel [TUA].

(b) Mit F(y) = é und m € IN ergibt die Kettenregel fiir x # 0
d —m d m 1 m—1 —m—1
a(w ):EF(CL‘ ):——(mx ):(—m)x .

Fiir n = —m ist also (2™) = nz""'. O

3.5 Die Ableitung eines Polynoms ergibt sich aus der Formel

d n n
a(ao—kaw—!— coo tanz”) = a1 +2a22 + ... +nanx

Das folgt unmittelbar aus 3.4 und 3.1.

3.6 Die Ableitung der Quadratwurzel
Die Funktion z + +/z ist fiir > 0 differenzierbar und es gilt
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VI —\/To 1 . 1
T — Xo VZ + \/To 2./%o

der Wurzelfunktion.

Denn fiir x — xo wegen der Stetigkeit

3.7 Die Ableitung des Tangens

fir |z| < z [U4].

tan’(z) = 1+ tan®(z) = 2

cos2 x

3.8 Aufgaben
1

Vita?

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von +/1+ 22 +

sin

sinz-e

(b) Bestimmen Sie die Ableitung von —— .
2+sinz

. .o d n L
(¢) Bestimmen Sie s r2 —x? fir —r < x < r und geben Sie eine geome-
x
trische Deutung.

4 Mittelwertsatze und Folgerungen

4.1 Notwendige Bedingungen fiir lokale Maxima und Minima

Sei f in einem Intervall I definiert und x¢ ein innerer Punkt von I. f hat an der
Stelle z¢ ein lokales Maximum, wenn f(xo) > f(x) fiir alle hinreichend nahe
an zo gelegenen z (d.h. fiir |z —xo| < 0 mit geeignetem ¢ > 0). Entsprechend ist
ein lokales Minimum definiert. Tritt einer dieser beiden Fille ein, so sprechen
wir von einem lokalen Extremum.

SATZ. Hat f an der Stelle xo ein lokales Extremum und ist f an der Stelle xo
differenzierbar, so gilt f'(xo) = 0.

BEWEIS.
Liegt in xo ein lokales Maximum vor, so ist flir zo < z < xo + 0

@) = f(20) < 0, alsoauch f'(zo) = lim (@) = J(zo) <0.
Tr — X0 rx—xo+ X — X0

Fir o — 0 < z < zo ist dagegen

fz) = f(wo) > 0, alsoauch f'(z9) = lim
X — To T—xTo— X — o

[@) = f@o) o,

Zusammen ergibt sich f'(zo) = 0. Hat f an einer Stelle yo lokales Minimum,
so hat —f dort ein lokales Maximum, also ist —f’(yo) = 0. O
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4.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Die Funktion f sei auf [a,b] stetig und YA
im Innern |a,b[ differenzierbar. Dann
gibt es mindestens ein ¥ € |a, b[ mit
fo) = fla) _
—r—r = ().

)@ _ )
BEMERKUNG. Im Fall f(a) = f(b) ist
insbesondere f'(1¥) = 0 fiir ein geeig- o L
netes ¥ € |a, b[. Dies ist der Satz von o 1‘91 9 9 b‘ g
Rolle.

BEWEIS.

(a) Wir beweisen zunéchst den Satz von Rolle. Fiir konstante Funktionen gibt
es nichts zu beweisen; wir nehmen also an, daf§ f nicht konstant ist.

Da f in [a,b] stetig ist, gilt der Satz vom Maximum. Nimmt f sein Maximum
an einer Stelle ¥ im Innern Ja, b] an, so ist dort f’(9) = 0 nach 4.1, und wir sind
fertig. Andernfalls gilt f(xz) < 0 in [a, b], und das Minimum von f ist negativ,
da f nicht konstant ist. In diesem Fall wird also das Minimum an einer inneren
Stelle ¥ angenommen (wegen f(a) = f(b) = 0).

(b) Der allgemeine Fall des Mittelwertsatzes wird auf den speziellen Fall (a)
durch die Transformation
b) — f(a
o) = f&) ~ (@) ~m (@ —a), m =B

zuriickgefiihrt: Es ist leicht nachzupriifen, da8 g die Voraussetzungen des Satzes
von Rolle erfiillt. Also ist f'(9) —m = ¢’(9¥) = 0 fiir ein geeignetes 9 € Ja, b[. O

4.3 Monotonie und Vorzeichen der Ableitung

Fir differenzierbare Funktionen f: 1 — R gilt:

(a) f ist monoton wachsend genau dann, wenn f'(z) >0 fir alle © € I.
(b) Ist f'(x) >0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton wachsend.
Entsprechendes gilt fiir monoton fallende Funktionen.

BEMERKUNG. Das Beispiel f(z) = 2® zeigt, daB eine Funktion streng monoton
wachsend sein kann, ohne dafl die Ableitung dauernd positiv ist.

BEWEIS.

Fir a, 8 € I mit a < (3 sind auf dem Intervall [a, 8] die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes erfiillt. Also ist

f(B) — f(@) = (B—a)f'(¥) mit einem geeignetem ¥ € ]a, G] .

Aus dieser Beziehung lassen sich alle Behauptungen ablesen. a
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4.4 Das Verschwinden der Ableitung

Hat eine Funktion im Intervall I berall die Ableitung Null, so ist sie dort
konstant.

BEWEIS.

Wir wihlen einen festen Punkt a € I und erhalten aus dem Mittelwertsatz fiir
jedesx el

f@@) = f(a) = (z—a)f (Ya)

mit einem geeigneten Zwischenwert 9, zwischen x und a (Fallunterscheidung
x> a,x < a, x = a). Nach Voraussetzung ist f'(9,) =0, also ist f(z) = f(a)
fiir jedes =z € I. O

4.5 Der verallgemeinerte Mittelwertsatz

Sind f,g auf [a,b] stetig und in |a,b| differenzierbar, ist ferner g'(z) # 0 fir
alle = € ]a,b[, so gibt es ein ¥ € |a,b] mit

BEWEIS.
Nach dem Mittelwertsatz folgt zundchst g(b) # g(a). Wir setzen

Dann erfiillt ¢ die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, also gibt es ein
9 € ]a, b[ mit

5 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion und Beispiele

5.1 Die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f im Intervall I differenzierbar und f'(z) entweder stets positiv oder stets
negativ. Dann ist J = f(I) wieder ein Intervall, f : I — J bijektiv, und f~" ist
differenzierbar in J. Die Ableitung von f~1 ist gegeben durch

fir y € Jund z= f""(y).

MERKREGEL. Die Formel fiir (ffl), (y) ergibt sich durch Differentiation der
Gleichung y = f(f *(y)) nach der Kettenregel.
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BEWEIS.

Ist f/(z) > 0 fiir alle = € I, so ist f in I streng monoton wachsend nach 4.3,
also ist f injektiv. Wegen der Stetigkeit von f ist J = f(I) ein Intervall, und
f~1:J — I ist stetig nach §8:5.1.

Sind nun y,, yo verschiedene Punkte in J und z, = f~*(yn),z0o = f~'(yo) ihre
Urbilder, so gilt

S ) = o) . an — o

Yn — Yo f(@n) = f(20)

Gilt yn — Yo, so folgt wegen der Stetigkeit von f~! auch x, — o, also existiert
der Grenzwert

S yn) = ' (o)

m Yn — Yo = L T @) | Fa)

Tn — X0 1

fiir alle Folgen (y») mit yn — Yo,Yn # yo. Das ist die Behauptung im Falle
f'> 0. Im Fall f' <0 betrachtet man —f statt f. O

5.2 Die Ableitung des Logarithmus und der allgemeinen Potenz

d 1 ..
(a) %logaz—g fir z>0.

Denn der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, die
durchweg positive Ableitung hat. Aus 5.1 folgt

1 1
log'(y) = o = , fiir alle y € Roo.

(b) Wegen a® = €8 fiir a > 0 ergibt die Kettenregel

%amzlogwam fiira>0 undalle z € R,

d b

—2"= b-2*! fiirz>0 undalle beR.
dx

Bestimmen Sie die Ableitung von z* fiir > 0.

5.3 Die Ableitung des Arcustangens

Der Tangens ist nach 3.7 in ]—% %[ differenzierbar mit der Ableitung
tan’(z) = 1 4 tan®(z) > 0.

Das Bildintervall des Tangens ist IR nach §8:5.2, und fiir die Umkehrfunktion
des Tangens gilt
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1

arctan/(ﬁl»‘) = H—I‘Q .

Denn mit = = arctan(y) folgt aus 5.1

1 1 1

tan'(z) 1+ tan?(z) 1+42

arctan’(y) =

5.4 Die Ableitungen von Arcussinus und Arcuscosinus

d 1 d 1 -
d—arcsinx: ———, arccosz = — ——— fiir [z| <1 [0A].
x x

Vi—g?' dx V1—

6 Hohere Ableitungen und C™—Funktionen

6.1 Hohere Ableitungen

Ist f differenzierbar in I und f' : I — R wiederum differenzierbar, so heifit f
zweimal differenzierbar in I, und f” = (f')" heiBt die zweite Ableitung von f.
Es ist also

Flae) = tm L@ =F(@)

Isxz—xg X — To

Ist f : I — R differenzierbar in I, so definieren wir
f/// _ (fu)’ _ (f,)”~
Analog sind f® = ()", f® = ()‘(4))/7 e, FOED = (f(">)/ , ... definiert,
falls die entsprechenden Differentiationen ausfiithrbar sind.
Andere Schreibweisen sind
m _ d"f _ d" :(i)"
! dzn dzm ! dz I

Aus formalen Griinden fithren wir noch die nullte Ableitung ein durch
fO =

6.2 Leibniz—Regel

Beweisen Sie durch Induktion: Sind f, g n—mal differenzierbar im Inter-
vall I, so ist dort

n

(9™ =3 (Z) F) =k

k=0
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6.3 Beispiele und Aufgaben

(a) Die Exponentialfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar mit

dz™ ’
(b) cos”(z) = —cosz, sin’(z)=—sinx .

(¢) Fir p(z) =ao+ a1z + ... +anz™ ist
p™ = nla, und p"TY = 0.
(d) Zeigen Sie: Die durch

1
e =2 flir x #0,
flz) =
0 fir =0

gegebene Funktion f ist auf ganz IR beliebig oft differenzierbar und es gilt
f™(0) = 0 fiiralle neN.

Anleitung: Zeigen Sie per Induktion, dafl

1@ =pa(3)

mit einem geeignetem Polynom p,,, und beachten Sie, daf3

lim y™e ¥ =0
Yy—00

fiir m € IN gilt.
(e) Die durch
.1 ..
zsin— fir =z #0,
T
0 fir =0
gegebene Funktion besitzt die Ableitung:

1 1
2xsin — —cos —  fiir = #0,
fl(x) = v v
0 flirz =0

nach 2.2. f ist genau einmal differenzierbar, denn f’ ist unstetig an der Stelle 0.
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6.4 Stetige Differenzierbarkeit und C"—Funktionen

Eine Funktion heift stetig differenzierbar im Intervall I (C'-Funktion
in I, C'-differenzierbar in I), wenn f in I differenzierbar und f’ dort stetig
ist.

Entsprechend heifit f fiir n € N n—mal stetig differenzierbar in I, (C"-
Funktion in I, C"—differenzierbar in I), wenn f dort n—mal differenzierbar
und £ stetig ist. Unter C°—Funktionen verstehen wir einfach stetige Funktio-
nen. Die Menge aller C"—Funktionen (n € INg) auf I bezeichnen wir mit

C™"(I) bzw.mit C"[a,b] fiir I =[a,?].

Ist f beliebig oft differenzierbar, so heifit f eine C*°~Funktion; die Gesamtheit
aller in I beliebig oft differenzierbaren Funktionen wird mit C°°(I) bezeichnet.

7 Taylorentwicklung

7.1 Der Satz von Taylor

Jede Funktion f € C"*Y(I) auf einem offenen Intervall I lapt sich fir x,xzo € T
auf folgende Weise nach Potenzen von (x — xzo) entwickeln:

F@) = fao) + 7o) —w0) + o+ 1 (o) IV 4 g )
dabei ist das Restglied Ry (x) von der Form

n+1
Ru(z) = fot0(e) 20l
(@) = 10 (e) St
mit einer passenden, zwischen xo und x liegenden Stelle ©, das heif$t es gilt
O =z0+9(x—xz0) mit 0 <9 <1.

BEMERKUNGEN.

(a) Dieser Satz ist von grofiler Bedeutung, u.a. aus folgenden Griinden: Mit
sciner Hilfe konnen wir uns einen Uberblick iiber das Verhalten einer Funktion
in geniligender Ndhe des Entwicklungspunkts x( verschaffen. Ferner gestattet
er die rasche und genaue Berechnung von Funktionswerten und die Abschéatzung
des Fehlers, wie wir in den folgenden Beispielen zeigen. Schliellich liefert er
Reihenentwicklungen von Funktionen und die Losungen von Differentialglei-
chungen durch Reihenansétze.

(b) Der Ausdruck
n (k)
pa(e) = 32 Ll (o gyt
k=0

heifit das Taylorpolynom n—ter Ordnung von f an der Stelle x¢o. Man be-
achte, dafl der Grad von p,, kleiner als n sein kann.
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BEWEIS.

Fir = = xo ist der Satz richtig. Fiir festes € I mit x # x¢ setzen wir

FO) = f@) = 10 - FO@-0 - .. - O
x —t)" !
G(t) ﬁ

Dann zeigt eine leichte Rechnung 7 daf3

(="

Pt = oo g - O

n!
Setzen wir nun ¢ = xo, so erhalten wir aus dem verallgemeinerten Mittelwert-
satz 4.5
F(l’) — F(SL‘O) _ F/(('-)) _ f(n+l)(®)
G(z) = G(xo)  G'(O)
mit einem geeigneten, echt zwischen x und zo liegendem O. Fiir ¢ = z ergibt
sich F(z) = G(z) =0, und fiir t = xo

F(zo) = f(x) — f(xo) — f'(wo)(x —z0) — ... — F™(0) % :
_(x - :co)”+1
Glwo) = =y
Aus (%) folgt F(z0) = G(zo) f"tV(©), das ist die Behauptung. ]

7.2 Die Entwicklung der Exponentialfunktion
Nach dem Satz von Taylor (Entwicklung um den Punkt zo = 0) ist

2 1
" ™t Sz

T _ z z r s

e 71+x+2—|—...+n!+(n+1)!e mit 0<d9<1.
Wollen wir beispielsweise die Exponentialfunktion im Intervall [—1, 4+1] durch
ein Polynom p auf zwei Stellen nach dem Komma genau approximieren, so leistet
das Taylorpolynom 5-ten Grades

@ =14+a+D 2 8 2
pa) = 2 76 T2 120

das Gewiinschte. Es ist namlich
6

T T Sz €
- - < 0.0038.
" = p@)] = 55¢7" < 5 <

Geben Sie ein Polynom p an mit | — p(z)] < % -107° fiir |z| < 2.
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7.3 Entwicklungen fiir den Logarithmus

(a) Wir betrachten f(x)=log(l+ z) fiir x > —1. Es ist

fl(z) = 1_~l_w, f(z) = —ﬁ, f(z) = ﬁ, allgemein
@) = -y

Wegen f(0) =0, f/(0)=1,...,f™0) = (=1)""" (n—1)! ist

Lo, 14 (G I G A i
log(1 =z— = =z’ — ...
og(l+z)== 57 +3x + - T +n+1(1+79x)”+1

mit 0 < ¥ < 1. Insbesondere ergibt sich

a:—%a:Q <log(l4+z) <z fir z>0.

(b) Fir 0 <z < lerhalten wir aus (a) wegen 1 + 9z > 1

2 n n+1
x N1 x
log(1 — - — 4+ ... -1 — < .
og(1+ ) (x s+ (1) n) < I
Fiir kleine = geht %Hx"*'l sehr rasch gegen Null; dafiir sorgt vor allem z™'*.

Fiir groflere x wird die Approximation zusehends schlechter; fiir © = 1 ist der
Fehler von der Gréenordnung n+_1 Zum Beispiel ist

11 1 1 1 1 1 1 1
l—§+§—1+g—g+?—§+§—ﬁ+ﬁ70.736544...,

—_

der wahre Wert fiir log 2 ist dagegen 0.6931471805...

(c) Eine wesentlich bessere Approximation erhalten wir fiir 0 < x < 1 durch
die Transformation

142 T
1 - baw. z= )
+x -2 ZW. Z e
Da z — monoton wachst (die Ableitung ist positiv) erhalten wir
x
T 1 1
0< 2= < — ==
=f T oy T 142 3

Damit wird
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= log(1+ z) — log(1 — 2)

1
log(1 4+ z) = log ljz

S R
N 2 3 77 2n 2n+1 (14+92)2nt!
T +j+22n+1 !
2 3 2n+1 (1 —Yqz)2ntt
3 2n—1
z z
=2 — n ;
<z+3+ +2n_1>+7"(z)

dabei ist wegen 14 912 > 21— 22> %

2n-+1 2n-+1 2n
mol <) (G mEe ()
2n+11\3 2 2n +1 \2

Filir n = 7 ergibt sich
log2 ~ 2 1_;'_1(1)54_1(1)54'_1(1)74'_1(1)94'_
e2~=\373\3) "5\3) "7 3) T9\3

() v m))

= 0.693147170. ..

mit einem Fehler, der garantiert kleiner ist als % (%) ~ 0.407 - 1075, (In

Wirklichkeit ist der Fehler ungefihr 1078, s.0.)

7.4 Entwicklung von Kosinus und Sinus

Es ist

dr (=1)*cosx fiir n = 2k,

— cosz =

dan (=) lsing  firn=2k+1
und

d™ (—D)Fsinz  fiir n = 2k,

—— sinx = X i

dz (=1)%cosz firn=2k+1.

Dabher liefert der Satz von Taylor an der Stelle xo = 0:

n e ka 1 2R
cosz = ZO @ " (1) Gnra (V1z) |
—1 2R+ 2l
i = —_— 1) — Yox) .
sin 2:: 2k—|—1)! + (-1) IR cos (V22)
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Die folgende Grafik zeigt sin z zusammen mit den Taylorpolynomen p3(z), ps(z),

p7(x), ..., pes(x) dargestellt. Es ist
@=c-2, m@) —o-T 42 o) ma- T I
3(z) = 2 — — ) =20 — —+ — ) =2 — 4+ — — .
bs 6 6 "1200 T 6 " 120 5040
A ps 2] P13 pi7 p21 P25
\ sin x
b3 p7 P11 P15 P19 p23

Schétzen Sie die Fehler [sinz — ps(x)|, |sina — pr(z)| fir |z| <7 ab!
Geben Sie ein Polynom p moglichst niedrigen Grades an mit

1. 5 ..
|cosz — p(x)] < 510 ® fiir |z| <

N =

8 Lokale Minima und Maxima

8.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen
f sei im offenen Intervall I zweimal stetig differenzierbar und xo € I.

(a) Wenn f an der Stelle zo ein lokales Minimum besitzt, vgl. 4.1, so ist
notwendigerweise

f'(@wo) =0, f"(z0) 20.
Hat f an der Stelle xo ein lokales Mazimum, so gilt

f'(xo) =0, f"(x0) <0.
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(b) Hinreichend fir ein lokales Minimum an der Stelle xo ist
f'(@o) =0, f"(xz0) >0.
Hinreichend fiir ein lokales Mazimum an der Stelle xo ist

fl(.CL‘o) =0, f”(l‘o) <0.

BEWEIS.

(b) TIst f'(zo) = 0 und f”(x0) > 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von f”
ein § > 0 mit f”/(z) > 0 fiir | — zo| < §. Zu jedem solchen z gibt es nach dem
Satz von Taylor ein © zwischen xp und x mit

(z — m0)*

F(=o) + [ (@o) (& — zo) + ["(0) =5

f(z)

(z— xo)2

= flwo) + 1" (©)

wegen f(©) > 0.

> f(xo)

Ist f'(z0) =0, f”(z0) <0, so liegt fiir —f ein lokales Minimum vor, also hat f
an der Stelle zg ein lokales Maximum.

(a) f habe an der Stelle zo ein lokales Maximum. Dann folgt f'(z0) = 0
nach 4.1. Wire f"(zo) > 0, so ware nach (b) f(z) > f(zo) fiir 0 < |z—mz0| <§
mit geeignetem 6. Es muf} also f”(z¢) < 0 sein. Entsprechend argumentiert
man bei lokalen Minima. a

BEMERKUNG. Dafl bei einem lokalen Minimum an der Stelle ¢ nicht notwendi-
gerweise f'(xo) > 0 sein muB, zeigt das Beispiel f(z) = z* an der Stelle zo = 0.
DaB f'(xo) =0 und f”(zo) > 0 nicht hinreichend fiir ein lokales Minimum ist,
zeigt das Beispiel f(x) = 2® an der Stelle zo = 0.

8.2 Zur Bestimmung eines Minimums bzw. Maximums

Ist f € C?[a,b], so hat f als stetige Funktion in [a, b] ein Minimum, d.h. es gibt
ein zo € [a,b] mit

f(zo) < f(z) fir alle z € [a,b] .

Liegt zo im Innern von [a,b], so gilt f'(zo) =0, f”(z0) > 0 nach 8.1. Liegt zo
auf dem Rand, so braucht die Ableitung dort nicht zu verschwinden.

Sind z1, ...,z samtliche innere Punkte von [a,b] mit f'(zx) =0, f"(zx) >0,
S0 ist xp unter den Zahlen a,x1,...,zk,b zu finden, und zwar durch Grofien-
vergleich der Funktionswerte.
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8.3 Aufgabe. Ein Kreiszylinder soll so bemessen werden, dafl bei festem Vo-
lumen V' die Oberfliche F' minimal wird. In welchem Verhé&ltnis miissen Hohe
und Radius stehen ? (Warum besitzt F' ein absolutes Minimum 7)

8.4 Zum Brechungsgesetz.

Ein Wanderer will in der skizzierten
Weise vom Punkt A = (0,—c) zum
Punkt B = (a,b) gelangen. Seine Ge-
schwindigkeit fiir y < 0 betrigt va, Ié;
fiir 4y > 0 soll sie vg > v4 sein. Bestim-
men Sie die Laufzeit T'(z) in Abhéngig-
keit von der Knickstelle z, 0 < x < a.
Zeigen Sie, daff T ein absolutes Mini-

\

mum besitzt und daf} fiir dieses das P
Snelliussche Brechungsgesetz A
sina  wva
sin =~ wup

gilt, [0A].

9 Bestimmung von Grenzwerten nach de 1’Hospital

9.1 Die Regel von de I’Hospital

Sind f und g differenzierbar in |a,b] und ist
i - 1 -0,
Jim f(z) Iggg(fﬂ)

so gilt

f@) o f @)

r—a+ g(a:) o r—a+ gl(ZC) ’

falls der letztere Grenzwert existiert. Fin entsprechender Satz gilt fiir linksseitige
bzw. zweiseitige Grenzwerte.

BEWEIS.

Setzt man f(a) := 0 und g(a) := 0, so erfiillen f und ¢ in [a,b] die Vor-
aussetzungen des verallgemeinerten Mittelwertsatzes 4.5. Demnach gibt es zu
jedem z € ]a,b] ein 9 € |a, x| mit

f@) _ f@) - f@) _ )

g(@)  glx)—gla)  g@)"
Ist (zn) eine Folge in ]a7 b] mit x, — a und sind die ¥,, die zugehdrigen Zwi-
schenwerte, so geht auch die Folge (9,) von rechts gegen a, also existiert

o S @) L @)

= lim = lim . O
n— oo g(:cn) n— oo g/(’l9n) r—a+ g/(l')
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9.2 Beispiele

sin x . Cosx
(a) L =1 =
z—0 x z—0
1 —coszx . sinz
(b) L 3 = lim = = nach (a)
z—0 x z—0 2T 2
T —x T —x
. € e . e +e
(¢) lim =1l =2
z—0 sinx z—0 COST

9.3 Grenzwerte fiir t — oo

f@) o S

1 L7

im
z—oo g(x)  a—oe g'(2)
gilt unter folgenden Voraussetzungen:
(a) f und g sind differenzierbar fir hinreichend grofie x,
(b) lim f(z) = lim g(z) = 0 oder lim g(z) = oo,
(¢) der in der Behauptung rechtsstehende Grenzwert existiert.

Der Beweis ergibt sich aus 9.1 durch Ubergang von x zu % und * — 04,
vgl. §8:1.8 [UA]. Der Beweis fiir den Fall lim g(x) = oo findet sich bei [HEU-

SER 1, pp. 287/288).

9.4 Beispiele

1
! P 1 ..
(a) lim BT _ lim —Z— = lim — =0 fir a>0.
z—o0 I z—oo 1 z—o00 AT
uy 2
T 5 —arctanz x
b) lim x(——arctanx) = lim 2———" = lim —— =1

9.5 Wiederholte Anwendung der de I’Hospitalschen Regel
Sind f,g n—-mal differenzierbar in |a,b] und gilt

lim f(k)(x) = lim g(k)(x) =0 fir k=0,...,n—1,

r—a+ r—a-+
S0 1st

(n)
lim —(x) = lim / (x)7
e—at g(x)  a—at g ()

falls der rechststehende Grenzwert existiert. Entsprechendes gilt fir linksseitige
bzw. zweiseitige Grenzwerte.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch mehrfache Anwendung von 9.1.
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9.6 Aufgaben. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

. x—sinz . 1—cos(2z)
lim Z—90% b) lim —— o)
(2) b S (®) om0 1—cosz
1— 12 —xcotgx
(c) iliIB 3 o & (Erweiterung mit sin z).

§ 10 Reihenentwicklungen und Schwingungen

1 Taylorreihen
Gilt fiir das Restglied R,, der Taylorentwicklung §9:7.1 einer C**~Funktion f

lim R,(z) = 0 in einem Intervall I,

so laBt sich f dort in eine Taylorreihe entwickeln:

> (k) 0 A
fa) = 3L (o
k=0

1.1 Die Exponentialreihe
Es gilt

%) k 2 3
e =3 L = 1—&—2:—1—%—1—%—1—.,, fiir jedes =z € R.

Denn nach dem Satz von Taylor ist

:rk :L‘n+l

r n L . _ 9z
e’ = kz::o 7T R, (z) mit Rn(z) CE] e

und einem geeigneten, von = abhéngigen ¢ = ¥, € |0, 1[. Es folgt

| e’ — iﬁ | < [Ra(z)| < il el — 0 fiir n — co.
ok T - (n+1)!
1.2 Kosinus— und Sinusreihe
Fiir alle z € R gilt
o 2k 2 4 6
T T T T
— —1)F = =1- = — - — 4+ ...
cosz = 2. (=1 SRR T T

oo . 1'2k+1 3 5 7
ine = S T
S ,;( Ty R A H- i T

Denn nach §9:7.4 gilt
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n & CL‘Qk 1 x2n+2 ‘x|2n+2
CoST — kz::()(—l) W = ' (—1) m cos(191x) S m 5
n—1 2k+1 2n-+1 2n+1
e S E T e < e
S 2%( T M ) Gy W) | < o

und die rechten Seiten bilden jeweils Nullfolgen.

1.3 Die komplexe Exponentialreihe
Die komplexe Exponentialfunktion e, definiert durch

e” = e (cosy+isiny) fir z=x+1y

besitzt fiir alle z € C die Reihenentwicklung

s o= 2

e’ = nz::o -
Denn in §7:7.2 wurde fiir die durch die Exponentialreihe gegebene Funktion
E(z) das Exponentialgesetz

E(z+w) = E(2) E(w)

gezeigt. Nach 1.2 ist

2 4 3 5
cosy+isiny—<l—%+i—'—...)+i<y—%+y5—'—...>
(iy)*  (iy)* (iy)®  (iy)°
<1+ ot T +lwt g
N2 . \3

Zusammen mit
o0

e =3 L = E()
k=0

und dem Exponentialgesetz folgt

A E(z) = E(z +1iy) = E(z) E(ily) = €"(cosy +isiny).

18

|
o N

n

Damit ist die bei den komplexen Zahlen eingefiihrte Schreibweise
e = cosp+ising

im nachhinein gerechtfertigt.
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1.4 Die Logarithmusreihe
Fir —1 < 2 <1 besteht die Entwicklung
00 k 2 3
A=Ay I

log(1+=x kz::l k—x 2—1-3

Insbesondere ist also
1 1

log2 =1—- -+ = —....

8 23
Wir zeigen das zunéichst fiir © > —2; der Rest folgt in 3.3 (b).
Die fiir = > —1 giiltige Taylorentwicklung

k n+1 1

Z k 1T n T
10g1+ Z:: L +( 1) n—|—1(1+19x)"+1

mit 0 <9 <1 erlaubt fir —% < x <1 die Restgliedabschatzung:

(—1)"< x )"“ P
n+1 \1+9%z ~—n+1
Denn fir 0 <z <1 ist 1+9dz > 1, also 0 < 55 < 1. Fir —1 <& <0 ist

149z > % und |z| < %7 also ebenfalls |1+19w| < 1. Damit gilt

— 0 fir n — oco.

n k
| log(1 + ) — > 2| <

k n+1

1.5* Die Stirlingsche Formel
Es besteht die asymptotische Gleichheit

,'-L n
n! ~ V2mn (—) ,
e

worunter wir die Beziehung

nl
lim =1

" Vo (2]

verstehen. Die Quotientenfolge ist streng monoton fallend, und es gilt die Feh-
lerabschdtzung
n! 1
0 < ——— — 1 <el2-D — 1 fiir n=2,3,....

Vamn (2)
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BEWEIS.
(a) Fir
’I’L' Qn
ap = ——— und b, = log
Vi (2)

gilt

1 n+g 1 1 1

bn:log—<1—|——> 2:log——|—(n+—>log<1—|——>
e e 2 n

VA DYESE B B
Ty n  2n2  3n3

S T T S APIAR' 1Y (S I
T \3 4/ n2 4 6/)n3 7 E+1 2k/)nk "7
by, ist hierdurch als alternierende Reihe c2 — ¢34+ c4 — ... dargestellt mit

1 1 Cn+1 o n2

_ - = <1 fiir n>2.
12n2°’ e 12n3 Cn n24+n—2 - urn =

C2

Damit sind die Voraussetzungen des Leibniz—Kriteriums § 7: 2.4 erfiillt. Es folgt
1 1

1 .
Tonz e <bn, < Ton2 fur alle n.

Insbesondere ist b, > 0 und damit a, > an+1 > 0 fiir alle n.

(b) Fir m >n > 1 gilt

Qn An+1 Am—1

= bn+bn+l+ +bm—1

a
log -~ = log
am An+1  An+2 am

(1 1
12\n2 77 (m-1)2)"

Nach Grenziibergang m — oo ergibt sich fiir den Grenzwert a der Folge (ar)

<1 1
2 kk—1)  12(n—1)’

vgl. §7:1.3 (b), somit

a ;
0 < = —1<el2n-1) — 1,
a

(¢) Fiir den Grenzwert a 148t sich a = V27 ~ 2.506 beweisen [FORSTER 1,
S. 159 f1.]; wir zeigen hier nur

2.488 < a < 2.560.
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Es ist a < a4 < 2.560 . Weiter ist nach (b)

lo %<;—i
8% S12-4-1) 36’

woraus mit a4 > 2.559 zusammen a > 2.488 folgt. O

1.6 Die Arcustangensreihe und Reihendarstellungen fiir =«

(a) Taylorentwicklung. Fir f(z) = arctan z gilt aufgrund von §9:5.3:

/ 1 " 2
f(a?):m7 f(a?):—ﬁy
1" 2 81‘2
[z = _(1—|—x2)2 + (1+a2)3"
24 48723 24
f(4)(a7) = (1_~_§2)3 - (1+Z2)47 f(S)(w) = m tz []

Daraus erraten wir das Bildungsgesetz
FEE©) = (D" @R, (0 = 0.

und vermuten demnach fiir die Taylorentwicklung

n—1 x $2k+1
= —1 n .
arctan kz::O( ) T + Rn(x)

Wir bestétigen diese Vermutung mit Hilfe eines Differentiationstricks, der die
untibersichtliche Berechnung der hoheren Ableitungen umgeht. Hierzu definie-
ren wir

3 5 7 2n—1
2t ne1
(@) = B .
R,(x) := arctanz (m T E =+ +(-1) 2n—1)

Differentiation ergibt mit der geometrischen Summenformel §1:6.11 (b)

1 n—1 2n—
R/n(x):H—xQ—(l—x2+x4—...+(—l) s 2)
1 1— (2" n oz

- 1+a22 1—(—x?) = (=1

14227

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz §9:4.5, angewandt auf R,(x) und

g(z) = 2n1+1 2"+ ergibt sich
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Ruz) - Ru(0) _ RhWs) (D"
0@ —9(0) ~ g(va) - Tiomp MO<U<L, ako

(_1)n x2n+l
14+ (Wz)? 2n+1°

Damit ist unsere Vermutung iiber die Entwicklung des Arcustangens bestatigt.

(b) Arcustangensreihe. Fiir |z| <1 ergibt sich |Rn(x)| < ﬁ, also
%) 2k+1

arctanz = 162::0(—1)1c ka—&—l fiir |z] < 1.

(¢) Reihendarstellungen von 7.

™ = 1 11 1
L = tanl = —-1)" =1l—-c-4+-=—=+4....
g — e ;::0( o1 s3T5 7"

Diese Reihe konvergiert sehr schlecht (|R,(1)| > 4 - 5-45) . Rascher konvergiert
die folgende Reihe (vgl. §7, Aufgabe 2.6 (c)):

1 1 & 1
% = arctan — = — (—1)”(

V3 V3= 2n +1)3n "

1.7 Die Binomialreihe

Fir a € R und |z| <1 gilt

o = 5 (7)ot e (7) = letilenken,

k=0

Wir zeigen dies zunéchst fiir > 0 und verweisen fiir x < 0 auf 3.3 (c)
Fiir f(z) = (1+2)* = ¢*°80+2) ergibt sich

ala—1)
(1+2)?

fl@)= 2= f(z), f'(z)=

. J@) @) =

und durch vollstdndige Induktion

ala—=1)---(a—n+1)
1+az)

FM (@) = f@ = ()t

Daher erhalten wir fiir « € R und |z| < 1 die folgende Taylorentwicklung:

(I4+x)* = éo (2) 2 + Ro(z) mit
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(%

n+1)(1+q9x)“*"*1x"“, 0<d9<1.

Ru(z) = (

Wir zeigen lim R, (z) = 0 fiir jedes feste = € [0,1].

Zunéachst gilt fir die Folge ar = (Z) z*
Gkl _ 2= z, also lim il _ g,
ag k+1 k—oo Gk

Sei € >0 mit q:=x+¢ <1 gewahlt und N > « so bestimmt, daB fiir k > N

Ak+41
A

Ak+1
Qg

<x+e=q.

—l—a:’ < g, also ‘

Fiir n > N erhalten wir dann wegen (1 +9z)""'7* > 1

aAN+1
an

n—N-+1

Jan| < ¢ lan],

was die Behauptung liefert.

1.8 Beispiel einer nichtentwickelbaren C*°—Funktion

1
e = fir >0,
flz) =
0 fir <0

ist auf ganz IR beliebig oft differenzierbar und es gilt f(")(O) =0 fir n =
0,1,2,..., vgl. §9:6.3(d). Daher verschwindet die Taylorreihe mit Entwick-
lungspunkt xo = 0 fiir jedes z, stellt also die Funktion f nicht dar.

2 Potenzreihen

2.1 Konvergenzbereiche von Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form
o0
> an(z —20)" mit an,z,20 € C.
n=0

Fiir welche z € C konvergiert eine solche Reihe ? Wie wir gleich sehen werden,
konnen drei typische Falle eintreten, wofiir wir je ein Beispiel geben:

(a) > i' 2" konvergiert fiir alle z € C, §7:5.4.
n!

o

3

2" konvergiert genau fiir |z| < 1.

18

(b)

n=0
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(¢) > nl(z—z0)" konvergiert nur fiir z = zo,

n=0
denn fiir z # 2o bilden die Reihenglieder n!(z — z0)™ eine unbeschrankte Folge,
insbesondere keine Nullfolge, so dafl die Reihe nicht konvergieren kann.

2.2 Ein Vergleichssatz

(a) Konwvergiert eine Reihe Y an(z — 2z0)" fir z = z1 # 7o, so konvergiert sie
n=0
fir alle z mit |z — zo| < |21 — 20| absolut.

(b) Divergiert eine Reihe Y an(z— 20)" fiir z = 22, so divergiert sie auch fir
n=0

alle z mit |z — zo| > |22 — 20].
BEISPIEL. Die Reihe
o0 Z’n.
Tt
ngl( D
konvergiert fiir z = 1 (gegen log2) und divergiert fiir 2 = —1 (harmonische

Reihe). Also konvergiert sie fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1.

BEWEIS.

(a) Die Anwendung des Majorantenkriteriums §7:5.2, und zwar mit einer
geometrischen Reihe als Majorante, ist das entscheidende Hilfsmittel fiir den
Konvergenznachweis von Potenzreihen.

Da die Reihe Z an(z1—20)" konvergiert, bilden die Glieder eine Nullfolge und

n=0
sind daher beschrankt: |an(z1 — 20)"| < M fiir alle n € IN mit einer geeigneten
Schranke M. Fir z mit |z — zo| < |21 — 20| setzen wir

= 7‘2_2()' <1
|21 = 2ol
und erhalten |an(z — 20)"| = |an(z1 — 20)"| |¢"] < M ¢".

(b) Angenommen |z — 20| > |22 — 20| und Y an(z — 20)" konvergiert, dann

n=0

muB nach (a) auch die Reihe > an(z2 — 20)" konvergieren, Widerspruch! O

n=0

2.3 Der Konvergenzradius
oo

Konvergiert die Potenzreihe Z apw™ mit w = z — zo nicht fiir alle w € C, so
n=0

definieren wir den Konvergenzradius dieser Reihe durch
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R := sup { |w] } > anw™ st konvergent} .
n=0

Wir setzen R = oo, falls ) a,w” fiir alle w € C konvergiert.
n=0

Dann gilt:
Die Reihe Y an(z — 20)" konvergiert absolut fir alle z mit |z — z0| < R und

n=0
divergiert fir alle z mit |z — zo| > R.

Ist R endlich, so gilt R = sup{r | > an|r" kom}ergiert}.
k=0

BEWEIS.
Ist |z — 20| < R (bzw. z beliebig im Fall R = o0), so gibt es nach Definition

oo
von R ein z1 € C mit |2 — 20| < |21 — 20/, so daB die Reihe Y an(z1 — 20)"

n=0

konvergiert. Daher konvergiert »_ |an(z — 20)"| nach 2.2.
n=0

Fir |z — 20| > R kann die Reihe ) an(z — 20)" nach Definition von R nicht

n=0
konvergieren.

Die zweite Darstellung von R {iberlassen wir dem Leser als [TA]. g

2.4 Beispiele fiir das Verhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises

(a) Die geometrische Reihe Y 2" hat den Konvergenzradius 1 und divergiert

n=0
fir |z] = 1.
(b) Die Logarithmusreihe > (—1)""! 27” hat nach 2.2 den Konvergenzradius 1
n=1
und konvergiert fiir z = 1, ist aber divergent fiir z = —1.

o] o]

(c) Die Reihe Y n—12 z"™ hat fiir |z| < 1 die Majorante Y #, konvergiert
n=1 n=1
also fiir |z| < 1. Fir |z] > 1 bilden die Glieder keine Nullfolge, also ist der

Konvergenzradius R = 1.

2.5 Weitere Beispiele und ﬁbungsaufgaben

(a) > nz" hat den Konvergenzradius 1, denn nach §7:2.3 (b) konvergiert
n=1

> n|z|™ fiir |2| < 1, und fiir |z] > 1 ist (nz") keine Nullfolge.

n=1
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(b) Fiir welche z konvergiert die Reihe Y 2"(z —2)"?
n=0

(c) Wo konvergiert Y n"z"?

n=1

3 Gliedweise Differenzierbarkeit und Identitatssatz

3.1 Gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Konvergiert die Reihe mit reellen Koeffizienten
f(@) = > an(z —z0)" im Intervall ]xo — 7,20 +7[,

so ist f dort beliebig oft differenzierbar, und die Ableitungen kénnen durch glied-
weise Differentiation der Reihe gewonnen werden:

[ee]

fl@) = Yonan(e—z0)" ",

n=1

F@) = 32 nln— Dan(z - 20)" 2,

FO () = i n(n—1) - (n—k+1) an(z — 20)""

fir |z — xo| < r.

Alle durch gliedweises Ableiten entstehenden Reihen haben denselben Konver-
genzradius wie die Reihe fir f.

Der direkte Nachweis der letzten Behauptung ist etwas miihsam; in §12:3.6

fiihren wir den Beweis durch Integration.

3.2 Der Identititssatz (Satz vom Koeffizientenvergleich)

(a) Ist f 9m Intervall Jxo — 7,0 + r[ durch eine Reihe mit reellen Koeffizienten
fl@) = > an(z —20)"

dargestellt, so gilt
_ " (o)

an
n!

(n=0,1,2,...).

Jede fiir |z —xo| < r konvergente Potenzreihe mit reellen Koeffizienten ist also
eine Taylorreihe.
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(b) Aus
ST an(z—z0)" = Y ba(x —z0)" fir |z—zol <7
n=0 n=0

folgt

an = by fiir n=0,1,2,....

BEWEIS.
(a) Aus Satz 3.1 ergibt sich unmittelbar

F® (o) = k(k—1) - (k—k+1)ar = klax.

(b) folgt aus (a) [UA]. O

3.3 Beispiele

. QoS d
(a) Fiir |z| <1 gilt > na™! (1jw)2 =4 (ﬁ)

n=1
(b) Fir -1 <z <1 ist log(l+z) = Zl(—l)"fl%.

Fur —% < 2 <1 wurde dies schon in 1.4 bewiesen. Der Konvergenzradius der
oo

Reihe betriigt aber 1. Setzen wir f(z) = Y. (-1)"'Z- (-1 < z < 1), so

n
n=1

ergibt gliedweise Differentiation fiir —1 <z < 1:

_ _ ad d
_1)n el —z)* = = 2 log(1 )
() = S ) = e = s )

gk

fi(z) =

n

Also ist f(z) —log(1 + =) konstant und damit gleich f(0) —logl =0.

(c) Analog ergibt sich mit 1.7 (1+2)* = Y (%)a"™ fiir [z <1 [TA].

n=

3.4 Analytische Funktionen

Eine Funktion f heifit im offenen Intervall I reell-analytisch, wenn es zu
jedem Punkt zo € I ein r > 0 gibt mit

f(@) = > an(z —z0)" fir |z —=zo| <.
n=0

Aus f € C*(I) folgt noch nicht, da f in I analytisch ist, vgl. 1.8.
Zeigen Sie, daB e” in I =R und = in I =]—1,1[ analytisch sind.
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4 Theorie der Schwingungsgleichung

4.1 Zwei Beispiele aus der Physik

(a) Wir denken uns die Masse des

in der Figur dargestellten Wagens im x(t)
Schwerpunkt S vereinigt; dessen Aus- %} >
lenkung aus der Ruhelage zum Zeit- '
punkt ¢ bezeichnen wir mit x(¢). Die- !

se Auslenkung soll eine Riickstellkraft !

—k z(t) bewirken (Hookesches Gesetz). :
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit
mit #(¢f) und die Beschleunigung mit

Z(t), so gilt nach dem Newtonschen Ge- 7
setz

mi(t) = —dz(t) — kz(t) + F(t),

wobei —d 2(t) die Reibungskraft und F(t) eine von aufien wirkende zeitabhén-
gige Kraft in z—Richtung sein sollen. Wir erhalten so die Gleichung der erzwun-
genen Schwingung

B+ LE(0) + L a(t) = - F(0).

Im Fall F' =0 sprechen wir von der Gleichung der freien Schwingung.

(b) Bei dem skizzierten elektrischen
Schwingkreis gilt fiir die angelegte
Spannung U(t), den Strom I(¢) und

die Ladung Q(t) des Kondensators die
Beziehung

LI(t) + RI(t) + éQ(t) = U(t). ve) e
Wegen Q(t) = I(t) folgt daraus
L)+ RIW) + 2 1(t) = U(). L

C

4.2 Die Schwingungsgleichung

Beide Beispiele, obwohl aus verschiedenen Gebieten der Physik stammend, fith-
ren auf die gleiche mathematische Fragestellung: Gegeben Konstanten a,b € R
und eine stetige Funktion f auf R. Gesucht sind alle Lésungen ¢ — y(t) der
Differentialgleichung

§(t) + ag(t) + by(t) = f(t),
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d.h. alle C2-Funktionen auf R, die dieser Gleichung geniigen. Verschwindet f
identisch, so sprechen wir von der homogenen Schwingungsgleichung oder
der Differentialgleichung der freien Schwingung. Fir f # 0 heifit die
Schwingungsgleichung inhomogen. In den meisten Anwendungen ist a > 0;
das Glied ag(t) wird dann als Dampfungs— oder Reibungsterm gedeutet.

Wegweiser. Der Rest von Abschnitt 4 betrifft dieTheorie der Schwingungs-
gleichung: Wie sieht die Losungsgesamtheit im homogenen und im inhomogenen
Fall aus ? Was ist ein Fundamentalsystem ? Durch welche Anfangsvorgaben sind
die Losungen y festgelegt 7 Die Antworten finden Sie in 4.5 und 4.9. Erst nach
Klarung dieser Fragen konnen wir in Abschnitt 5 die praktischen Losungsver-
fahren behandeln.

4.3 Der Begriff des Fundamentalsystems

(a) Sind y1,y2 zwel Losungen der homogenen Schwingungsgleichung
() §+ay+by=0,
so ist jede Superposition (Linearkombination)

c1y1 + c2y2 mit c1,c2 € R

wieder eine Losung von (x) [0A].

(b) Wir nennen ein Lésungspaar yi,y2 der homogenen Schwingungsgleichung
(*) ein Fundamentalsystem, wenn sich jede beliebige Losung y von (x) als
Linearkombination

Yy = C1y1 + c2y2
mit eindeutig bestimmten Konstanten c1, ¢ schreiben 1afit.

Wir zeigen im folgenden, daf} es stets Fundamentalsysteme gibt.

4.4 Die Wronski—Determinante W (t) zweier Losungen yi,y2 von () ist
definiert als die Determinante der ,,Zustandsvektoren*

(yl(t)) and (zzgg) dh. W) = y1()da(t) — 51 (E)ya(t)

SATZ. Die Funktion e™ W (t) ist konstant. Die Wronski—Determinante verschwin-
det also uberall oder nirgends.

BEwEIS als [UA]: Zeigen Sie < (e™ W(t)) = 0.
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4.5 Fundamentalsysteme und Wronski—Determinante

Zwei Losungen y1,y2 von (x) bilden ein Fundamentalsystem, wenn ihre Wronski—
Determinante W (t) von Null verschieden ist.

Ist das der Fall, so gibt es fiir jede Léosung y eindeutig bestimmte Zahlen ci, ca
mit y = c1y1 + cay2. Diese ergeben sich aus den Gleichungen
y(0) = c1y1(0) + c212(0),
9(0) = c11(0) + c292(0) .
BEWEIS.
Sei y eine Losung von (x). Gesucht sind Zahlen c1, c2 mit
c1y1(t) + coy2(t) = y(t) und damit auch
cg(t) +c2y2(t) = y(t).

Dieses Gleichungssystem besitzt wegen W (¢) # 0 fiir jedes ¢ eindeutig bestimmte
Losungen c1, c2, die aber moglicherweise noch von ¢t abhédngen. Sie ergeben sich
nach der Cramerschen Regel §5:6.2:

_ i) — 90w _ @90 — hi0y()
W(t) e W (t)

Nach 4.4 sind alle drei auftretenden Wronski—Determinanten konstante Vielfa-
che von e~ %, Also sind c1, ce sogar Konstanten. O

4.6 Beispiele fiir Fundamentalsysteme
Wir geben jetzt Fundamentalsysteme an.
(a) Fundamentalsysteme fir den démpfungsfreien Fall
(%) U(t) +ku(t) = 0 mit ke R.
Fiir diese Gleichung erhalten wir ein Fundamentalsystem w1, u2 durch den kom-
plexen Exponentialansatz 5.4:
u1(t) = cos(wt), wu2(t) = sin(wt) im Fall & = w? > 0,
u(t) =1, uz(t) =t im Fall £ =0,
ui(t) = e*t, uz(t) = e™* im Fall k = —w? < 0.
Zeigen Sie, daB uy,us jeweils Losungen von (+%) mit W # 0 sind.
Ein Fundamentalsystem mit u1(0) =1, 41(0) = 0, u2(0) =0, 42(0) =1 ist:
ui(t) = cos(wt), wua(t) = %sin(wt) im Fall & = w? > 0,
u(t) =1, us(t) =t im Fall £ =0,
u1(t) = cosh(wt), wa(t) = %sinh(wt) im Fall k = —w? < 0.
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Dabei sind die Hyperbelfunktionen cosh und sinh definiert durch

coshz = % (ez + e_l) (Cosinus hyperbolicus),

sinhx := % (ez — e_l) (Sinus hyperbolicus).
(b) Fundamentalsysteme 1m allgemeinen Fall § + ay + by = 0.
Dieser wird durch folgende Transformation auf den Fall (k) zuriickgefiihrt:

y(t) 16st 4(t) +ay(t) +by(t) = 0 =

at . . . 2
y(t) 16st a(t) +ku(t) = 0 mit k=b— %

<
~
=
o)
I
o
ol

[0A].
Damit erhalten wir ein Fundamentalsystem y1,y2 von (%) durch

1, L,
yi(t) = e 2%y (t), ya(t) = e 2% us(t),

wobel u1,uz Fundamentalsysteme wie in (a) sind.

([0A]: Priifen Sie das durch Berechnung der Wronski-Determinante nach.)

4.7 Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir die homogene Gleichung

Zu vorgegebenen Zahlen to, o, B € R g¢ibt es genau eine Losung y fir das An-
fangswertproblem

j+ay+by =0 mit y(to) =a, Y(to) =p.

Als Zustand eines mechanischen Systems wird ein Satz von Koordinaten be-
zeichnet, dessen Kenntnis zu einem Zeitpunkt das System fiir alle Zeiten deter-
miniert. In diesem Sinn ist das Wort Zustandsvektor in 4.4 zu verstehen.
BEWEIS.

Genau dann ist y eine Losung, wenn u(t) = y(t — to) eine Losung von ()
mit u(0) = o, 4(0) = 3 ist [0A]. Zur Bestimmung von u wihlen wir ein
Fundamentalsystem yi1,y2 geméafl 4.6. Dann mufl u die Form u = ciy1 + cay2
haben. Es folgt 4 = c191 + c292, also

c1y1(0) + c2y2(0) = a, c191(0) + c292(0) = 3.

Bestimmen wir c¢1, c2 aus diesen Gleichungen, was nach 4.5 in eindeutiger Weise
moglich ist, so leistet u = c1y1 + c2y2 das Gewiinschte. O

4.8 Die Losungsmenge der erzwungenen Schwingung

Fir eine auflere ,Zwangskraft® f € C(R) betrachten wir die inhomogene
Schwingungsgleichung
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g(t) + ay(t) + by(t) = f(t), kuwrz §+ay+by = f.

SATZ. Ist yo € C*(R) eine Lisung der inhomogenen Schwingungsgleichung und
bilden y1,y2 ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung, so besteht die
Lésungsmenge von ij + ay + by = f aus allen Funktionen

Yy = yo+ c1y1 + coy2 mit Konstanten ci,ca.

BEWEIS.

(a) Ist yo eine Losung der inhomogenen Schwingungsgleichung, so ist auch
Yy = yo + c1y1 + c2y2 eine Losung .

(b) Ist y eine Losung der inhomogenen Gleichung, so gentigt z := y — yo der
homogenen DG

f4ai+bz = (§+ay+by)— (o+ago+by) = f—f =0.

Nach 4.5 besitzt dann z die Darstellung ci1y1 + c2y2 mit Konstanten ci,ce. O

4.9 Lo6sung des inhomogenen Anfangswertproblems
§(t) +ay(t) + by(t) = f(t), y(to) =, 3(to) = 3.

Man bestimme zuerst ein Fundamentalsystem y1,y2 fir die homogene Gleichung.
Dann verschaffe man sich eine spezielle Losung yo der inhomogenen Gleichung.
Fir die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems gilt dann nach 4.8

Y =yYo+ciyr + c2y2.

Die Konstanten c1 und ca ergeben sich eindeutig aus dem Gleichungssytem

o (Vo) L (v2(to) ) _ (o—yo(to)
91 (to) Y2 (to) B —1go(to) )
BEMERKUNG. Zu jeder stetigen Funktion f: I — IR gibt es genau eine Losung

der Gleichung §+ay+by = f in I, vgl. Bd. 2, §3:3.1. Konkrete Beispiele folgen
in Abschnitt 5.

AUFGABE. Lésen Sie das Problem §i(t) +4y(t) =t, y(0)=1, §(0)=3.

4.10 Potenzreihenansatz. Die in 4.6 angegebenen Fundamentalsysteme las-
sen sich auch durch Potenzreihenansatz ableiten. Bestimmen Sie in den Féllen

k = w? bzw. k = —w? die Losungen der Anfangswertaufgabein 4.6 (a) durch
den Ansatz u(t) = ) %% t", zweimalige gliedweise Differentiation, Koeffizi-

n=0
entenvergleich und rekursive Bestimmung der a,,. Die Koeffizienten ap und a1

werden dabei durch die Anfangsbedingungen festgelegt.
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5 Losung der Schwingungsgleichung durch komplexen Ansatz
5.1 Aufgabenstellung. Nach dem vorangehenden erhilt man die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung 4 4+ ay + by = f durch

(1) Aufstellung eines Fundamentalsystems z1, z2 (nach 4.6 immer moglich),

(2) Aufsuchen einer speziellen (,partikuldren®) Losung yo der inhomogenen
Differentialgleichung.

Samtliche Losungen sind dann von der Form yo + c121 + c222. Dafl es zu jeder
stetigen Funktion f eine partikulédre Losung yo gibt, wird in Band 2 gezeigt. Fiir
den Augenblick begniigen wir uns damit, fiir eine groflere Klasse von Anregungen
f ein Verfahren zur Bestimmung einer partikuldren Losung yo anzugeben. Dafiir,

aber auch fiir die praktische Losung der homogenen Gleichung, ist der komplexe

Ansatz von Vorteil. Als Hinweis moge der Fall b — ia2 = w? > 0 dienen. Hier

erhalten wir Fundamentallsungen fiir die homogene Gleichung durch
1 1
e 2% coswt = Re(e’\t) , e 2%ginwt = Im(e’\t)
mit A = —%a + tw.

5.2 Differentiation komplexwertiger Funktionen

(a) Eine komplexwertige Funktion z : ¢ +— wu(t) + sv(t) heifft im Intervall I
CF-differenzierbar, wenn u und v dort beide k-mal stetig differenzierbar sind.
Fiir £ = 0 bedeutet dies Stetigkeit von v und v.

(b) Ist z=wu+ v CF-differenzierbar, so definieren wir
z2(t) = at) +io(t), Z(t) =u(t)+i0(t), usw.
(¢) BEISPIEL. Fur A € C, A = o+ iw gilt

d xe | At
dte = e’

wie sich durch Zerlegung von e in Real- und Imaginarteil ergibt .

5.3 Komplexwertige Losungen der Schwingungsgleichung

(a) z(t) = u(t) +iv(t) liefert genau dann eine Lésung der homogenen Schwin-
gungsgleichung, wenn » und v Losungen der homogenen Schwingungsgleichung

sind [0A].

(b) Fir h=f+ig, z=u+iv ist die Gleichung
Z+az+bz =h
aquivalent zu

ii4+at+bu = f und G4+av+bv=g [UA]
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5.4 Exponentialansatz und charakteristische Gleichung

Notwendig und hinreichend dafiir, da der Exponentialansatz z(t) = et

(A € €) eine Losung der homogenen Schwingungsgleichung 2z + az + bz = 0
liefert, ist die charakteristische Gleichung

Mitar+b=0

[(A]. Da nach §5:10.1 jede quadratische Gleichung mindestens eine Losung
in der komplexen Zahlenebene besitzt, fiihrt der komplexe Exponentialansatz
z(t) = e immer zu wenigstens einer Losung.

Wir haben wieder drei Féille zu unterscheiden:

(a) b—‘l—z > 0. Wir setzen w = \/b—‘l—z,

Die charakteristische Gleichung besitzt die beiden Nullstellen A = —% +iw und
A=—% —iw. Fiir z=e" bilden

1 1
z1(t) = Rez(t) =e 2% coswt, 22(t) = Imz(t) =e 2% sinwt,
ein Fundamentalsystem nach 4.6.

(b) b—% = —> <0 mit w>0.

Hier hat die charakteristische Gleichung zwei verschiedene reelle Nullstellen,

némlich \1 = —§ +w, A2 = =5 —w. Ein reelles Fundamentalsystem liefern

z1(t) = eAlt, z2(t) = et

2

() b= =0.

Die charakteristische Gleichung hat die Gestalt ()\ + %)2 = 0, also die Dop-

1
pelnullstelle —35. Der Exponentialansatz liefert nur die Losung 21(t) = e 2%,

Nach der Theorie muf3 es noch eine weitere Fundamentallésung z2 geben. Nach

1
4.6 ist diese gegeben durch z2(t) = te”2%. Im Fall a > 0 spricht man vom
aperiodischen Grenzfall.

5.5 Erzwungene Schwingung mit periodischer Anregung
Gesucht ist eine spezielle Lésung von

(1) () + ay(t) + by(t) = c cos (wot — ) mit ¢,wo > 0.

Die Umskalierung u(t) = %y(t + p/wo) fiihrt auf

(2)  a(t) + at(t) + bu(t) = cos(wot) .
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Wir bestimmen eine komplexwertige Losung z von

(3)  Z(t) + az(t) + bz(t) = ™",

Haben wir eine solche gefunden, so liefert uo(t) = Rez(t) nach 5.3 (b) eine
Losung der Gleichung (2).

Fiir die gesuchte Losung z machen wir den Exponentialansatz
2(t) = ke™®" mit ke C.

Hierfiir ergibt sich 2(t) + az(t) + bz(t) = k (—wi + iwoa + b) e™°" . Notwendig
und hinreichend dafiir, da z(t) = ke'“°’ eine Losung von (3) liefert, ist daher
die Bedingung

k(—wé—&-iww—!—b) =1.

Wir behandeln zunachst den Fall —wg—&—iwoa—i—b # 0,d.h. daf} iwp keine Losung
der charakteristischen Gleichung ist. Das ist bei vorhandener Reibung immer
der Fall, denn aus —w? + iwoa + b = 0 folgt fiir den Imaginérteil woa = 0. In
diesem Fall ergibt sich fiir z(t) = ke'o!
() = _ eZ“‘)Ot _ b— ng— iawo ciwot _ 12 ciwot
—w§ + twoa + b (b—wd)® + a2w? |w|

mit w := b — w? + iawp . Wir bestimmen die Polardarstellung w = r ¢ und
erhalten mit r = /(b — w2)? + a?w?
Z(t) — %efiw eiwot — 1 ei(wotle})

r )

also
1
uo(t) = Rez(t) = - cos(wot — ) .
Die zugehorige Losung von (1) ist
yo(t) = ; cos(wot — p — ).

Im Falle vorhandener, aber nicht zu groBer Reibung (0 < b — ‘14—2 < b) ist die
allgemeine Losung von (1) gegeben durch

1 1
y(t) = yo(t) + are” 2% coswt + age” 2% sinwt .

Nach kurzem Einschwingvorgang stellt sich eine harmonische Schwingung mit
der Anfangsfrequenz ein, die gegeniiber der aufgezwungenen Schwingung die
Phasenverschiebung 1) hat.
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5.6 Potenzreihenansatz im Resonanzfall

Der Fall —w? + iawo + b = 0 tritt, wie oben gesagt, nur bei fehlender Reibung
ein. Es ist dann b = w? > 0, also ist die Anregungsfrequenz wo gleich der
Eigenfrequenz w = v/b der freien Schwingung. Wir suchen in diesem Fall eine
Losung der umskalierten Gleichung (2)

() i(t) + w u(t) = coswt mit u(0) = u(0) = 0.

Dazu machen wir einen Potenzreihenansatz

[ee]

uo(t) = % t* (a0 = u(0) =0, a1 = u(0)=0).
k=2
Wenn es eine Losung dieser Form gibt, folgt durch gliedweise Differentiation

und Einsetzen in (x)

; (ak+2 —|—w2ak) 2—' = 2(—1)”% .

Koeffizientenvergleich ergibt unter Beriicksichtigung von ap = a1 =0
as=1, as=0, as+w?a2=—-w?, as+w?as=0,

ae + w2a4 =t

, (17-|-LAJQCL5:07 R
Somit gilt

a2 =1, a4:—2w2, a6:3w4, ... und ag=as5=ar= ... =0.
Durch Induktion ergibt sich

azn = (—1)" 'nw® %, agni1 =0

fiir alle n € IN, also

uo(t) = 2(—1)"—171“’7;;; - % 2(—1)“—17&3_”1)! - % sin(wt).

Es ist leicht nachzurechnen, dal uo eine Losung von (x) ist, der Potenzreihen-
ansatz also gerechtfertigt war.

Die mit der Zeit anwachsende Amplitude von wug(¢) fithrt zur ,, Resonanzkata-
strophe*.

5.7 Aufgabe
Bestimmen Sie eine komplexwertige Losung der Differentialgleichung

2(t) + az(t) + bz(t) = te'o’

im Nichtresonanzfall durch den Ansatz z(t) = (c + dt)e™°’.
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§ 11 Integralrechnung

1 Treppenfunktionen und ihr Integral

1.1 Das Fliacheninhaltsproblem A

Gegeben ist eine Funktion

fila,b] = Ry .
Unter welchen Bedingungen kann man
der Flache

{(zy)la<z<b, 0<y < f(z)}

unter dem Graphen von f in verniinfti- f
ger Weise einen Flacheninhalt zuschrei- a
ben, und wie kann man diesen gegebenenfalls bestimmen ?

\j

[

Fiir , Treppenfunktionen® (stiickweis konstante Funktionen) 148t sich dieser Fla-
cheninhalt elementar angeben. Es liegt nahe, die gegebene Funktion f in geeig-
neter Weise durch Treppenfunktionen anzundhern und den gesuchten Flachen-
inhalt durch einen Grenziibergang zu gewinnen.

1.2 Treppenfunktionen

Eine Funktion ¢ : R — R heiit Treppenfunktion, wenn es endlich viele
Zahlen ap < ... < an gibt, so daf

(a) ¢ jeweils konstant ist im Innern Jax—1,ax[ und
(b) ¢(xz) = 0 fir alle z auBerhalb [ao, an].

Auf die Werte ¢(ar) kommt es nicht an, weil diese zum Flacheninhalt keinen
Beitrag liefern.

¢ heiBt Treppenfunktion auf [a,b], wenn ¢(z) =0 auBerhalb [a, b]. Wir sagen
auch ,,p lebt auf [a,b]“.

BEISPIELE.

(a) Ist I ein beschranktes Intervall, so ist die charakteristische Funktion
von I gegeben durch

Xi(@) 1 firxel,
xr) =
! 0 fir zgl

eine Treppenfunktion. Denn ist ap der linke, a1 der rechte Randpunkt von I, so
ist X;(z) =1 in Jao,a1[ und X;(z) =0 auBerhalb [ao, a1].

(b) Ebenso ist ¢ Xy fiir jedes ¢ € R eine Treppenfunktion.

(¢) Fir I =1[0,2[ und J = [1, 3] ist
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@Y = 3X1—2XJ

eine Treppenfunktion. Denn mit agp =0, a1 = 1, a2 = 2 und a3 = 3 ist (x) = 3
in Jag,a1], ¢(z) =11in Jai,az[, ¢(z) = —2in Jaz,as] und ¢(z) = 0 auBerhalb
[CLQ, a3].

1.3 Darstellung von Treppenfunktionen
Zwei Treppenfunktionen ¢, 1) heiflen fast tiberall gleich,
p(z) =¢(x) fast iberall, kurz ¢ =4 fi.,

wenn @(x) # ¢ (z) fiir hochstens endlich viele z gilt.

Mit ag < a1 < ... < an sei die Treppenfunktion ¢ auf [ao,an] gegeben durch
Ck in ]k:]akfl,ak[ (k:L...,N)
e(z) =
0  auBerhalb von [ao, an]

und beliebige Werte ¢(ao),...,p(an). Dann besteht fiir ¢ die Darstellung

N

p = Z cx X, fi..
k=1

Fiir eine Treppenfunktion sind verschiedene solche Darstellungen moglich, z.B.

Xjo,3] = Xjo,u[ + Xjr3; Lil. = 2X[o,4) — Xjo,3) — 2X[3,4) L0

1.4 Verkniipfung von Treppenfunktionen

(a) Mit ¢ sind auch |p| und cy (c € R) Treppenfunktionen.
(b) Mit p,v sind auch ¢+ und ¢ -1 Treppenfunktionen.
(a) ist unmittelbar klar. Fir (b) wahlen wir Darstellungen

M

N
p = Z cxXr, fi. und ¢ = deXy, fii.
k=1 1

= L=
mit [, = ]akfl,ak[, Jo = }bzfl,b([ und ap = bo, an = bys. Wir betrachten
alle nichtleeren Intervalle I NJ, und bringen sie in ihre natiirliche Reihenfolge.
Aus der ,,gemeinsamen Darstellung®

N M N M

o =3 > o Xpng, L, ¥ =3 3 de- Xy, il

k=1¢=1 k=10=1
ergeben sich dann in naheliegender Weise Darstellungen von ¢ + 1 und ¢ -
als Treppenfunktionen. [UA]: Fiihren Sie dies mit Hilfe einer Skizze aus fiir

® = X109+ %X]O,l[ —Xpu,3, Y= %X[O,Q] + X)2,4] -
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1.5 Das Integral von Treppenfunktionen ist definiert als der Inhalt der
Flache unter dem Graphen, wobei die Anteile unter der z—Achse negativ ge-
rechnet werden. Fiir

N
Y = Z CkX],C fu, Ik:]ak_17ak[7 ap<ar < ... <an
k=1

definieren wir also das Integral durch
N
fgo = ck ak — Gk—1) -

k=1

Der Wert des Integrals hiangt nicht von der speziellen Darstellung von ¢ ab,
insbesondere nicht von den Werten o(ax). Auf den rein technischen Nachweis
sei verzichtet. Allgemein gilt:

p =9y fi. = fgozfl/}.
1.6 Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen
(a) [(crpr+capa) = a1 [p14ca [ @2 (Linearitit).
(b) Aus ¢ > ¢ fii folgt [ > [¢ (Monotonie).
(c) Lebt ¢ auf dem Intervall [a,b], so ist
|fgp|<f\go|< —a) max{\gp ||a§x§b}.

Die Beweise von (a) und (b) sind rein technischer Art und lediglich eine Frage
der Notation, vgl. 1.4. Der Beweis von (c) ergibt sich aus

f:ck (ar —ar—1)| < i ek | (ar — ak—1)

k=1 k=1
< max{Jofa)] |0 <2 <0} 3 (0x — ouc)
< (b—a)-max{\go(xﬂ |a§x§b} .

1.7 Integration iiber Teilintervalle

(a) Lebt ¢ auf dem Intervall [a, b], so schreiben wir auch

b
fgo statt fgo.

(b) Fir [c,d] C [a,b] und jede auf [a,b] lebende Treppenfunktion ¢ ist
auch 9 = ¢ - X[;q eine auf [c,d] lebende Treppenfunktion. Wir definieren



220 §11 Integralrechnung

p = ¢ Xed-

0 —a
8 —c

Insbesondere ist f p=0.

(¢) Fir a <b<c gilt dann

c b c
Jeo=[e+ [o.
a a b

2 Der gleichméaflige Abstand zweier beschrankter Funktionen

2.1 Die Supremumsnorm

(a) Fir beschriankte Funktionen f : [a,b] — IR definieren wir die Supre-
mumsnorm durch

I£1l == sup {|f(2)| | @ € [a,0]} .

(b) Der gleichméafige Abstand zweier auf [a, b] beschrankter Funktionen f, g
ist definiert durch ||f —gll. ||f — gl < & bedeutet also |f(z) — g(z)| < e fiir
alle x € [a,b].

Fiir zwei Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] gilt nach 1.6 (c)

b b
fw—fw’—

< (b—a)lle -7

b
Je—1)

2.2 Eigenschaften der Supremumsnorm

(@ Ifl =0, [[fll=0<+ f=0,

() llefll = Il 7] fiir alle ¢ € R,

() IIf +gll < [IfIl+ gl (Dreiecksungleichung)
Beachten Sie die Analogie zur euklidischen Norm im R".

BEWEIS.
(a) und (b) sind klar. Fir (c) beachten wir, daf fir alle z € [a, b]

[f(@) +g(@)| < |f(@)]+1g(=)| < I£]I +llgll -

Also ist || f]| + |lg|| eine obere Schranke fiir die Werte |f(z)+ g(z)|, und fir
deren kleinste obere Schranke gilt ||f + g|| < ||7]l + llg]| - |
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2.3 Approximation stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen

Ist f stetig auf [a,b], so gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ auf [a,b]
mit

If =l <e.

Es gibt somit eine Folge von Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] mit

|f —enl] = 0 fiir n— oco.

BEWEIS.

Nach dem Satz tiber die gleichméfige
Stetigkeit §8:6 gibt es zu gegebenem

e>0eind >0mit |f(z)— f(y)| <e
fir alle z,y € [a,b] mit |x —y| <.

Wir wéhlen N € IN so grof}, daf3

\

wird und setzen b
ar =a+kh fir k=0,1,...,N.
Dann ist durch

flag—1) fir ap—1 <z <ar (k=1,...,N)
p(z) = f(b) fir x=0

0 sonst

eine Treppenfunktion ¢ auf [a,b] definiert mit ||f — || < e.

Wahlen wir zu ¢ = 1/n (n = 1,2,...) jeweils eine Treppenfunktion ¢, mit
If —enll < 1/n, so erhalten wir Treppenfunktionen ¢, mit ||f — pn| — 0.
O

Die Flache unter dem Graphen von f — Teile unter der x—Achse negativ gerech-
net — ist nach der Figur annahernd gleich

N N
fW = Iglf(akfl)(ak*akq) = I;f(ak,lyh.

Dies legt nahe, das Integral iiber f als Grenzwert von Integralen approximie-
render Treppenfunktionen zu definieren:
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3 Integrierbare Funktionen und Eigenschaften des Integrals

3.1 Integrierbarkeit

Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifit integrierbar, wenn es eine
Folge von Treppenfunktionen ¢, auf [a,b] gibt mit ||f — ¢n| — 0.

Fir integrierbare Funktionen f existiert der Grenzwert

b b

fr= tm fe
und ist unabhdingig von der approzimierenden Folge (r).
Dieser Grenzwert wird das Integral von f iiber [a,b] genannt.

SATZ. Stetige Funktionen sind nach 2.3 integrierbar.

BEMERKUNGEN. Das so eingefiihrte Integral wird in der Literatur als Cauchy—
oder Regelintegral bezeichnet. Dieser Zugang verlangt wesentlich geringeren be-
weistechnischen Aufwand als das in der Literatur haufig verwendete Riemann—
Integral; die Klasse der Riemann—integrierbaren Funktionen ist allerdings etwas
umfangreicher als die der regelintegrierbaren.

Fiir die Anwendung erweist es sich als notwendig, auch Integrale unbeschrankter
Funktionen zu definieren und die Integration iiber unbeschrénkte Intervalle ein-
zufithren (uneigentliches Integral). Das geschieht in §12. Alle in diesem Band
eingefiihrten Integrale sind Spezialfille des Lebesgue—Integrals, welches wir in
Band 2 besprechen.

BEWEIS.

(a) Euistenz des Grenzwertes Lim [ pn:

Zu gegebenem & > 0 wahlen wir ng so, dafl || f — ¢n|| < e fiir alle n > ng.

Dann gilt fir n,m > no

lon —omll = llon = F+ f—omll < llon = FII+1f —oml| < 2e,
also
[ on—[om| = |[(on—om)| < (b—a)llon —¢ml| < 2(b—a)e.

Nach §2:9.6 hat die Folge ( f wn) als Cauchy-Folge einen Grenzwert.

(b) Unabhingigkeit von der approximierenden Folge: Aus ||f —n| — 0 so
ergibt sich wie in (a)

[ on =l < llgn = Fll+11f = ¢all = 0, also
|[on = [tn| =|[ (pn —¥n)| < (b—a)llon — ¢l = 0, d.h.

lim fcpn: lim f’l/Jn. O
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3.2 Bezeichnungen und Vereinbarungen
b
(a) Die iiblichen Bezeichnungsweisen fiir [ f sind

a

b

b b
Jf@)ydz, [fly)dy, [f(t)dt.

a

b
Wir schreiben mitunter auch f fdx.

Das Integralzeichen (stilisiertes S fiir ,Summe*) wurde 1675 von Gottfried Wil-
helm LEIBNIZ eingefiihrt, ebenso das , Differential“ dzr unter dem Integralzei-
chen. LEIBNIZ stellte sich das Integral als eine Summe iiber alle Ordinatenlinien
vor: ,, Utile est scribi ... [€ pro omn. £ ([ ¢ fiir alle £).

Erinnern wir uns an den Beweis 2.3: Fiir stetige Funktionen f wurde
b N
J f(z)dz durch Summen der Gestalt Y f(zx) Az
a k=1

angendhert; wir schrieben dort h statt Az. Unter dz stellte LEIBNIZ sich die
Differenz ,,nachstliegender” x—Werte vor.

Die Bezeichnungsweise hat praktische Vorteile:

b b b b
Jxdr und [e"dx sind deutlicher als [ L[, und [exp .

a a

b b
Bei Integralen der Form [ f(z,y)dx bzw. [ f(z,y)dy, wie sie in § 23 betrach-

tet werden, geht aus der Schreibweise unmittelbar hervor, beziiglich welcher
Variablen integriert werden soll.

(b) Zur Vermeidung lastiger Fallunterscheidungen vereinbaren wir fiir a > b
b a
[ f@)de = — [ f(z)dz.
a b

3.3 Eigenschaften des Integrals

(a) Linearitat. Mit fi und fa ist auch cifi + cafe fir ci,c2 € R dber [a, b
integrierbar, und es gilt

b b b
Jafitef)=af[fi+cf/f.

b) Monotonie. Sind f, g iber [a,b] integrierbar und ist f(x) < g(z) fir alle
x € [a,b], so gilt

f<Jg.

8 —o
D%v
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(¢) Abschitzung des Integrals. Mit f ist auch |f| dber [a,b] integrierbar.
Aus |f(z)| < M fiir alle = € [a,b] folgt

b b
5] < [Ifl < ®b-a)M.

(d) Mit f,g ist auch fg diber [a,b] integrierbar [UA].
BEWEIs.
(a) Sind @n,¥n Treppenfunktion mit |[fi — ¢n| — 0, || fo — ¥n|| — 0, so gilt
[(erfr + cafa) = (cron + caton) || = [[(cr(fr = ¢n) + ca(fo — )|
< el - fv = enll + le2] - [l fo = nll = 0 fiir 7 — oo,

also ist c¢1 f1 + co f2 integrierbar. Ferner gilt

b b
f(clfl + cafa) 7111~>Irolo f(clgan + cothn)

a

b b b b
= lim (afonteaftn) =affi+teff

wegen der Linearitét des Integrals fiir Treppenfunktionen und nach den Rechen-
regeln fiir Grenzwerte.

(b) Wir setzen h = g — f. Nach (a) ist h integrierbar und
b b b
Jh=Jg=]1

b
Zu zeigen bleibt [ h >0, falls h(z) >0 fiir alle z € [a,b).

Ist (¢n) eine Folge von Treppenfunktionen mit ||¢, — k|| — 0, so sind auch
die |pn| Treppenfunktionen, und wegen h > 0 gilt

|16 (@)] = h(@)| < |@n@) - h() | < [on— ]|
(Dreiecksungleichung nach unten). Es folgt ||h — |en| H — 0 und

8=

b
h = lim [|pn| > 0.
(¢) Wie in (b) ergibt sich || I7| = lenl H < |If — ¢nll, also die Integrierbarkeit

von |f|. Wegen £f(z) < |f(xz)] < M folgt die Behauptung fiir die Integrale
nach (b):

b b b
T[S <M -Xap = M(b—a). =
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3.4 Integration iiber Teilintervalle

Sei f tber [a,b] integrierbar, [c,d] ein Teilintervall von [a, b] und
g:le,d =R, z+— f(x)

die Einschrankung von f auf [c, d]. Dann ist g tiber [c,d] integrierbar. Wir defi-

nieren
d

[ fx)de = [g(z)dzx.

Es gilt dann
d b
JI=JFXea

und

f =

F+Jr

R —o
R —w
D=0

fiir beliebige Zahlen «, 3,7 € [a,b].

BEWEIS als : Zeigen Sie die letzte Formel erst fiir o < 8 < v und beachten
Sie die Konvention 3.2 (b).

4 Zwei wichtige Klassen integrierbarer Funktionen

4.1 Stiickweis stetige Funktionen

f : [a,b] — R heifit stiickweis stetig, wenn es fiir das Intervall [a,b] eine
Unterteilung a = ap < a1 < ... < any =b gibt, so da f in Jax—_1, ax[ stetig ist
und die einseitigen Grenzwerte

flax+) (k=0,1,...,N—1),
flax—) (k=1,...,N)

existieren.

Das bedeutet: Die Einschrankung von f auf Jai—1, ax[ 148t sich zu einer stetigen
Funktion f auf [ax—1,ax] fortsetzen (k=1,...,N).

SATZ. Stickweis stetige Funktionen sind integrierbar, und es gilt mit den Be-
zeichnungen oben

b N ay
Jf=% | h
a k=1ay_4

Denn aus den approximierenden Treppenfunktionen fiir die einzelnen fj lassen
sich leicht solche fiir f zusammenbauen. Die Behauptung folgt dann aus 3.4.



226 §11 Integralrechnung

4.2 Monotone Funktionen
Monotone Funktionen f:[a,b] — R sind integrierbar.

BEWEIS.

Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Wir unterteilen das Intervall [f(a), f(b)] in
n Teilintervalle der Lange

_ f(b) — f(a)
h = " A
mit Teilpunkten ye
Ys
v = f(a) +kh N
(k=0,1,...,n) und setzen ao := a, U3

ar :=sup{z € [a,b] | f(z) <yr} Y2
Y1
Yo

firk=1,...,n.

Wegen der Monotonie von f gilt

\J

a=a<ar<az< ... <a,=h

ay a2 a3 a4 a5 Qae

Ferner ist

f(@) €y, yx] fiir = € Jag—1, ax
[0A]. Die Treppenfunktion

n = f(ao) X[ag,a0] + > Yk X]ak_l,ak]

k=1
hat die Eigenschaft
1

17 =eall < 2 (50) - F(@),

also gilt || f — n || — 0 fiir n — oo. O

4.3 Bemerkungen und Aufgaben

(a) Funktionen, die sich als Differenz zweier monotoner Funktionen schreiben
lassen, heiflen von beschriankter Schwankung. Solche Funktionen kénnen
abzahlbar unendlich viele Sprungstellen besitzen. Dennoch sind sie nach 4.2 und
3.3 integrierbar.

(b) Sei

1 1 . } 1 1

f@) = 1+ 55 E+1 &

Zeigen Sie, daB f in [0, 1] monoton wachsend ist und abzé&hlbar viele Sprungstel-
len % besitzt. Approximieren Sie hierzu f durch geeignete Treppenfunktionen
n und zeigen Sie, daB8 f tiber [0, 1] integrierbar ist mit Integral 1.

} (k€ N) und £(0) = 0.
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(¢) Approximation des Integrals durch Riemann—Summen. Es sei
f i a,b] — R stetig, h = (b —a)/n mit n € N und ar = a+ kh (k =
0,1,...,n). Zeigen Sie fir die Riemann—Summen

R, = zn:f(ak_l)h, Sn = Zn:f(ak)h’7 dafs
k=1 k=1

f = lim R, = lim S,, vgl 2.3.

n— oo n—oo

8=

5 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

5.1 Das Integral als Funktion der oberen Grenze

Fiir eine iiber [a, b] integrierbare Funktion f und zo € [a,b] heifit die Funktion
z— Ulx) = [ f(t)dt, [a,b] = R
zo

ein unbestimmtes Integral von f.

SATZ. Jedes unbestimmte Integral einer dber [a,b] integrierbaren Funktion ist
dort stetig.

BEWEIS.
Fir y > z folgt nach 3.4

v ~U@ = f1-Jr=1]r
Fir y < z ergibt sich Z)nalog " ’
UG ~Uw) = ] f.
Hieraus ergibt sich ’

U(z) =U@)| < IfIl -z =yl =

BEISPIEL. Fiir die Heaviside-Funktion f = Xg_ ergibt sich das unbestimmte
Integral

Ule) = Off(t)dt: {2 oS

5.2 Stammfunktionen

Wir nennen eine Funktion F' : I — R eine Stammfunktion fir f : I — R,
wenn F differenzierbar ist und

F'(z) = f(z) firalle z €.
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Besitzt f eine Stammfunktion F', so sind sdmtliche Stammfunktionen von der
Form

F+c¢ mit ceR.

Denn ist G(z) = F(z) + ¢, so ist G'(z) = F'(z) = f(z). Also ist mit F
auch G eine Stammfunktion. Ist umgekehrt G eine beliebige Stammfunktion,
soist (G—F) = f— f=0,also G— F konstant.

SATzZ. Jede auf einem Intervall I stetige Funktion f besitzt dort Stammfunktio-
nen. Man erhdlt fir jedes xo € I eine Stammfunktion F' durch das unbestimmte
Integral

= ]if(t)dt

BEWEIS.

Sei x ein fester Punkt aus I und € > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f
gibt es ein 6 > 0, so daB |f(y) — f(z)| < ¢ fir alle € I mit |z —y| < 6.
Nach 5.1 folgt fiir 0 < |z —y| <4, ye [

Fa)—F@ _ 1 [ P
- L / Fyde = f(x) + /(f(t) F(a)) d.

y—x y—x

T

Mit der Integralabschitzung 3.3 (¢) ergibt sich

)
Fly) - F(z) 1
= — <
=0 pw)| = | [0 - s@)de | <
fir alle y € I mit 0 < |y — x| < §. Das ist die Behauptung. O

Die (unstetige) Heaviside-Funktion 5.1 besitzt keine Stammfunktion F
n [—1,+1].
Anleitung: Wie hétte F'(z) fiir z < 0 bzw. > 0 auszusehen ?

5.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(a) Fir jede Stammfunktion F von f € C(I) und fir a,b€ I gilt

ff )dx = F(b) — F(a).
(b) Fiir f € C'(I) und a,x €I gilt

@) = fa) + [ F(t)de
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(¢) Nach 5.2 erhalten wir fir jede auf 1 stetige Funktion f eine Stammfunktion
F durch das unbestimmte Integral F(x ff t)dt mit a € 1.

Die Integration ist in diesem Sinn also die Umkehrung der Differentiation.

Wir schreiben den Hauptsatz (a) in der einprdgsamen Form

mit F(x) |Z := F(b) — F(a), auch geschrieben als [F(x)]z (lies: ,,F" an den
Grenzen a und b%).

BEWEIS.

x) = [ f(t)dt liefert eine Stammfunktion U von f nach 5.2. Jede andere

Stammfunktilon F ist von der Form F = U + ¢. Nach 5.1 ist also

(b) folgt direkt aus (a) mit f’ statt f und z statt b. O

5.4 Erste Anwendungen: Integration elementarer Funktionen

Die Kenntnis der Ableitungen elementarer Funktionen gestattet es uns nun, mit
einem Schlag eine Fiille von Integrationsaufgaben zu l6sen:
b
b

o :L‘OH-I
(a) /x dz = at .

a

fir aeR, a# -1

und alle Intervalle [a,b], in denen z deﬁniert ist.

Denn nach §9:5.2 (b) gilt L 2” =bz""", also gibt " im Fall a4+1#0

+l

eine Stammfunktion fir .
b

1 b
(b) /eaz de = —e**| fir a#0.
« a
Denn es gilt d‘i e® = ae™, also liefert L e*” eine Stammfunktion zu e*”

b
(c) /ldleog\ﬂ |b:10g9 fir a-b>0.
x @ a

Denn f(x) = 1/z besitzt in R die Stammfunktion z +— logz und in R<o
die Stammfunktion z + log|z| = log(—x).
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b

dx b
(d) /1+x2 = arctanm|a nach §9:5.3.

a

arcsinz || fiir 1 <a<b<1,vegl §9:5.4.

NECT

5.5 Zur Geschichte (vgl. §7:1.4)

Die systematische Flachen— und Inhaltsbestimmung der Neuzeit auf der Ba-
sis infinitesimaler Betrachtungen beginnt mit Johannes KEPLER. (Nova ste-
reometria doliorum vinariorum — Neue Methoden zur Inhaltsbestimmung von
Weinféssern, 1615). KEPLER dachte sich beispielsweise die Kugel aus lauter win-
zigen Kegeln mit Spitze im Mittelpunkt und Basis auf der Oberflache aufgebaut
und fand so fiir den Inhalt % - Oberfléiche - Radius.

In GALILEIs Discorsi e dimostrazioni

matematice intorno a due nuove sci- c

enze (1638) wird die gleichférmig be- G A
schleunigte Bewegung anhand der ne-
benstehenden Figur behandelt. (Langs
AB sind die Zeiten, langs C'D die ent-

sprechend durchlaufenen Strecken zu !

denken. Die linear anwachsenden Ge- Q P
schwindigkeiten sind als parallele Lini-

en PQ, BE abgetragen.) Die Zeit AB E r B

ist nach GALILEI dieselbe, die sich bei D

gleichférmiger Bewegung langs C D

mit der halben Endgeschwindigkeit BF' ergeben wiirde. Die Gesamtheit der
Parallelen im Rechteck ABF'G ist namlich gleich der Gesamtheit der Parallelen
im Dreieck ABE. So ergeben sich jeweils gleichviele ,, Geschwindigkeitsmomen-
te“: Was in ABFE oben fehlt, wird unten wieder ausgeglichen. Die uns heute
naheliegende Deutung der ,Momente“ als v - At erfolgte erst spéter.

Nach GALILEIs Schiiler Bonaventura CAVALIERI ist folgendes Prinzip benannt:
Schneidet eine Schar von parallelen Linien aus zwei Figuren jeweils Stiicke glei-
cher Ldnge aus, so sind beide Figuren flachengleich. Schneidet eine Schar von
parallelen Ebenen aus zwei Kdrpern jeweils flichengleiche Figuren aus, so haben
beide Korper gleichen Inhalt, vgl. die Figur in §17:4.2. Dieses schon von GALI-
LEI verwendete Prinzip findet sich fiir Einzelfille bei EUKLID und ARCHIMEDES.
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CAVALIERIS Geometria indivisibilibus ... promota von 1635 war ein wichtiger
Schritt in systematischer Hinsicht. CAVALIERI konnte z.B. die Flache unter der
allgemeinen Parabel x +— z™ bestimmen. Die Begriindung seiner Verfahren mit-
tels Indivisibler (z.B. Flache als Gesamtheit indivisibler Linien) war allerdings
mehr als problematisch und daher heftig umstritten.

Als Wegbereiter der Differential- und Integralrechnung sind u.a. Blaise PASCAL,
Pierre de FERMAT, Christiaan HUYGENS, John WALLIS und NEWTONs Lehrer
Isaac BARROW zu nennen; letzterer verstand die Flachenbestimmung bereits als
Umkehraufgabe zum Tangentenproblem.

Aus Tangentenbestimmung, Integrationsverfahren, Hauptsatz und Reihenent-
wicklungen ein geschlossenes Ganzes gemacht zu haben, ist das Verdienst von
Isaac NEWTON und Gottfried Wilhelm LEIBNIZ. Nach der schon in §7:1.4
erwahnten Analysis (1669) veroffenlichte NEWTON 1671 die Methodus fluzio-
num et serierum infinitorum. LEIBNIZ faite seine Ergebnisse 1675 und 1684
zusammen: Methodi tangentium inversae exempla und Nova methodus pro ma-
ximis et minimis itemque tangentibus. . . .

NEwTONs Hauptwerk Philosophiae naturalis principia mathematica (erschienen
1687) war noch in der Sprache der klassischen Geometrie verfafit, allerdings mit
besonderem Augenmerk auf Grenziibergénge. Es bestimmte die Fragestellungen
der Analysis im 18. Jahrhundert.

LEIBNIZ’ Verdienst war die Schaffung eines Differential- und Integralkalkiils,
dessen Notation hinsichtlich der algorithmischen Handhabung aufs genaueste
durchdacht war. Wenn auch strenge Begriindungen noch weitgehend fehlten,
war das Rechnen mit ,Differentialen doch &uflerst praktisch und hat auch
heute noch heuristischen Wert.

Die Kettenregel in der Formulierung dx = Z—f -dt wird uns beispielsweise in 7.3

fiir die Anwendung der Substitutionsregel als Merkhilfe dienen. N#heres zur
Geschichte des Calculus finden Sie bei [HEUSER, Analysis 2 XXIX].

6 Partielle Integration

6.1 Vorbemerkung. Wegen des Haupsatzes der Differential- und Integral-
rechnung zieht jede Differentiationsregel eine entsprechende Integrationsregel
nach sich. Wir beginnnen mit der ,,Umkehrung® der Produktregel.

6.2 Satz von der partiellen Integration

Fiir u,v € C' [a,b] gilt
b b
Ju(@)v'(z)dz = u(z) v(z) |Z - [/ (z)v(z)ds.

a
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BEWEIS.

Wegen (u-v) =u-v' +u -v ist uv eine Stammfunktion zu uv’ +u'v. Nach
dem Hauptsatz folgt

u-vazf(uv'—i—u'v)zfuv'—&—fu’v. ]
FOLGERUNG.
[ 1@ g@)de = f(2)G@)| ~ [ f'(2)G(x)de,

falls f € C'a,b], g € Cla,b] und G eine Stammfunktion von g ist.

Die geschickte Aufspaltung eines gegebenen Integranden in ein Produkt f-g
ist Erfahrungs— und Ubungssache!

6.3 Integration von p(z)e” fiir Polynome p

Das Prinzip wird an folgendem Beispiel deutlich: Zur Berechnung von
b
f z% e dx

setzen wir f(z) = z2, g(z) = ¢, G(z) = ¢” und erhalten durch zweimalige
partielle Integration

b b b
f:chldx: xQez| — f?xezd:ﬂ

a
a a
b
-

b
= (m2—2x)ez|l;+f2eldx: (w2—2m+2)el|

6.4 Integration von p(z)logx fiir Polynome p
Sei f(z)=logz, g(zr) =p(x) =ao+aix+ ... +anz™ und

P(z) = [ p(t)dt = aox + a1z + ... + %Hanx"“ = z-q(z)

C—x

wobei ¢ wieder ein Polynom n—ten Grades ist. Partielle Integration liefert dann

b b b

Jlogz-p(x)de = logz-P(z)| — [ §~P(x)d1:
b b
=xz-logz-q(z)| — [ q(z)dx, fallsa,b>0.
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Das letzte Integral ergibt sich nach 5.4(a).

Fiir p(z) =1 erhalten wir insbesondere
b b
Jlogzdx = z(logz —1) |a fir 0<a<bd.

6.5 Integrale mit trigonometrischen Funktionen
b
(a) [ cos®> xdx .

Wir setzen f(x) = g(z) = cosz, G(z) = sinz und erhalten mit Hilfe partieller

Integration und unter Beriicksichtigung von sin®?z = 1 — cos®

b b b
fcosx~cosxd:c = cosx-sinx| —+ fsinx-sinxd:c
a

a a

= sinx - cosx |Z + (].—COSQI) dx, also

8=

b b
2 f cos’xdr = sinz - cosz |Z + f 1dx und schliellich

a
b b
[ cos® wdx = %(x—&—sinwcosx)‘
a
a

b

(b) Was ergibt sich daraus fiir [ sin® z da?

(¢) Der Trick, mittels mehrfacher partieller Integration auf eine Formel der
Gestalt

(d) Zeigen Sie mittels zweimaliger partieller Integration die sogenannten
Orthogonalitdtsrelationen fir die trigonometrischen Funktionen:

s s
f cosnz - cosmxdr = f sinnz - sinmxdr = ®dpm (n,m € IN),

- -
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f sinnzx - cosmxdxr = 0 fir alle n,m € IN.

—T

b
(e) Bestimmen Sie [ 2”sinz dx.
a

b
(f) Bestimmen Sie [ e” sinx dz mit Hilfe des Tricks (c).

Weitere Integrale mit trigonometrischen Funktionen werden in Abschnitt 10
behandelt.

6.6 Aufgaben

b
(a) / logz dx fiir 0 <a <b. (Beachten Sie 6.5 (a), (c)!)
x

a

b
(b) [2*logzdx fir a €R, a# -1, 0<a<b.

7 Die Substitutionsregel

7.1 Umkehrung der Kettenregel
Ist w: [, 8] — [a,b] stetig differenzierbar und f € Cla,b], so gilt

u(B) B
(f) flz)dz = f flu() ' (t)dt.
BEWEIS.

Sei F' eine Stammfunktion zu f. Dann folgt nach der Kettenregel

dt
Der Hauptsatz ergibt also
u(B)

I
=
<
=
:\
=
U
~~
O



7 Die Substitutionsregel 235

7.2 Der Integrand als Ableitung

b
Zur Berechnung eines Integrals der Form f g(z) dz versuchen wir den Integran-

den in der Form g(z) = f(u(z))u'(z) = & F(u(x)) zu schreiben, wo F eine

Stammfunktion zu f ist. Das Erkennen einer solchen Situation ist Ubungssache!
Nach 7.1 erhalten wir

b b u(b)
[g(x)de = [ fu(@) v (z)de = (f fy)dy = Flu@)|
a a u(a)

1
BEISPIELE (a) [ ze 27 dx.

a

=
N

Fir f(y) =e ¥ und u(z) = %xg gilt ze” 2% = f(u(z)) v (z). Daher ist

b 19 u(b) “ 1 1
fa:efim dxr = f e Ydy=—eY |UEZ) —e 3% _ ¢ 3%
a u(a)

Dies ergibt sich mit f(y) = 1, w(@) _ fu(z)) v (z) und
Y

b u(b)

W@ 1, W @) u(d)
/ ) dr = / ydy = log |y| |u(a) = log " log .

a u(a)
(c) Wegen tanz = £22 = —S22 erhalten wir als Spezialfall
b cosa

ftanxd:c = log — osh’

solange das Intervall [a, b] keine Nullstellen des Kosinus enthélt.

b b
(d) Bei Integralen der Form [sinz- f(cosz)dz, [cosz-g(sinz)dz kann der
Integrand ebenfalls als Ableitung aufgefafit werden.
) Bestimmen Sie die Integrale
b

b :r7
—d
/l‘4+1 / /71—"_:1:2 :L‘y /1'4"—2 XL

a
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7.3 Die Substitutionsregel

b
Zur Berechnung von [ f(z)dz substituieren (ersetzen) wir = durch u(t), wobei
w: [, B] — [a,b] eine bijektive C'~Funktion ist.

Fur f € CJa,b] gilt nach 7.1 die Substitutionsregel

b w1 (b)
[f@)yde = [ flu(t)/(t)dt.
a u—l(a)

(Beachten Sie, daB u~"'(b) < u™'(a) sein kann!)

In der Sprache des Leibnizschen Differentialkalkiils 148t sich die Substitutions-
regel leicht merken und handhaben:

b
Man erhélt das transformierte Integral, indem man im Integral [ f(z)dz die

folgenden Ersetzungen vornimmt:

T :U(t),

dr = ' (t)dt (formal aus Ccll_f = u'(t)) ,

und Ersetzung der Grenzen a, b fiir  durch die Grenzen u™'(a),u”"(b) fiir t.

In manchen Fallen (vgl. 7.4 (b)) ergibt sich eine Vereinfachung durch Verwen-
dung der Umkehrfunktion ¢ = u™* : [a,b] — [a, 3] . Wegen

1 =4/(t) ¢ (z) mit z=ut) bzw. t=p(z)

(Kettenregel) erhélt die Substitutionsregel die Gestalt

b »(b)
_ f(@)
/f(x) dx = (/) () I:u(t)dt.

Auch hier liefert die Leibnizsche Notation eine Merkhilfe: Aus ¢t = ¢(z) folgt
dt = ¢'(z)dx, also dx = dt/¢'(x).

7.4 Beispiele

(a) Halbkreisfliche. Zur Berechnung von [ v/r? — 22 dx substituieren wir z =

—-r

rsint. Mit dz =7 costdt, r? — 2% =r%cos®t erhalten wir
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f V2 =22 dz = r? f cos’tdt = ZTQ nach 6.5 (a).

—n/2
b

b) /\/% und /mdw

Fiir die in §10:4.6 (b) eingefiihrten Hyperbelfunktionen sinhz = 1(e® —e™*),

coshz = L(e” +e %) gilt [04]

1 +sinh*2 = cosh®?z, sinh’(x) =, cosh(z) >0,
z = sinht < t = p(z) := log(z +v1+22). Mit

dt = ¢'(z)dx = dx 14+ — = dx
v T+ V1 + x2 V14 x2 V14 22

erhalten wir

b (b) .
de__ _ _ e _ ( 2>
[ = [ sl e Vi) |
a »(a)
Ferner ergibt sich mit dz = (cosht)dt
#(b)
f\/1—|—x2dw = f cosh’tdt = L [ (e +e > +2)dt
w(a) w(a )
= [L(e*—e )4+ 1¢ _ 1 ©(b)
= [g(e +5 ] (a) = 35 51nhtcosht+t)| o(a)

%[ \/1+x2—|—log(x—|—\/1—|—x2)]

b
c) /%logﬁdw fir 0<a<b.

Wir setzen = = t? und erhalten mit dz = 2¢dt

b Vb Vb
1 1
/ﬁlogﬁdm:/glogtﬂtdt = 2/logtdt
a Va Va
Vb
= 2t (logt —1) nach 6.4.
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b

(d) /sin(\/E) dr fir 0<a<b.

a

Wir setzen wieder t = /=, d.h. = =1t%, dz = 2tdt und erhalten

b Vb
/sinﬁdwz/sint-?tdt.
a Va

Das letztere Integral wird mit partieller Integration behandelt .
b
(e) [sin(logz)dz (0<a<b)

Setzen wir = = €', also dz = e’ dt, so erhalten wir
b 9

b log b
/sin (logz)dz = / sint - e’ dt.
a log a

Das letztere Integral ergibt sich durch zweimalige partielle Integration ([UA],
vgl. 6.5(b)).
b

7
X
® /m da

a

Wir setzen ¢t = z*, also dt = 423 dx oder dx = 46{72 und erhalten nach der

Substitutionsregel 7.3

b ; b bt
T 1 tdt 1 1
—  dxr = = _ = = (1——) dt
/x4+1 YT 1)t 4/ 1+1
a at al
1 bt
:Z<t—log(t—|—1)) P

7.5 Aufgaben

Geben Sie Stammfunktionen an fir

Nz Nz
z+1 1+x'
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8 Integration rationaler Funktionen

8.1 Satz. Sind p,q reelle Polynome mit q(x) # 0 in [a,b], so lafit sich das
Integral

b
/ p@) .
q(x)
bei Kenntnis der Nullstellen des Nenners formelmafig angeben.

Das Verfahren wird im folgenden erklért.

Es besteht aus einer Zerlegung des Integranden in eine Summe von elementaren
Bausteinen (8.2 und 8.3), deren Integrale dann in 8.4-8.6 berechnet werden.

8.2 Reduktion des Integranden

Durch Kiirzen mit einem grofiten gemeinsamen Teiler § 3: 7.7 148t sich erreichen,
dafl p und q teilerfremd sind. Den héchsten Koeffizienten von ¢ ziehen wir vor
das Integral oder schlagen ihn p zu.

Im Fall Grad(p) > Grad (¢q) dividieren wir p durch ¢ mit Rest (§3: 7.4) und
erhalten dabei Polynome f und r mit

bo_ f+2 und Grad (r) < Grad (q).

q

Die Integration eines Polynoms macht keine Probleme; wir beschéftigen uns
deshalb nur noch mit dem restlichen Term g.

Wir schreiben wieder p statt r» und setzen in 8.1 voraus:
(a) p und g sind teilerfremd,

(b) Grad (p) < Grad (g),

(¢) der hochste Koeffizient von q ist 1.

8.3 Partialbruchzerlegung

Unter den Voraussetzungen (a), (b) und (c) lafst sich % auf eindeutige Weise

in eine Summe einfacherer rationaler Ausdricke zerlegen:
Jede reelle Nullstelle ¢ der Vielfachheit m von q liefert dazu den Anteil

L o
z—c (z—¢?2 7 (z—cm’

und jedes Paar c,¢ nichtreeller Nullstellen von q mit der Vielfachheit n leistet
den Beitrag
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Az + B1 Asx + Bo A,z + By,
2?tar+ B (@t+oax+p)’ 0 (@ tex+ )"

wobei x* +ax + B = (x—c)(x —¢) . Die Koeffizienten a;, Ay, By sind reell und
eindeutig bestimmdt.

Wir verzichten auf den etwas technischen Beweis und verweisen auf [HEUSER,
Bd. 1, Nr. 69], [MANGOLDT-KNOPP, Bd. 2, Nr. 190].

p(z) 5z + 12z +47

@) " @-3a+57

Der Nenner hat die einfache Nullstelle 1 = 3 und die zweifache Nullstelle
x2 = —5. Somit besitzt die Partialbruchzerlegung die Gestalt

BEISPIEL 1:

plz)  a 4 b n c
glz) -3 =x+5 (z+5)?2°

Zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢ multiplizieren wir mit ¢(z) und erhal-
ten

(¥) 5z 4+ 120 +47 = a(z+5)> +b(x —3)(z +5) + c(z — 3).

Durch Ordnen nach Potenzen von x und Koeffizientenvergleich erhalten wir die
Gleichungen

5=a+b, 12=10a+2b+c, 47 =25a —15b— 3c

mit der Losung

Schneller ergeben sich die Koeffizienten durch Einsetzen der Nullstellen z; = 3
und z2 = —5 in die Gleichung (*). Diese gilt zunéchst nur auflerhalb der Null-
stellen, dann jedoch aus Stetigkeitsgriinden auch fiir alle z € R. Man erhélt
sofort @ = 2 und ¢ = —14. Den Koeffizienten b = 3 findet man durch Differen-
zieren der Gleichung (*) und Einsetzen von z1 = —5.
2
BEISPIEL 2: p(@) = Sv 1 dv +29 .
q(zx) (z —1)(x2 + 4z + 13)

q(z) hat die einfachen Nullstellen 1 = 1, 29,3 = —2 & 3i, besitzt somit die
Partialbruchentwicklung

plz)  a Az + B

q(z) z—1  z2+4x+13°

Multiplikation mit g(x) ergibt
(¥) 32% 442 +29 = a(x® +4x 4+ 13) + (Az + B)(z — 1).

Durch Einsetzen von x1 = 1 erhalten wir
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36 =al8, also a=2.

Zur Bestimmung von A, B empfiehlt sich Koeffizientenvergleich. Man kann aber
auch spezielle z—Werte in (x) einsetzen, z.B. = = 0.

Methoden zur Koeffizientenbestimmung werden ausfiihrlicher beschrieben in
[HEUSER Bd. 1, Nr. 69], [MAaNGOLDT-KNOPP, Bd. 3, Nr. 12].

b

8.4 Fiir das Integral _dw , ¢¢la,b], ergibt sich
(z—c)*
b 1 b
! — fu =1 _ fu 1.
og(z — c) . ir k und T=RE—o |, ir k>

b
Ax + B

8.5 Reduktion des Integrals ———— %
(2 + az + B)
Wir zerlegen das Integral in
b b
é/Lakdx+(B_&>/ de
2 ) (@2+az+0) 2 (@2 +ax + B)

Fiir das erste Integral erhalten wir

A 2 b ..
§log(a: +o¢x+B) . fir k=1
b
A y— fiir k> 1.
2(1 — k) (22 + az + B) "

Das zweite Integral wird mit mit Hilfe der folgenden Rekursionsformel verein-
facht. Im Hinblick auf Abschnitt 9 fassen wir diese gleich allgemein.

Allgemeine Reduktionsformel. Fir reelle Zahlen o, 3,k mit
D := (k—1)(48 — &®) # 0 gilt

b b

dx 2z + b 4k — 6 dx
2 E 2 k—1 + D 2 k—1 "
(22 4+ ax + ) D (22 + az + B) a (22 + ax + )

a a

Dies ergibt sich aus der direkt zu verifizierenden Identitat
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d 2z + « (k=148 —a?) 2(2k — 3)

dz (xQ—l—ax—&—ﬁ)k_l B (xQ—&—oz:c—&—ﬂ)k (xQ—l—ozx—&—ﬂ)k_l '

Ist k eine natiirliche Zahl, so kommen wir durch wiederholte Anwendung dieses
Reduktionsverfahrens zu folgendem Integral:

b

8.6 Das Integral / da

z? 4+ oz + B

a

Drei Falle sind zu unterscheiden:

(a) 43 > o?, d.h. 2?2 + az + B hat keine reellen Nullstellen. Quadratische
Erganzung liefert

2
P +tax+ 8 = (:E—&-%)Q—Fﬂ—% = i((2x+a)2+4ﬁ—a2)
2 2 2
- e (ﬁ;fil +1) = S+,

wobei

4= hﬂ—oﬁ, = 2xr 4+« :256—&-@:@(96).
4B — a2 A

Fiir die Substitution t = ¢(z) gilt dz = 4 dt, also

b »(b)

dx _ 2 . 2 arctan (2x+a>
24+ox+8 A 24+1 A A

a w(a)

b

a

(b) 48 < o?, d.h. der Nenner hat zwei reelle Nullstellen z1,z2 & [a, b].
Partialbruchzerlegung ergibt mit Hilfe von 5.4 (d)

1 _ 1 _ 1 ( 1 B 1 ) also
$2+Oél‘+ﬂ7(22'—1‘1)(1‘—1'2)71'2—1'1 r—x2 xT—a1/"
b b b
dzx B 1 ( dx _ dx )
224ax+f  x2—m1 T — X2 T — T
() [
= log
T2 — 1 T — T a

(c) 46=0a?, also 2’ +azx+ 83 = (x—i— %Q)Q
Dieser Fall wurde in 8.4 behandelt. Fir —% ¢ [a,b] ergibt sich
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b

A 2
2+ax+8 = 2z+a

a

b

a

8.7 Aufgaben. Geben Sie zu folgenden rationalen Ausdriicken Stammfunk-
tionen an:

(@) B +z+1 ) 1 © 2 + 1
2422 — 3 3+ Tx? 4+ 152 + 9 224 4x 45
1 z2+1
@) ——— () S
(22 — 4z +5) (z34+1)

8.8 Aufgabe. Seien «, 3 zwei voneinander verschiedene positive Zahlen. Ge-
ben Sie Konstanten A, B an mit

1 A B

(I2+Ot2)(l'2+ﬁz) 7I2+a2+w2+ﬂ2'

9 Integrale mit Potenzen von \/x2 + ax + 3

b
9.1 Das Integral/

dx
v+ ax+ 0

(a) TIm Fall 48 > o® nehmen wir wie in 8.6 (a) quadratische Ergénzung vor:

a72+o¢x+5:(m+%>2+5_%2:%2(t2+1) mit
A =+/48 —a? und t:W(x):2xZa'
Es ergibt sich
b »(b)
J i ] e v
. »(a)

nach 7.4 (b).

(b) Im Fall 48 < o? gilt 2° + az + 3 = (z — x1) (x — x2) mit =1 < x2. Fiir
2 < a ergibt die Substitution ¢t = \/z — x2

2dt

b b—x2
| ——- | 7=
(z —z1)(z — m2) 2+ 10— 11
2 Va—z




244 §11 Integralrechnung

Somit sind wir wieder bei (a).
Im Falle b < x1 < x2 fithrt die Substitution ¢ = /x1 — 2 auf denselben
Integranden, aber andere Integrationsgrenzen [UA].

b

(c) Fiir 48 = o haben wir es mit /

zu tun.

[e%

1

a

dx

b
9.2 Das Integral /
\/(:):2 + ax + B)2n+1

mit n € IN, 48 # o wird mittels der Reduktionsformel 8.5 auf das Integral
9.1 zuriickgefiihrt. Mit k=n+ 3, D= (k—1)(48 —a®) = (n — $)(48 — &?)

und w(z) = \/x? + az + [ erhalten wir aus 8.5

b b

dz _ 2wta | n 4(n —1) dz
w(x)Qn—Q—l - Dw(l.)Qn—l . D w(l.)Qn—l'

a a

Nach n Schritten sind wird beim Integral 9.1.

b
9.3 Das Integral / \/(;):2 + azx + B)2ntldx

mit n € No, 48 # o fithren wir ebenfalls auf das Integral 9.1 zuriick, indem
wir diesmal die Reduktionsformel 8.5 in ,umgekehrter Richtung® verwenden.
Mit k=-n+32, D=(—n—-3)4B8—0a*) = —(n+ )48 —a?) und w(z) =

v/ 2 + ax + B erhalten wir aus 8.5

b b

2n+1 _ 2x+a ont1 ’ (2n +1)(48 — o?) on—1
/w(w) Ty = mw(z) + ) + St 1) /w(gc) dz .

a a

Nach n + 1 Schritten kommen wir zum Integral 9.1.

p(z) da
J V2 +azr+ 0

mit einem Polynom p vom Grad n € IN kdnnen ebenfalls auf das Integral 9.1
zuriickgefiihrt werden. Die geschieht durch den Ansatz

9.4 Integrale der Form
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dr = q(z)\/22+ azx+ 0

b b
b d
[ Ny p——
/22 + az + B a Vit ar+ 0
mit einem Polynom g vom Grad n — 1 und einer Konstanten c.

Das Polynom ¢ und die Konstante c ergeben sich durch Koeffizientenvergleich
aus

pla) —c = (2° +az+B) ¢ (z) + (v + $) q(x).

AUFGABE. (a) Wie kommt die letzte Gleichung zustande?

(b) Warum funktioniert die Methode des Koeffizientenvergleichs?

b
x dx

Vitaz

(c) Bestimmen Sie

9.5 Aufgaben
(a) Zeigen Sie mit dem Reduktionsverfahren 9.3, daf3

b
J Va2 +Ede = %02[$\/1+$2+10g($+\/1+$2 )]Z//z ,

vgl. 7.4 (b).
b b
dx T
b) Zeigen Sie, daf = .
(b) Zeig /( o) Tra |,

a

10 I"Jbergang zum halben Winkel

10.1 Integrale rationaler Funktionen von cosx und sinx
Solche Integrale lassen sich formelméaflig angeben:

Wir substituieren

u = tang bzw. x = 2 arctanu

und erhalten mit Hilfe von §9:3.7

2
du = %(l-l-taan) dr = 1—&—2u dr, also dx = l—fu2du7
2sin 5 - cos 2tan 3 2u

sinex = — = =
sin?Z +cos22  1+tan®3 142’
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cos? 53— sin? 5
cosr = o o
Cos® 5 + sin 3

1—u?

1+u2’

Nach Ausfiihrung dieser Substitution ist der Integrand also eine rationale Funk-
tion in u, und es kann das Verfahren von Abschnitt 8 angewendet werden.

b
10.2 Beispiel /

a

dx
sinx

Es sei 0 < a < b < 7. Durch Substitution u = tan% geht dieses Integral mit
A=tang, B= tan% iiber in

B B
14 u? du 1 ‘Bil tan%
2u 1—|—u2 w | eY A 08 tan §
A A

10.3 Aufgaben. Berechnen Sie die Integrale
b

dx T T
(a) / P <—§<a<b<§>

a

3
(b) /de O<a<b<m.
sin x

11 Schlulbemerkungen

11.1 In geschlossener Form integrierbare Funktionen

Ein geschlossener Ausdruck entsteht aus den elementaren Funktionen
1, z, €%, logz, x, sinz, cosz,

dadurch, dafl endlich oft einer der Prozesse Addition, Subtraktion, Multiplika-
tion, Division und Hintereinanderausfiihrung durchgefiihrt wird. Zum Beispiel

ist
IOg \/E:re
1+ sin®(1+ x)

ein geschlossener Ausdruck.

Ein rationaler Ausdruck in den Funktionen fi,..., f, entsteht aus diesen da-
durch, daf3 endlich oft eine der Operationen Addition, Subtraktion, Multiplika-
tion, Division mit ihnen durchgefiihrt wird.
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Folgende Funktionen gestatten die Angabe einer Stammfunktion durch einen
geschlossenen Ausdruck:

(a) rationale Ausdriicke in 1 und z (vgl. Abschnitt 8),
(b) rationale Ausdriicke in 1, z, vax + b, vcx + d,

(c¢) rationale Ausdriicke in 1, x, /22 + az + 3,

(d) rationale Ausdriicke in 1, sinz, cosx.

Einzelheiten finden Sie in der Literatur [MANGOLDT-KNOPP, Bd. 3], [KAMKE].

11.2 Nicht in geschlossener Form integrierbare Funktionen
e_z2 sinx e* 1 1 1
"z oz’ logx’ T—cosz V1+tazt'

Diese Funktionen lassen sich nicht in geschlossener Form integrieren, vgl. dazu
[MaNGoLDT-KNOPP, Bd. 3].

Das hat u.a. die Konsequenz, daf sich die Bogenlange eines Ellipsenstiickes nicht
formelmaBig angeben 1i8t und daf die Differentialgleichung i + w?sinu = 0
des mathematischen Pendels keine geschlossen darstellbare Losung zulaft.

11.3 SchluBbemerkungen

Natiirlich sind die Funktionen 11.2 iiber jedes Stetigkeitsintervall integrierbar,
nur gibt es eben keinen geschlossenen Ausdruck fiir die jeweilige Stammfunktion.

Mit Computerhilfe (z.B. mit den Programmpaketen MATLAB, MAPLE und MA-
THEMATICA) 148t sich jedes bestimmte Integral numerisch beliebig genau be-
rechnen; wir werden spéater einfache Naherungsverfahren diskutieren (Stichwor-
te: Keplersche Fafiregel und Simpson—Regel).

Ferner weisen wir auf Programme der Computeralgebra hin, welche in praktisch
allen Fallen, in denen dies moglich ist, Stammfunktionen formelméfig angeben
(z.B. MAPLE und MATHEMATICA).

Zur Herleitung von Gesetzmafligkeiten in der Physik kann aber auch im Compu-
terzeitalter auf die exakte Bestimmung von Integralen, sei es durch geschlossene
Ausdriicke oder durch Reihen, nicht verzichtet werden.
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§ 12 Vertauschung von Grenzprozessen, uneigentliche
Integrale

1 Problemstellungen, Beispiele

1.1 Worum geht es?

Die Notwendigkeit strengerer Betrachtungsweisen in der Analysis ergab sich
Ende des 18. Jahrhunderts anlafllich folgender Frage, die fiir die weitere Ent-
wicklung der mathematischen Physik eine Schliisselrolle spielte:

Gegeben sei eine stetige Funktion f:[0,L] — R mit f(0) = f(L) =0, z.B.
die Gestalt einer an den Enden eingespannten Saite zu einem Zeitpunkt. Laft
sich f in eine Sinusreihe

flz) = > an sin 72
n=1 L

entwickeln ?

EULER hielt einer solchen Vorstellung entgegen, dafl eine Reihe, deren Glieder
analytische Funktionen sind, selbst wieder analytisch sein miisse. Daher komme
eine solche Entwicklung fiir ,,physikalische Funktionen“, z.B. solche mit Ecken
nicht in Frage.

Diese Auffassung ist nur bedingt richtig. Eigenschaften der Reihenglieder wie
Differenzierbarkeit oder Integrierbarkeit miissen sich keineswegs auf die Grenz-
funktion vererben; hierfiir sind Zusatzbedingungen erforderlich. Wir formulieren
die Fragestellungen zunéchst fiir Folgen:

Gegeben eine Folge von Funktionen fi, fa, ... auf einem Intervall I, fiir die
f@) = lm_fu()

fiir alle = € I existiert.

(a) Unter welchen Voraussetzungen folgt aus der Differenzierbarkeit der f,, die
Differenzierbarkeit der Grenzfunktion f und

fi(z) = lim f,(x)?

(b) Wann folgt aus der Integrierbarkeit der f,, die von f und
[f=tim [fu?
1 I

Fiir unendliche Reihen

o]

fl@) = 3 ux(z)

k=0
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lauten die entsprechenden Fragen:

(a) Folgt fiir C*~Funktionen uy, die Differenzierbarkeit von f und

fi(z) =

uy(z) (gliedweise Differenzierbarkeit) ?

8

k

0

(b) Folgt aus der Integrierbarkeit der uy auch die von f und

Jf =72 [ ur (gliedweise Integrierbarkeit)?
T =0T

Uber die Partialsummen f,(z) = > ux(z) werden die beiden letzten Fragen
k=0

unmittelbar auf die ersten zwei zurﬁzkgeﬁihrt.

1.2 Zwei Beispiele
(a) Die Grenzfunktion einer konvergenten Folge von C°—Funktionen braucht
nicht einmal stetig zu sein. Dies zeigt das Beispiel
fa(z) = 2™ fir x€]0,1].
Die fn sind beliebig oft differenzierbar, und es gilt

0 fir 0<z<1,

1 fir x=1.

fn(@) = f(z) = {

(b) Im allgemeinen sind Integration und Grenzibergang nicht vertauschbar.

Fiir die nebenstehend skizzierten steti-
gen Funktionen f, gilt

lim fn(z)=0 n

n oo fn
Fir x =0 ist das klar. Fir > 0 gilt
fn(x) =0, sobald n > 2/z. Ferner ist
1
J fa(z)dz = 1, somit ) .
; o T2

n n

1 1
f lim f, # lim f fn.
0 n— oo TL*)OOO

2 Gleichmaflige Konvergenz von Folgen und Reihen

2.1 Die Supremumsnorm wurde in §11: 2 fiir reelle Funktionen eingefiihrt.
Im Hinblick auf Potenzreihen fassen wir diese Definition hier etwas allgemeiner:
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Sei im folgenden D eine beliebige Menge (wir denken zunéchst an Teilmengen
von C). Eine Funktion f : D — C heifit beschridnkt auf M C D, wenn die
Menge {|f(z)| | « € M} beschrénkt ist. Ist dies der Fall, so heifit

£ 1l ZSUP{|f(95)| |z e M}

die Supremumsnorm von f beziiglich M.

Wie in §11:2 gelten die folgenden Eigenschaften der Norm:

I fll,; =0 genau dann, wenn f die Nullfunktion ist,
llefllne = lel - [ f1ly, fir ce@,
I+ 9llar < (1 fllar =+ llgllas

2.2 Gleichmaéaflige Konvergenz

Fiir auf M beschriankte Funktionen f und f, ist die folgende Begriffsbildung
von grundlegender Bedeutung:

Die f,, konvergieren auf M gleichmaflig gegen f, wenn
1f = Fallyy =0 fir n— oo.

Wir sagen auch:
fn(z) — f(x) gleichméfig fir x € M, kurz

fo — f gleichmaBig auf M.

BEISPIEL. Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gibt es eine Folge von Treppenfunk-
tionen ¢y, die auf [a, b] gleichm#Big gegen f konvergieren, vgl. §11:2.3.

2.3 Das Verhiltnis von gleichméafliger zu punktweiser Konvergenz

Von der gleichméafligen Konvergenz ist die punktweise Konvergenz auf M
fo(z) — f(z) fir jedes x € M

wohl zu unterscheiden.
Aus der gleichmafigen Konvergenz fn, — f auf M folgt die punktweise.

Das ergibt sich sofort aus
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Die Umkehrung gilt jedoch i.a. nicht:

BEISPIEL. Setzen wir fp(z) = 2™ und f(z) =0 fir x € M = [0, 1], so kon-
vergiert f, auf M punktweise gegen f nach 1.2. Jedoch gilt

[fn = Fllay = sup{a™ [0 <z <1} =1.

(Man beachte, dal die f,, auf jedem Intervall [0, 7] mit r < 1 gleichméfig gegen
Null konvergieren:

[ fn = fllo,g = sup{z" [0< 2z <r}=r"—0 fiir n—oo.
BEMERKUNG. Punktweise Konvergenz auf M bedeutet: Fiir jedes x € M gibt

es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein (im allgemeinen von z abhéngiges) n. = n.(z),
so daf}

|f(x) — fu(z)| < e fir n>n(x).

(In unserem Beispiel ist n > log z/loge zu wahlen.) Bei gleichméBiger Konver-
genz kann n. unabhingig von x gewahlt werden.

2.4 Das Rechnen mit gleichmifig konvergenten Folgen

(a) Konwvergiert eine Folge (fn) gleichmafig auf M, so ist sie gleichmdfSig be-
schrankt, d.h. es gibt eine Konstante C mit

[ fallar < C

fir n=1,2,....

(b) Aus der gleichmafigen Konvergenz fn — f, gn — g auf M folgt die
gleichmdfsige Konvergenz auf M von

afn +bgn — af +bg fir a,beC,
fagn — f-9g,
[ful = 111
Geben Sie die Beweise nach dem Muster von §2:6.
2.5 Aufgaben
(a) Warum ist die Folge (f») in 1.2 (b) nicht gleichméBig konvergent ?

(b) Ist die Folge h, mit hn(x) = X|_, ,] punktweise konvergent auf R?

(c) Sei f(z) = e~ 1®l h, wie in (b) und fn = fhn. Zeigen Sie, daB fr, — f
gleichmafig auf R.
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2.6 Gleichmiaflige Konvergenz von Reihen, Majorantenkriterium

Die reell- oder komplexwertigen Funktionen fo, fi, ... seien auf einer Menge
D definiert, und es sei M eine nichtleere Teilmenge von D. Die Reihe

18

fr(z) mit den Partialsummen s,(z) = > fi(z)
k =

0

heifit gleichméaflig konvergent auf M, wenn die Partialsummen s, auf M
gleichméfig gegen eine Funktion konvergieren.

Majorantenkriterium. Fine Reihe Z & (x) konvergiert gleichmaflig auf M,

wenn sie eine konvergente Majorante mzt konstanten Gliedern besitzt, d.h. wenn

|fu(z)| < ai fir alle x € M und k=0,1,2,...

gilt und die Reihe ) aj konvergiert.

k=0
Der Nachweis der gleichméafligen Konvergenz einer Reihe wird so gut wie immer
durch die Angabe einer Majorante mit konstanten Gliedern gefiihrt.

BEWEIS.

Fiir jedes feste x € M konvergiert die Reihe E fx(z) nach dem Majoranten-
k=0
kriterium § 7:5.2; den Grenzwert nennen wir f(z). Fir m > n gilt

\sm(ﬂc)—sn(m)|:| i fk($)| < i |fi(z)] < i ak -
k=n+1 kE=n+1 k=n+1

Nach dem CAucHY—Kriterium §7:5.1 gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein ng,
so daf}

m
Z ap < e fiuralle n >np und alle m >n.
k=n+1

Dann gilt fir m >n > no und alle x € M
[sm(z) — sn(z)| < €,

also fir f(z) = lim sm(x)

|f(z) — sn(z)] < e fir alle n>ne und alle x € M.

Damit ist || f — snll,, < e fiir n>no. ]

BEISPIEL. Z % i ) konvergiert gleichméaBig fiir alle € R, denn
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[ee]

1 1 1
‘ 3 sin(nx) ' < e und El 3 konvergiert nach §7:1.3 (c).

2.7 Gleichmiflige Konvergenz von Potenzreihen

oo
Hat eine Potenzreihe Y an(z —20)" den Konvergenzradius R > 0, so konver-
n=0
gieren die Rethen
o0 oo 1
Z (z—20)" und > nan(z—20)""

n=0 n=1
gleichmafig auf jeder Kreisscheibe |z — zo| <r mit 0 < r < R.

BEMERKUNG. Fiir die volle Kreisscheibe |z — zo| < R liegt im allgemeinen keine
gleichméfiige Konvergenz vor. Wir wollen uns dieses fiir Potenzreihen typische
Konvergenzverhalten anhand der geometrischen Reihe klar machen. Mit

1 N
flz) = T und s, (2) —kzz:oz =
gilt fiir |z| <1
zn+1 |z|n+1
1) - sl = | F—| < B

Fiir reelle z mit 0 < z < 1 gilt dabei das Gleichheitszeichen. Damit haben wir
fiir jedes feste r mit 0 <r < 1

,rn+l

sup { 1£(2) = su()] | [zl <7} = f—.

—-T

also gleichméBige Konvergenz fiir |z| < r. Fir » — 1 wird die Konvergenz im-
mer schlechter. Auf der offenen Einheitskreisscheibe |z| < 1 ist |f(z) — sn(2)]
sogar unbeschrankt.

BEWEIS.

(a) Nach §10:2.3 konvergiert die Reihe

> Jan|r" fir 0<r<R.
n=0

Fir |z — 20| <7 liefert die Abschétzung

|an (2 = 20)"| < an|r"

o0

die gleichméafBige Konvergenz von » an (z — z0)" nach dem Majorantenkrite-
n=0

rium.
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(b) Wir wéhlen ein p mit r < o < R. Nach (a) konvergiert die Reihe

[e'e]

> lan| 0™

n=0
Deren Glieder bilden also eine Nullfolge und sind insbesondere beschrankt:

lan| 0™ < C fiir alle n. Fiir |z — 20| < r haben wir die Abschéatzung
|nan (z — zo)”_1| < nlan| Tt = L |an] 0" <£> <z Cq"
T 1Y T
mit ¢ =7r/p < 1.

s

Die Reihe )  2Cq¢" = € 3" ng" konvergiert nach §7:2.3 (b).
n=1

n=1
Damit ergibt das Majorantenkriterium die gleichméfiige Konvergenz von

o0
Snan(z—20)""" fiir |z —z| <.
n=1

(¢) Der Konvergenzradius der letztgenannten Reihe ist R: Einerseits konver-
oo

giert > nlan|r" ! fiir jedes r < R, wie wir gerade gesehen haben. Andererseits
n=1
gilt fiir |w| > R die Abschétzung |nax w"’ll > n|w|™! an w"|, und die Reihe

> lan w™] ist divergent nach Definition des Konvergenzradius.
n=0
2.8 Der Weierstraf3sche Approximationssatz

Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion ist dort gleichmafiger
Limes einer geeigneten Folge von Polynomen.

Der Beweis wird sich im zweiten Band im Zusammenhang mit Fourierreihen
ergeben. Fiir einen direkten Beweis siche [BARNER—FLOHR 1, pp. 322-326].

3 Vertauschung von Grenziibergingen

3.1 Stetigkeit der Grenzfunktion

Der gleichmdflige Limes einer Folge stetiger Funktionen ist stetig:
fmn€CW), fn—f gleichmiffigauf I — fe C(I).

BEWEIS.

Zu gegebenem e > 0 gibt es ein kK € IN mit ||f — fx]| < . Sei zo € I. Dann
gibt es wegen der Stetigkeit von fi ein § > 0 mit

|fe(z) — fr(zo)] < e firalle x €I mit |z —xo| <.
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Fiir diese z gilt dann
[f(x) = flzo)| = |f(@) = fu(@) + fe(z) = fe(zo) + fr(zo) — f(zo)|
< f(@) = fe@) 4 [ fe(@) = fe(zo)| + | fr(z0) — f (o)l

A

A

<21 = frll; + | fe(x) = fr(zo)| < 26 +€ = 3¢e. O

3.2 Vertauschung von Integration und Grenziibergang

Gegeben sei eine Folge von integrierbaren Funktionen fy : [a,b] — R. Konver-
giert diese Folge gleichmajig gegen eine Funktion f, so ist auch f integrierbar
und es gilt

b

ff(x) dr = lim ffn(x) dz

BEWEIS.

(a) Integrierbarkeit von f: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem f, eine Trep-

penfunktion ¢, mit [|fn — x| < 1/n. Also gilt

If = enll = IIf = fa+ fo =l < N = Full + 1fn = @nll = 0

fiir n — oco. f ist somit als gleichméafliger Limes der Treppenfunktionen ¢,
integrierbar.

(b) Die Vertauschbarkeit von Limes und Integral folgt aus

b b b b
| Jr=Sta| = fGF )| < I~ fal < O=)lIf = full = 0
fir n — oo. O

3.3 Gliedweise Integration von Reihen

Sind die fn uber [a,b] integrierbar und konvergiert die Reihe
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BEWEIS.

N
Mit sy = Y fn folgt nach 3.2

n=0

N b oo b

b b
ff:limfsN:limefn:fon
a N—>ooa N—oo n=0ga n=0ga

wegen der Linearitédt des Integrals. o

3.4 Aufgabe

11
Berechnen Sie fef?””2 dz auf zwei Stellen genau. (Leibniz—Reihe!)
0

3.5 Vertauschung von Differentiation und Grenziibergang

Konvergiert eine Folge f1, fa, ... von C'~Funktionen auf I in folgendem Sinne:

fn— f punktweise in I,
frn — g gleichmifig auf jedem kompakten Teilintervall von I,

so ist f in I stetig differenzierbar und f' = g, d.h.

BEWEIS.
Sei zp € I. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

Fale) = fulwo) + [ f(t)dt.

zo

Lassen wir in dieser Gleichung n gegen unendlich gehen! Nach der Vorausset-
zung gilt fn(z) — f(z), fa(xo) — f(x0), und wegen der gleichméBigen Konver-
genz f, — g auf [zo,z] bzw. [z, 0] erhalten wir

f(z) = f(zo0) + fzg(t)dt.

o

Nach 3.1 ist g stetig in I, denn jeder Punkt von I liegt in einem geeigneten kom-
pakten Teilintervall von I. Nach dem Hauptsatz ist f daher C'—differenzierbar,
und es gilt ' =g. O
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3.6 Gliedweise Differentiation von Reihen

FEine aus reellen Funktionen f, bestehende Reihe
= > fal®)
n=0

konvergiere fir alle x € I. Wenn alle f, stetig differenzierbar sind und wenn
die gliedweise differenzierte Reihe

(=)

gk

0

n

auf jedem kompakten Teilintervall von I gleichmdflig konvergiert, so ist auch f
stetig differenzierbar, und es gilt

f@) =Y fae).

BEWEIS durch Anwendung von 3.5 auf die Teilsummen, vgl. 3.3.

FOLGERUNG. Hat eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten
f(@) = > an(z —z0)"

den Konvergenzradius R > 0, so ist f in |zo — R,x0 + R[ beliebig oft differen-
zierbar, und es gilt dort

@)= nan(x —z0)" ", f Z n(n — Dan(z — x0)" 2, usw.

n=1 n=2

Das ist die Behauptung §10:3.1, deren Beweis noch ausstand.
BEWEIS.
Jedes = € Jxg — R,xz0 + R[ liegt in einem geeigneten Intervall [zo — 7,0 + 7]
mit r < R. In diesem konvergieren die abgeleiteten Reihen gleichméfig nach 2.7.
Somit folgt die Behauptung aus 3.6. O
3.7 Aufgaben

(a) Zeigen Sie die C'-Differenzierbarkeit von

S |
= > =i n— mit 0<z<1.
=n

(b) Geben Sie den Wert der Reihe > n®z™ fir —1 < z < 1 in geschlossener
n=1

Form an, vgl. §10:3.3 (a).
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4 Uneigentliche Integrale
4.1 Vorbereitende Beispiele
(a) Die Fldche unter ;—2 fur x > 1.

Wir betrachten im R? die unbe-
schrankte Menge

1
M={@yle=10<y< 5}

also die Flache unter dem Graphen von

1 M
22

1 2 3 4 T
iiber dem Intervall [1, o[ (Fig.).

Wir schreiben der Flache M auf folgende Weise einen Fldcheninhalt A(M) zu
Zunéchst bestimmen wir

s

dz 1

s

1
=1—— fir s>1
s

2 T
1

1

und stellen fest, dafl dieser Ausdruck fiir s — oo den Grenzwert 1 besitzt. Es
ist daher verniinftig, A(M) durch

zu definieren.

1
(b) Die Flache unter — fiir 0 < x < b definieren wir analog durch

Jz

= lim /—dx = = hm (2\/_ 2\/_) 2Vb
s—0-+ s—0+ —0+

(¢) Der Fléache unter der Hyperbel % iber dem Intervall [1, co[ 148t sich kein
Flacheninhalt zuordnen. Denn es gilt

dz

=logs — oo flir s — 0.
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4.2 Integration positiver Funktionen iiber halboffene Intervalle

(a) Wir betrachten zunéchst Intervalle I = [a,b[ mit a < b < co. Die Funktion
f:I — R4 sei iiber jedes kompakte Teilintervall [a,s] integrierbar. (Dies ist
z.B. der Fall, wenn f auf I stetig ist.) Das unbestimmte Integral

ist dann monoton wachsend. Bleibt F(s) fiir s — b— beschrankt, so nennen
wir f iiber I integrierbar. Fiir integrierbare Funktionen definieren wir das
Integral durch

b

[ flz)da = ilg}y jf(x)dx

a

Dabei stiitzen wir uns auf den

SATZ. Ist F auf I = [a,b] (a < b < 00) monoton wachsend und beschrinkt, so
existiert lim F(s) (bzw. lim F(s) im Fall b= 00).

s—b— §—00
BEWEIS.

Wegen der Beschranktheit von F existiert A = sup{F(s) | s € [a,b] }. Zu ge-
gebenem & > 0 gibt es ein sp € [a,b] mit A — e < F(so) < A. Wegen der
Monotonie von F' gilt dann

A—e<F(s) <A, dh. |A-F(s)|<e firalle s> sg.

Im Fall b = oo ist dies nach §8:1.8(d) bereits die Behauptung. Im Fall b € R

bedeutet dies |A— F(s)|<e fir 0<|b—s|=b—s<d:=b— so. O
b

Statt ,, f ist iiber [ integrierbar“ sagen wir auch ,, f f existiert bzw. konvergiert“

a

b
oder ,, f f < oo“. Ist f nicht integrierbar, so heifit das Integral divergent.

(b) Fir Intervalle I der Form |a, b], bzw. |—00, b] betrachten wir

F(s) = [ f(z)dz,
falls f : I — R4 iber jedes Intervall [s,b] C I integrierbar ist. Wir definieren
in analoger Weise, falls F' beschrankt ist,

b b
(@) [f(@)doi= tim [ f(@)do,
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b b

(b) [ fx)dz = lim [ f(z)d=.

Die Integrale (a), (b) werden auch uneigentliche Integrale genannt.
1

4.3 Beispiel z +— ™. f:n"‘ dx existiert genau dann, wenn a > —1.
0

:

In diesem Fall ist der Wert des Integrals L
a+1

dx .
/ — existiert genau dann, wenn o > 1.
x

1

:

1
In diesem Fall ist der Wert des Integrals o

4.4 Integration positiver Funktionen iiber offene Intervalle

Es sei I =]a,b[ mit —o0o <a<b<oo und f:I — Ry lokal integrierbar,
d.h. tiber jedes kompakte Teilintervall von I im Sinne von §11 integrierbar.
f heiBt (uneigentlich) iiber I integrierbar, wenn fiir ein geeignetes zo € I die
beiden Integrale

?f(x)dw und [ f(z)dx

zo
konvergieren. Wir setzen dann

b 1) b

[ f@)de = [ f(z)dz + [ f(z)dx.

a a o)

Beachten Sie: Existieren die beiden genannten Integrale fiir ein xzo € I, so
existieren sie beide fiir alle 2o € I, und ihre Summe ist jedesmal dieselbe [TA].

4.5 Positiver und negativer Teil einer reellen Funktion

Ist M eine beliebige nichtleere Menge und f : M — IR, so setzen wir

file) = { J@) falls f(@)>0, o0 { —f(z) falls f(z) <0,

0  sonst, 0 sonst.
Dann ist fy >0, f—- > 0, und es gilt :
=5 =71, fl=Ffe+ /-
Skizzieren Sie fy, f- fiir f(z)=sinz.
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4.6 Das Integral fiir Funktionen beliebigen Vorzeichens

Sei I ein halboffenes oder offenes Intervall, und f : I — IR sei lokal integrierbar
in I (vgl. 4.4). Dann sind auch fy = 3(|f| + f) und f- = 3(|f| — f) lokal
integrierbar.

f heif3t tiber [ integrierbar, wenn f4 und f_ iiber I uneigentlich integrierbar
sind (nach 4.3 bzw. 4.4). In diesem Fall setzen wir

Jf@)dz == [fi(z)de— [f(z)dz.
T T T
Definitionsgemaf ist mit f auch |f| integrierbar, und es gilt

Jlf@)de = [fi(z)dz+ [f(2)da.

Interpretation: Wir betrachten die Flache zwischen dem Graphen von f und
der z—Achse und definieren deren Flécheninhalt als Differenz der Anteile ober—
und unterhalb der Achse.

Die Berechnung des Integrals geschieht wie in 4.3 und 4.4, z.B. gilt
J fx)de = lim [ f(z)dz,

falls f iiber [a, oo integrierbar ist. Aus der Existenz des rechtstehenden Grenz-
wertes folgt aber nicht die Integrierbarkeit von f. Zum Beispiel existiert

S
sin x

™
I dr = =
e | Tz T3

0

[BARNER-FLOHR 1, pp. 418, 433], wiahrend der Absolutbetrag des Integranden
nicht iiber R integrierbar ist ( s vgl. Bd. 2, §12:2.1). Wir weichen hier von
der gebrduchlichen Definition des uneigentlichen Integrals ab, um das Integral
dem in Band 2 eingefiihrten Lebesgue-Integral unterzuordnen. Fiir dieses folgt
wie hier aus der Integrierbarkeit von f die von |f|.

4.7 Die Hauptkriterien fiir Integrierbarkeit

Sei I ein offenes oder halboffenes Intervall und f : I — IR lokal integrierbar
in I. (Das ist zum Beispiel der Fall, wenn f stetig oder in jedem kompakten
Intervall stiickweis stetig ist.)

f ist genau dann uber I (uneigentlich) integrierbar, wenn eine der beiden fol-
genden Bedingungen erfillt ist:

(a) Beschranktheitskriterium. Es gibt eine Zahl C > 0 mit
8
JIf(@)]de < C

fir alle kompakten Teilintervalle [, 3] C I.
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(b) Majorantenkriterium. Es gibt eine positive, iber I integrierbare Funk-
tion g mit

|f(z)| < g(x) firalle €.

BEWEIS.
(a) Ist f Uber I integrierbar, so sind fy und f— iiber I integrierbar. Dann gilt

B8 B8
S < [fe, [f- < 1
[ I @ I
fir alle [, 8] C I und daher
B8 B B
JIfl= i+ [f-< [fe + [f-=0C.
« « « I I
Umgekehrt: Gibt es eine Konstante C' mit
B8 B B8
S+ J-=[Ifl <C
fiir alle kompakten Teilintervalle [a, 8] von I, so folgt insbesondere
B8 B
[f+<C, [f-<C

und daher die Integrierbarkeit von fy und f- nach dem Muster 4.2.
(b) Ist f iiber I integrierbar, so existiert [ |f(x)|dz nach 4.6. Wir wihlen als

T
Majorante g(z) = |f(z)|. Hat umgekehrt f die Majorante g, so gilt

B B

Jlf(@)]de < [g(x)dz < [g(z)dx

e [eY I
fiir alle [a, 8] C I, also ist f integrierbar nach (a).
4.8 Fiir die Praxis wichtige Majoranten

(a) [ e Mdz = ™ fiir A > 0.

> =

—+oo

(b) /1122 -7

—o0
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Denn es gilt j 1i22 = arctanx |g — 5 fir y— oo.
+o0

(c) /ef%m2 de = \2r.
—0

22

Eine integrierbare Majorante fiir f(z) = ¢~ 2% erhalten wir durch

g(z):=1 fir |z| <1 und g(z):= ezl figr |z| > 1.
Die Integrierbarkeit folgt daher aus (a). Dal das Integral den Wert /27 hat,
kénnen wir erst in §23:8.4 zeigen.
4.9 Aufgaben

Konvergieren die folgenden Integrale ? Wenn ja, geben Sie ihren Wert an:

1 o oo

(a) /1\/%_332 (b) /logxd:c, (©) /k’%d:g, (d) /l‘ﬁxd:g.

0 1 1

4.10 Rechenregeln fiir uneigentliche Integrale

(a) Sind f und g tuber I integrierbar und a,b € R, so ist auch af + bg uber I
integrierbar, und es gilt

f(af—&-bg)zaff—i—bfg.

T
(b) Ist f dber I integrierbar, so gilt

| [f@)de | < [If(@)|da.

5 Substitution und partielle Integration, Gamma—Funktion
5.1 Substitution

Stellvertretend fiir die anderen Falle sei der Fall I = [a, co[ betrachtet.

Sei f stetig fiir * > a und dber [a,00] integrierbar. Ferner sei ¢ € C'[b, 00|
mit o(b) = a, ¢ (x) >0 fir alle z>b sowie lim ¢(z) = +o00. Dann gilt
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BEWEIS.
Die gewoOhnliche Subsitutionsregel liefert

»(s)

[ @) de = [|f (o)) @' (z) da.

Da die linke Seite der Gleichung beschrénkt bleibt, gilt das auch fiir die rechte,
also ist |f o ¢|¢’ integrierbar. Somit gilt

oo »(s) s oo

Jf=1Tm [ f=1lm [(fep)¢' = [(for)¢' O

a a b b
5.2 Zum Verhalten integrierbarer Funktionen im Unendlichen

Fir jede iber Ry integrierbare Funktion f gilt

(a) lim |f(x)|dz =0,
R—»ool‘sz
(b) lim f(z) = 0, falls f zusdtzlich C'—differenzierbar und f' dber [0, co]

integrierbar ist.

(c) Entsprechendes gilt fiir die Integration iiber R _.

BEMERKUNG. lim|;|—o f(z) = 0 gilt
i.a. nicht ohne zuséatzliche Bedingungen
an f. 3T
Als Gegenbeispiel betrachten wir die
skizzierte Wolkenkratzerfunktion f, bei 21
der auf jeder Grundlinie

[mn—l—%nﬂ%] 1+
ein Rechteck der Hohe n steht. Die ’_‘

Funktion f ist zwar unbeschrankt fiir T ' >
T — 00, aber wegen

N4+1
1
n2

iiber Ry integrierbar. Durch Abrundung der Ecken a8t sich f in eine C'-
Funktion abandern, die das gleiche Grenzverhalten zeigt.
BEWEIS.

oo R
(a) Aus f|f|: lim f\f\ folgt
0 R=oog
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ool R
[ Ufl = [1fl = [1fl = 0 fir R— oo.
0 0

>R

(b) Unter den genannten Voraussetzungen existiert der Grenzwert

Jim f(x) = T (fO)+ [ F0)dt) = 10) + [ 1ty dr.

Wire lim f(z) # 0, so wiirde [ |f(z)|dz nicht konvergieren.
0

T—00

(c) ergibt sich analog. O

5.3 Partielle Integration
(a) Fiir f,g € CHR) seien fg, f'g und fg' iiber R integrierbar. Dann gilt

foof’g = - foofg’

[ 9= —f@g@ - [ 14
BEWEIS.

(b) Partielle Integration ergibt
b

J 19 =F®)gb)—fla)gla) — [ fg

a

Da (fg)' = f'g+ fg' integrierbar ist, folgt nach 5.2 (b)

lim f(b)g(b) = 0 (und a,li}zloo f(a)g(a) = 0 im Fall (a) ) .

b—oo

Die Behauptung (b) folgt fiir b — oo; aus (b) folgt (a) fir a — —oco. O

5.4 Aufgaben

(a) Zeigen Sie mittels partieller Integration, dafl

“+ o0 “+ o0

2 22 7112
f e 2% dx = e 27 dx
— 00 — 00

(b) Geben Sie die beiden Integrale
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—+o0
e “Wsinzxdx und f e Y%l cosz dx

—00

fiir y > 0 formelméBig an. Beachten Sie dabei die Bemerkungen von § 11: 6.5 (c).

5.5 Die Gamma—Funktion

ist definiert durch das uneigentliche Integral
= [t" e dt.
0

a) Dieses Integral konvergiert fir x > 0.

b) Die Gamma—Funktion ist differenzierbar auf Rso .

¢) I'(1) =1, I'(z+1) = 2T(z) fir >0, also ['(n+ 1) =n!.
) I'(3) = vm

BEWEIS.

(
(
(
(d

(a) Jedes z > 0 liegt in einem geeigneten Intervall [r, R] mit r > 0. Wir geben
im Hinblick auf (c) gleich eine Majorante g(t) fiir t* ‘e™" auf einem solchen

Intervall an, namlich
"t fir0<t<1
g(t) =

tRe ™t fir¢t>1.

Dann existiert f g(t)dt nach 4.3. Da e stirker wichst als jede Potenz von t,
gibt es eine Konstante C mit |ef| > Ct""* baw. |[te™'| < 1/(Ct?), somit
ist g auch iiber [1, 00| integrierbar.

(b) Wir zeigen, da8 T'(x) fiir z > 0 durch das Integral
I(z) = [logt-t*"'-e "dt
0

gegeben ist, dafl also die Differentiation unter dem Integral ausgefiihrt werden
darf. Die Konvergenz dieses Integrals ergibt sich nun #hnlich wie in (a): Sei
0<2r <z <R und

—logt-t*' fir0<t<1
G(t) = logt-tfe™ fiirt>1.

Dann ist G eine Majorante fiir den Integranden von I(z) in [2r, R]. Wegen
lim logt¢-t" =0 gibt es eine Konstante C' mit
t—0+
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G(t) < Ct™ " fir 0<t<1,

also ist G iiber |0, 1] integrierbar. Wegen logt <t fiir ¢t > 1 ist G(t) < thitlet
fiir ¢t > 1, also ist G auch tber [1,oc0[ integrierbar.

Sei jetzt 0 < h < 9§ mit § =z — 2r. Dann gilt

I'(z+ h) —T(z) T fetlert w1 —t
3 I(x)fof 3 logt | t* e " dt.

Nach dem Satz von Taylor ist

2
eV —1—y = %eﬁy mit 9 €]0,1[, also
hlogt_l 1 1
gt | = ’§h(1ogt)2eh“°gf < 5 I H(t) mit

H(t) =

(logt)?t™% fir0<t<1
(logt)?t®  fiirt>1.

Das folgende Integral existiert aus denselben Griinden, wie sie fiir G geltend
gemacht wurden, und wir erhalten

—I(z)| < ‘Qi' Ht)t" e "dt — 0 fiir h — 0.

I'(z + h) — I(x)
h

0%8

() T(1) = [e "dt =1 ergibt sich durch partielle Integration
0

8 8 8
Jtre bt = —te D o [t e dt

@

und anschlieenden Grenziibergang o — 04, 8 — 4o00.

(d) Die Substitutionsregel liefert mit ¢ = %xg
B 20 1.2
[ retdt = [ V2e 2" da.
@ V2a

Fir a — 04, 8 — 400 ergibt sich nach 4.8 (¢)

r(3) :\/ife_%mz dz = \/r. O
0
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§ 13 Elementar integrierbare Differentialgleichungen

1 Die lineare Differentialgleichung vy’ = a(x)y + b(x)

1.1 Die Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe

Der Luftdruck p(h) in der Hohe h iiber dem Meeresspiegel wird verursacht
durch das Gewicht der iiber einem Quadratmeter lastenden Luftsdule. Nehmen
wir konstantes spezifisches Gewicht ¢ an, so besteht die Beziehung

p(h— Ah) —p(h) = o Ah.

Da aber g von der Hohe abhéngt, o = o(h), gibt diese Gleichung die Verhéltnisse
nur angendhert wieder. Fiir Ah — 0 ergibt sich als strenge Beziehung

Wir legen die ideale Gasgleichung zwischen g, p und der Temperatur 7" zugrunde:
0=« % mit einer geeigneten Konstanten «.

(a) Betrachten wir die Temperatur als konstant, so erhalten wir mit 8 := «o/T
die Differentialgleichung

p'(h) = —Bp(h).

Unter der Voraussetzung p(h) > 0 konnen wir diese in die Form

d
= — (I

9 g p(h) + o)
bringen. Es folgt log p(h) + Bh = const., also log p(h) + Bh = log p(ho) + Bho
oder

p(h) = p(ho) e Alh=ho) (Barometrische Héhenformel) .

Diese Beziehung ist wegen der Annahme 7 = const. nur in kleinen Bereichen
korrekt.

(b) In Wirklichkeit fallt die Temperatur mit der Hohe. Die einfachste Modell-

annahme T'(h) = To —bh fithrt auf die Differentialgleichung der Standardatmo-
sphare

p(h)

/ e — _—
p(h) = T

Es stellt sich die Frage, ob eine solche Beziehung die Funktion p(h) schon fest-
legt, vorausgesetzt, wir kennen einen Funktionswert p(ho).
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1.2 Die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Die zuletzt gestellte Frage ordnet sich folgender Problemstellung unter:

Zu gegebener stetiger Funktion a : I — R und gegebenen Anfangswerten xo € I,
yo € R ist eine C'~Funktion y: I — R gesucht mit

{ y'(z) = a(z)y(z) firzel,
y(w0) = yo.

Dies ist das Anfangswertproblem (AWP) fiir die homogene, lineare Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung

y'(x) = a(x)y(z).
Fir diese schreiben wir auch kurz
Y =a(@)y.

Aufstellung einer Lésungsformel: Sei yo > 0 und y eine Lésung von 3’ = a(z)y
mit y(xo) = yo. Dann ist auch y(z) > 0, solange = nahe bei xq liegt, vgl. §8:2.3.
Aus der Differentialgleichung

y'(1) . / / y'(t)
a(t) = folgt durch Integration a(t)dt = dt.
(t) o) g g (t) o)
xo xo

Nehmen wir im zweiten Integral die Substitution s = y(¢) vor und beachten
y(z0) = yo, so ergibt sich

x y(x)
/a(t)dt = / ds = logy(z) — logyo = logm,
s Yo
zo Yo

also

y(z) = yoe™ mit A(z) = Ja(t)dt.
o

Im Fall yo < 0 ergibt sich dieselbe Losungsformel .

SATZ. Das Anfangswertproblem

{ y' = a(x)y,
y(zo) = %o

besitzt genau eine Losung auf dem Intervall I. Diese ist gegeben durch

y(@) =yoe'™ mit Ax)= [a(t)dt.
zo
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BEMERKUNG. Die Losung dieses Anfangswertproblems ist also entweder iden-
tisch Null (¢riviale Lésung), oder sie hat keine Nullstellen. Das angegebene
Losungsverfahren liefert somit alle nichttrivialen Losungen.

BEWEIS.
(a) Die angegebene Formel liefert eine Losung, denn
y'(@) = yoe' WA (z) = yoe' P a(x) = y(@)a(2),

y(zo) = yo wegen A(zo) =0.

(b) Die angegebene Losung y ist die einzige: Denn ist z : I — R eine weitere
Lésung des Anfangswertproblems, so gilt fiir u(z) := z(z)e™ 4@
w'(z) = 2" (@) e 2™ — z(z)a(x)e 4@

= (¢(z) — a(z) z(gg))e—A(z) —0.

Also ist u konstant: u(x) = u(zo) = 2(z0) = yo . Damit gilt

2(z) = u(x) ™™ = yoet | O

BEISPIEL. Das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung der Standardat-
mosphére lautet

o p(x)
“To—bz

p(o) = Po -

p'(z) = (o, b positive Konstanten) ,

Diese ist vom eben behandelten Typ mit

«

a(x):—TO_bx.

Die Stammfunktion A(z) von a(x) mit A(0) = 0 ist fiir < To/b

o bx ba\o
A(z) = 310g<1_f)) = log<1—T0) ,

also ergibt sich die Losungsformel

|
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1.3 Die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Diese ist von der Gestalt

y'(z) = a(z) y(z) + b(@),
in abgekiirzter Schreibweise

y' = a(z)y+b(x)

mit gegebenen stetigen Funktionen a, b auf einem Intervall I.

Bei der Losung dieser Differentialgleichung macht man Gebrauch von der Lo-
sungsformel fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung 3y’ = ay. Von
dieser wissen wir nach 1.2, dafl sémtliche Losungen die Gestalt

y(@) = ce'®

haben, wobei A(z) irgendeine Stammfunktion von a(z) und ¢ € R eine Kon-
stante ist.

Wir versuchen nun, Losungen der inhomogenen Differentialgleichung durch den
Ansatz

y(x) = c(x)e™

zu gewinnen, wobei ¢ eine geeignete C!—Funktion auf I ist. Diesen auf LAGRAN-
GE zurlickgehenden Trick nennt man Variation der Konstanten.

Fiir die so angesetzte Funktion y ergibt sich
v (z) = d(z)e*™ + ¢(z)a(z)e™
=(2)e™™ + a(z)y(z).
Die Differentialgleichung y'(z) = a(z)y(z) + b(x) ist genau dann erfiillt, wenn
d () e™ = b(z) fiiralle z €1,
oder, hierzu dquivalent, wenn

d(z) = e @ p(z) firalle = €1 baw.

c(z) = yo + fe_A(S) b(s)ds

o

mit xo € I und einer Integrationskonstanten yo. Fiir y(z) = c(z)e*™® gilt
dann y(zo) = ¢(xo) = yo. Die Variation der Konstanten fiihrt uns zu folgendem
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SATZ. Das Anfangswertproblem fir die inhomogene lineare Differentialgleichung

{ y' = a(x)y + b(z),

y(zo0) = vo

besitzt auf dem Intervall I genau eine Lésung, und diese ist gegeben durch

y(z) = yoe™® 4+ feA@)*A(S) b(s)ds mit A(z)= fa(t) dt.
EN)

zo
BEMERKUNG. Es ist nicht notwendig, die fertige Losungsformel auswendig zu

lernen. Man merkt sich besser das Losungsverfahren:

e Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung vy’ = ay . Hierbei
erhalt man y(z) = ce@
e Variation der Konstanten mit dem Ansatz y(z) = c(x)e*® .

BEWEIS.

Dafl die angegebene Formel eine Losung des Anfangswertproblems liefert, ist
leicht nachzurechnen [UA].

Zum Nachweis der eindeutigen Losbarkeit setzen wir

w(x) _ f eA(z)—A(s) b(s) ds = eA(a:) f e—A(s) b(s) ds .

o zo

Dann gilt
w'(z) = a(x)w(z) +b(z), wzo)=0.

Fiir jede Losung z des inhomogenen Anfangswertproblems ist © = z — w eine
Loésung der homogenen Differentialgleichung v’ = a - u mit

u(xo) = z(z0) — w(xo) = yo-
Nach der Eindeutigkeitsaussage 1.2 folgt
A(z) 7

u(z) = yoe

also

2(z) = u(@) +w(z) = yoe' @ + [ A=A p(s) ds.

zo
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1.4 Aufgaben

Losen Sie die Anfangswertprobleme

(a) ¥'(x) = Ay(x) +ce™, y(0) = yo.

(b) ¥'(z) = Ay(z) + (cx +d) e, y(0) =yo.

2 Zwei aufschlufireiche Beispiele

2.1 Die spezielle Riccati—Gleichung
Wir betrachten das Anfangswertproblem

{ Y (x) = 2zy°(z),
y(0) = yo > 0.

Fir eine Losung y dieses Problems gilt wegen y(0) > 0 auch y(¢) > 0 in einer
geeigneten Umgebung von 0. In dieser Umgebung gilt dann

s e

Integration und Substitution s = y(t) liefert

a:2:2/tdt:/
0 0

Durch Auflésung dieser Gleichung nach y(z) erhalten wir

, y(z)
v g fds L 1
y2(t) s o y(x)

Yo

Yo

Vo) = T o2

Man rechnet leicht nach, dal diese Formel fiir |z| < 1/,/yo auch wirklich eine
Losung liefert. Offenbar 148t sich die Losung nicht tiber das Intervall

I 1 1 A
0= |——F—=) —F—

VYo /Yo
hinaus fortsetzen, denn y wird an den

Intervallenden unbeschrankt (Fig.).

SCHLUSSFOLGERUNG. Bei einer Dif-
ferentialgleichung der Form

y'(2) = a(x)y*(2)
kann es geschehen, dal die Losungen

nicht auf dem vollen Definitionsinter-
—1/4/ 0 1/\/
vall von a(x) existieren. oz /N

Yo
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2.2 Der auslaufende Becher

(a)  Am Boden eines zylindrischen
Bechers mit Durchmesser 2R befindet
sich ein kreisformiges Ausflufirohr mit
Durchmesser 2o (Fig.). Die Hohe des

2R
Wasserspiegels zum Zeitpunkt O sei ho.
Gesucht sind der Wasserstand h(t) zum AV
Zeitpunkt ¢ und die Auslaufzeit T'.
Beim Auslaufen eines kleinen Volu- h(t)
mens AV nimmt die potentielle Ener-
gie um g¢gAV h(t) ab; die kineti-

sche Energie nimmt um Zv(t)°AV
zu, wo v(t) die Ausfluigeschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢ ist. Wiirde keine Ar-
beit gegen die Zahigkeit geleistet, so lie-
ferte der Energieerhaltungssatz v(t) = _>| 2Q|<_

2g h(t) (Torricelli-Gesetz). In Wirk-
lichkeit werden nur etwa 60 % der potentiellen Energie in kinetische umgesetzt,
das ergibt v(t) = ay/g h(t) mit a =~ 0.6 v/2 = 0.85. Offenbar gilt

ht) o
Y

v(t)

~—

somit

2
h(t) = —2¢\/h(t) mit 2¢ = %@

(b) Wir 16sen das Anfangswertproblem
h = —2cVh, h(0)=ho >0

nach dem schon bewéahrten Muster: Fiir eine Losung h gilt, solange sie positiv
ist,

Integration von 0 bis ¢ und Substitution s = h(7) ergibt
h(t)

: . (
zct—zco/dT_O/\;%dT_h{%

—avs | :2<\/ﬁf\/a).

ho
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Losen wir diese Gleichung nach h(t) auf, so erhalten wir
Vh
h(t) = (Vho — )’ fiir t < =

Die Auslaufzeit ist also T'= 1/ ho / ¢. Was geschieht fiir groere ¢ 7 Der physi-
kalische Ablauf wird beschrieben durch

{ (\/h_o—ct)2 fir 0<t<T,
h(t) =

0 fir t>T.

Hierdurch ist eine C'-differenzierbare h A
Losung gegeben. Aus der Figur und
der vorangehenden Rechnung entneh-
men wir: Durch den Zustand zu irgend-
einem Zeitpunkt ist das zukiinftige Ver-
halten eindeutig festgelegt. Bei leerem
Becher 1483t sich aber die Vergangenheit
nicht mehr rekonstruieren. Das bedeu-
tet:

ho'

Das Anfangswertproblem T to t
h = —2¢Vh, h(to) =0

st nicht eindeutig losbar !

3 Die separierte Differentialgleichung y’ = a(x)b(y)

3.1 Vorbemerkung zum Existenzbereich der Losung
Gegeben seien stetige Funktionen a: I — R, b:J — R und x9 € I, yo € J.

Das Anfangswertproblem fiir die separierte Differentialgleichung (Diffe-
rentialgleichung mit getrennten Variablen) lautet:
Gesucht ist eine C'—Funktion y : Iop — J auf einem Teilintervall Iy von I mit

{ ¥y (z) = a(z)b(y(x)) fir z € I,
y(xo) = yo.-

Dabei muf} selbstverstéandlich o € Io und y(z) € J fir alle z € Ip gelten.
Jede solche Funktion heifit Losung des Anfangswertproblems (AWP). Die
separierte DGL schreiben wir kurz in der Form
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)
Hier kann b in nichtlinearer Weise von

y abhéngen. In diesem Fall ist damit
zu rechnen, dafl das Existenzintervall
Ip der Losung nicht das volle Defini-
tionsintervall I von b ist, siehe Bei-
spiel 2.1. Eine andere typische Situa-
tion dieser Art zeigt die Figur. Diese

|
|
|
|
|
|
stellt die Losung eines Anfangswertpro- I
blems dar, das wir in 3.8 (a) stellen. |
Wir nennen eine Losung y : Ip — R
maximal definiert (maximal), wenn

sie nicht als Losung auf ein umfassen-
deres Intervall fortgesetzt werden kann.

Io

Das AWP heifit eindeutig 16sbar, wenn fiir je zwei Losungen
y1111—>R, yQZIQH]R

stets y1(z) = ya2(z) fiir = € I1NI> gilt. Das muf}, wie wir im Beispiel 2.2 gese-
hen haben, nicht immer der Fall sein. Beachten Sie: Gleichheit zweier Losungen
beinhaltet Gleichheit der Definitionsbereiche.

3.2 Das Losungsverfahren fiir das Anfangswertproblem

Y (z) = a(x)b(y), y(zo) = wo.

Ahnlich wie bei y' = a(z)y , integrieren wir die DG zunéchst unter der zusétz-
lichen Bedingung, daf3 b keine Nullstellen in J besitzt. Dann gilt fiir jede Lésung
y: Io — J des Anfangswertproblems

x T

y't) a(t), also /b?(Jg;((?)) dt = /a(t) di.

zo o

Die Substitution s = y(¢) im linken Integral fiihrt zusammen mit y(zo) = yo
auf

y(x) d T

Dies stellt eine Gleichung fiir y(z) dar. Das wird deutlicher, wenn wir diese
Gleichung in der Form

(*)  Bly(x)) = A=)
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schreiben mit den Stammfunktionen

Az) = /za(t)du B(y) := /ybc(l—j)

y(z) ist durch (*) eindeutig bestimmt, denn B’(y) = ﬁ hat nach Vorausset-
zung festes Vorzeichen, also ist B streng monoton und damit injektiv.

Wir haben jetzt noch die Gleichung (*) nach y(z) aufzuldsen, was in vielen
Féllen formelméfig moglich ist. Fiir die Félle, wo die explizite Auflésung nicht
moglich ist, sichert der folgende Satz 3.3 die Existenz einer Losung.

Genau nach diesem Muster waren wir auch beim Beispiel 3/(z) = 2z y*(x)
vorgegangen, vgl. 2.1. Dort war xo = 0,

1 1
A(z) = 2*, B = - 4+ —,
(@) W=-3+
und die Auflésung der Gleichung B(y(z)) = A(z) ergab

Yo

y(x) = l_yOxQ'

BEMERKUNGEN.

(a) Es ist auch hier nicht notwendig, sich die Losungsformel zu merken, sondern
nur das Verfahren.

(b) In der Leibnizschen Differentialschreibweise stellt sich dieses kurz und knapp
so dar:

— = al(x d—y:axl‘ yd—y:a:al'l'
Y= ) = o = — [~ [,

o
Diese Merkregel wird durch die vorangegangene Herleitung gerechtfertigt.
3.3 Lokaler Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir b(y) # 0
Gegeben seien stetige Funktionen auf offenen Intervallen
a:I—-R, b:J—-R

und Zahlen xzo € I, yo € J. Ferner sei b(y) # 0 fir alle y € J. Dann besitzt
das Anfangswertproblem
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{ Y =a(z)b(y),
y(x0) = yo

eine Losung y, die mindestens in einer Umgebung |xo — 6,0 + O] definiert ist.
Diese ergibt sich nach dem in 3.2 beschriebenen Verfahren.

Weiter ist das Anfangswertproblem im Rechteck I x J eindeutig losbar im Sinne
von 3.1.

BEWEIS.

(a) Die Eindeutigkeit wurde in 3.2 festgestellt.

(b) GemaéB 3.2 setzen wir

A(w):/aa)da B(y):/;—; fir zel, yed.

zo Yo
A und B sind C'-Funktionen mit A(zo) = B(yo) = 0. Da B'(y) = 1/b(y)
nach Voraussetzung festes Vorzeichen hat, ist B streng monoton und besitzt
nach dem Umkehrsatz §9:5.1 eine C'—differenzierbare Umkehrfunktion B~*.
(c) Es gibt ein ¢ > 0 mit |—e,e[ C B(J), sonst wére wegen der strengen
Monotonie von B der Punkt yo = B~'(0) ein Randpunkt von J.
(d) Es gibt ein 6 > 0 mit A(x) € |—¢,¢[ fiir = € I :=Jag — 0,20 + J[. Dies
folgt aus der Stetigkeit von A an der Stelle zo und A(xzq) = 0.
(e) Damit ist y(z) = B™'(A(x)) fiir = € Iy definiert und 16st dort das An-
fangswertproblem: Zunichst einmal ist y(zo) = B~ (A(z0)) = B~'(0) = %o .
Weiter ist y C'~differenzierbar nach (b). Aus der Gleichung B(y(z)) = A(x)
fiir z € Ip folgt schlieBllich

d d ' ’ 1 ’
= 2 A(z) = =B = B =
@) = - AW) = 2 BOE) = BW@)y@) = jsi/(@),
d.h. y erfiillt die Differentialgleichung. a
BEISPIEL.
, _ cosT _
Y = Ty y(0) = 0.

Das Integrationsverfahren 3.2 fithrt auf die Gleichung

y(z) +siny(z) = sinz [UA].

Diese Gleichung 148t sich nicht explizit, d.h. formelmé&Big nach y(x) auflésen.
Jedoch sichert der Existenz— und Eindeutigkeitssatz die Existenz einer eindeutig
bestimmten lokalen Losung.
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3.4 Der Fall einer isolierten Nullstelle von b

Das Anfangswertproblem

Y = a(@)b(y), y(zo) = vo
wird im Fall b(yo) = 0 durch die konstante Funktion y = yo geldst, wie man
sofort verifiziert.

Das Beispiel 2.2 (b) zeigt, dafl in diese konstante Losung noch weitere, nicht
konstante Losungen des Anfangswertproblems einmiinden kénnen.

Solche Phidnomene werden ausgeschlossen, wenn wir an die Funktion b die
starkere Forderung der stetigen Differenzierbarkeit stellen:

SATZ. Ist unter den bisherigen Voraussetzungen die Funktion b zusdtzlich C'—
differenzierbar auf J und ist yo eine isolierte Nullstelle von b, so ist die konstante
Funktion yo die einzige Losung des Anfangswertproblems

Y =a(z)b(y), y(zo)=1yo.

Dabei heift yo isolierte Nullstelle der Funktion b, wenn b(yo) = 0 und b(y) # 0
fir 0 < |y — yo| < € mit geeignetem & > 0.

BEWEIS.

Angenommen, eine weitere Losung y miindet im Punkt (o, yo) in die konstante
Losung ein. Es reicht, von den vier moglichen Filllen die Einmiindung von rechts
oben her zu betrachten, also

y(a) =yo und y(z)>yo fir a<z<a+d.

Da y an der Stelle « stetig ist, konnen wir ¢ so klein wéahlen, dafl mit dem
obengenannten &

Yo < y(x) S%—!—% fir a<z<a+d.

Wir setzen 8 = a+ 6, v = y(B8) und integrieren die Differentialgleichung
gemifl 3.2 von z € ]a, 5] bis G

/ bc(l—j) _ /ﬁ a(t) dt.
y(z) x

Durch Grenziibergang x — a+ ergibt sich die Existenz des Grenzwertes

ol B B
i % - zlixil+/a(t) it = /a(t) dt.

y(z) z
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Das ist aber unmoéglich: Nach dem Mittelwertsatz gilt
[b(s)| = [b(s) = b(yo)| = [¥'(9) (s — yo)| < L(s—yo) mit
L =max{|[t'(s)| |yo<s<wo+e}.

Wegen des festen Vorzeichens von b(s) in yo < s < yo + ¢ folgt

vy vy vy
ds ds 1 ds
— | = > _ fi . O
‘/b<s> /|b<s>| = L/s—yo T wemadt

y(z) y(x) y(z)

3.5 Der globale Existenz— und Eindeutigkeitssatz
Das Anfangswertproblem auf I x J

{ Y = a(z)b(y),
y(xo) = vo

ist fir beliebig vorgegebene xo € I, yo € J eindeutig ldsbar und besitzt eine
mazimale Lésung y : Io — J auf einem offenen Intervall Io, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:

a ist stetig auf dem offenen Intervall I, b ist Ct —differenzierbar auf dem offenen
Intervall J und besitzt dort hochstens endlich viele Nullstellen. Wir erhalten die
mazimale Lésung y und ihr Definitionsintervall Iy wie folgt.

Im Fall b(yo) =0 ist Io =1 undy konstant gleich yo.
Im Fall b(yo) # 0 sei Jo das grifite, yo enthaltende Teilintervall von J ohne
Nullstellen von b, und es seien

ds

A(I):/a(t)du B(y):/@ fir xel, yoeJo.

zo Yo

Dann ist Iy das grofite Teilintervall von I mit xo € Iy und A(lo) C B(Jo). Die
mazimale Lésung y: Io — Jo ist eindeutig bestimmt durch die Gleichung

B(y(z)) = A(z) fir z€Ip.

BEWEIS.
(a) Im Fall b(yo) = 0 ist die konstante Funktion y : I — J, x +— yo eine
maximale Losung. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus 3.4. Sei also b(yo) # 0.

(b) Nach Wahl von Jp hat 1/b dort ein festes Vorzeichen. Daher ist die Stamm-
funktion B : Jo — Ko := B(Jo) streng monoton und besitzt eine C'-Um-
kehrung B! Ko — Jo. Nach §8:2.3 ist Jy offen, d.h. kein Punkt von Jy
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kann Randpunkt von Jy sein. Dafl Ko ein Intervall ist, folgt aus dem Zwischen-
wertsatz; die Offenheit von Ko folgt wie im Beweis 3.3.

(¢) Fir eine Losung y mit y(zo) = yo gilt y(z) € Jo, also b(y(z)) # 0. Denn
wire y(z1) ein Randpunkt von Jo, also b(y(z1)) = 0, so wéare y konstant nach
3.4. Nach dem Beweis 3.3 erfiillt die Losung y auf ihrem Existenzintervall also
die Gleichung B(y(z)) = A(x). Daraus folgt die

(d) FEindeutigkeit. Sind y1 : I1 — Jo, y2 : Ia — Jo zwei Losungen, so folgt
fir « € Iy N Iz nach (c¢) B(yi(z)) = B(y2(z)), also y1(z) = y2(x) wegen der
Injektivitat von B.

(e) Ezistenz einer mazimalen Losung. Nach Wahl von I gilt A(ly) C B(Jo) =
Ko. Somit ist durch y: Io — Jo, = B7'(A(z)) eine C'-Funktion gegeben,
die nach den Uberlegungen im Beweisteil 3.2 (¢) das Anfangswertproblem 16st.

Fiir jede andere Losung y : I — J des AWPs gilt nach (c) y(I) C Jo und

A(z) = B(y(z)) fiir z € I, somit A(I) C B(Jo). Es folgt I C Io.

(f) Io ist offen. Angenommen, das ist nicht der Fall, z.B. Iy = Ja, (]. Fiir die
maximale Losung y : Io — Jo sei v = y(3). Dann hat das AWP 2’ = a(z) b(2),
z(B) =~ nach 3.3 (e) eine in einer Umgebung |3 — 6,8 + §[ (d > 0) definierte
lokale Losung z. Diese muf nach (d) in |8 — 4, 8] mit y tibereinstimmen. Somit
148t sich y zu einer auf |a, 8 + d[ definierten Losung fortsetzen im Widerspruch
zur Maximalitat von Ig. O

3.6 Bemerkungen. Ist die Gleichung B(y(z)) = A(z) explizit nach y(x)
auflosbar, so gibt der letzte Satz das Verfahren zur konkreten Bestimmung der
maximalen Losung. In den anderen Faillen liefert er zunéchst nur eine theore-
tische Existenzaussage. Dennoch ist er auch von grofler praktischer Bedeutung.
Denn nachdem erst einmal die Losbarkeit des Anfangswertproblems gesichert
ist, kann eines der géngigen numerischen Verfahren zur naherungsweisen Be-
rechnung der Losung angesetzt werden; Naheres dazu in [HAIRER-N@RSETT—
WANNER].

3.7 Beispiel. Das Anfangswertproblem ¢y = x (1 + yQ)7 y(—V2rm) = 1.
Hierist I =J =Jp =R und

1
A(z) = 3 ($2 - 27r) ,
B(y) = / lj—tt? = arctany — arctan1 = arctany — g

1

Der Wertebereich des Arcustangens ist ]—g, 3 [, wir haben also
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B(Jo) = ] —%71'7 iw [
Die Bedingung A(z) € B(Jy) fiihrt auf

z? E]%,%ﬂ[, also \/§<|x\<1/%ﬂ.

Das groBtmogliche Intervall Io mit zo = —v27 € Ip und A(lo) C B(Jo) ist

10—]—@,—\/§[.

Die Auflésung der Gleichung

arctan y(z) — % = % ( i 277)

nach y liefert

2
y(z) = tan g5 fir — 5—7r<:c<— T
2 4 2 2

3.8 Aufgaben

(a) Bestimmen Sie die maximale Losung fir das Anfangswertproblem
2

y = sily7 y(0) = g (vgl. die Fig. in 3.1).
(b) Gegeben ist die DGL
,  cosxT
- cosy

In welchen Bereichen sind die beiden Anfangswertaufgaben l6sbar bzw. eindeu-
tig 16sbar 7

T
1) y(0) = 5, (2) y(0) = —m.
Machen Sie die Probe!

(¢) Geben Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems

y = cosz-siny, y(0) = g an.

4 Zurickfithrung auf getrennte Variable

Differentialgleichungen vom Typ

, ax+by+c
S ol i
Y (dm +ey+f )
lassen sich durch Substitution auf eine DGL mit getrennten Variablen zuriick-
fiihren. Wir zeigen dies fiir zwei Spezialfélle.
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(a) Die DGL 3y = F(axz+by+c) mit b#0.
Fiir jede Losung y erfiillt u(z) = az + by(z) + ¢ die DGL
w(z) = a+by'(z) = a+bF(u(x)).
Das ist eine DGL der Form v’ = g(u). Erfiillt umgekehrt v diese DGL, so lost
y(z) = 1 (u(z) — az — ¢) die urspriingliche DGL [0A].
(b) Die Differentialgleichung y' = F (%)
Sei F € C(R) und y € C' (R>o) eine Losung. Setzen wir

u(z) = @, so gilt u'(z) = (F(u(x)) —u(x)) .

Das ist eine separierte DGL. Erfiillt umgekehrt v diese DGL, so erfiillt y(z) =
zu(z) die urspriingliche [UA].

Man beachte: Aus jeder Lésung y € C' (Rso0) entsteht durch z(z) = —y(—=x)
mit x < 0 eine Losung z auf R<o [TA].

8|~

5 Wegweiser: Differentialgleichungen in Band 1 und Band 2

(a) Weitere Differentialgleichungen erster Ordnung: In Kapitel VI, § 24 werden
Differentialgleichungen der Form

d

75 U@ y(@)) = Pz,y(@) + Q(x,y(2)) y'(z) = 0

(ezakte Differentialgleichungen) und verwandte Differentialgleichungen unter-
sucht.

(b) Die Schwingungsgleichung &(t) + ax(t) + bx(t) = f(¢) als Differentialglei-
chung zweiter Ordnung wurde in § 10 abgehandelt.

(c) Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten werden
im Rahmen der linearen Algebra behandelt: in § 18 :5.2 Systeme erster Ordnung
und in § 20: 5 die Differentialgleichungen gekoppelter Systeme von Massenpunk-
ten in linearisierter Form.

(d) Nachschlagewerk tiber gewohnliche Differentialgleichungen. Die meisten be-
kannten Losungen und Losungsmethoden sind bei [KAMKE] in systematischer
Form zusammengestellt.

(e) Fur die allgemeine Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen, fiir de-
ren qualitative Theorie und fiir singuldre Differentialgleichungen 2. Ordnung
verweisen wir auf Band 2, Kapitel II.



Kapitel IV
Lineare Algebra

§ 14 Vektorraume

1 Wovon handelt lineare Algebra?

1.1 Lineare Gleichungen
Ausgangspunkt der linearen Algebra sind lineare Gleichungen
L(u)=v
verschiedenster Art. Wir geben zunéchst Beispiele, stellen anschlielend fest, was
diese gemeinsam haben und formulieren dann die Problemstellungen.

(a) Lineare Gleichungssysteme wie zum Beispiel

21 + T2 — 23 =
{ ! : ° y17 kurz L(u) = v, mit

—Tx1 —bx2 + 3x3 = Y2

1 21 + 2 — T
u=|xz2 |, v= o , L(u)= ! ? °) .
z3 Y2 —Tx1 —dx2o + 313

Gegeben ist v, gesucht sind alle Losungen u.
(b) Schwingungsgleichung. Gegeben v(t) = coswt. Gesucht sind alle C*—
Funktionen u mit

i4at+bu = v.

Wir kénnen auch diese Gleichung in die Kurzform L(u) = v bringen.
(c) Potentialgleichung
2 2
%(Ly) + g%(x,y) = v(z,y), kurz Au = v.
. 0%u . . . .
Dabei soll w(m, y) die zweite Ableitung von u(z,y) nach = bei konstantem y
bedeuten, entsprechend ist die zweite partielle Ableitung nach y definiert.

(d) Wellengleichung. Im Zusammenhang mit der schwingenden Saite sind
Losungen u der Gleichung

gesucht.
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Was haben diese Probleme gemeinsam?

In allen Beispielen hat die Abbildung L : u+— L(u) die Eigenschaft
L (ozlul + Otgug) = OtlL(ul) =+ OézL(ug) .

Wir sagen: L ist eine lineare Abbildung.

Problemstellungen: Gibt es Losungen u? Wenn ja, sind diese eindeutig be-
stimmt ? Wenn nicht, was 148t sich iiber die Gesamtheit der Losungen sagen 7

Ohne die Frage nach der Losbarkeit untersuchen zu miissen, kénnen wir iiber
die Struktur des Losungsraums {u | L(u) = v} folgendes sagen:

e Die homogene Gleichung L(u) = 0 besitzt immer die (uninteressante) Losung
u = 0; diese heif}t die triviale Losung.

e Sind u; und uz Losungen der homogenen Gleichung, so ist auch jede Line-
arkombination oder Superposition

Qiul + a2u2

eine Losung. Wir sagen: Die Losungen bilden einen Vektorraum.

e Ist ug eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung L(u) = v, so erhilt
man sdmtliche Losungen der inhomogenen Gleichung in der Form

uo +u,

wobei u die Losungen der homogenen Gleichung durchlauft.

Diese Ergebnisse haben wir fiir die Schwingungsgleichung schon bewiesen, vgl.
§10: 4.3 und 4.8; sie ergeben sich genauso fiir beliebige lineare Gleichungen.

1.2 Die Wahl geeigneter Koordinatensysteme

In der Vektorrechnung haben wir fiir die euklidische Ebene bzw. fiir den Raum
ein Koordinatensystem ausgezeichnet und ein fiir allemal festgehalten. Die Be-
schreibung geometrischer Sachverhalte erfolgte dann nur noch mit Hilfe von
Koordinatenspalten beziiglich dieses Systems.

Fiir viele Fragestellungen ist es aber von entscheidender Bedeutung, das Ko-
ordinatensystem zu wechseln und passend zu dem vorliegenden Problem aus-
zuwahlen, man denke etwa an die Haupttragheitsachsen bei der Kreiselbewe-
gung. Eine wichtige Frage ist dann die nach dem Transformationsverhalten einer
Grofle bei Wechsel des Bezugssystems.

Wir haben in Zukunft deutlich zu unterscheiden zwischen den eigentlich interes-
sierenden geometrischen und physikalischen Objekten und deren verschiedenen
Koordinatendarstellungen. Dementsprechend werden wir soweit wie moglich ei-
ne koordinatenunabhéngige Formulierung der Theorie bevorzugen.
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2 Vektorraume

2.1 Definition. Eine nichtleere Menge V heifit Vektorraum iiber IR bzw.
iiber C, wenn auf V' eine Addition und eine Multiplikation mit Zahlen aus R
bzw. C erklart ist, so dafi die von der Vektorrechnung her gelaufigen Rechenre-
geln gelten. Diese lauten:

Mit u und v gehort auch w + v zu V. Ferner enthélt V ein ausgezeichnetes
Element 0, und es gilt

(A1) (u+v)+w=u+(v+w),

(A2) u+v=v+u,
(A3) u+0=u,
(A4) die Gleichung u 4+ z = v besitzt stets genau eine Losung x.

Mit u € V, a € R (bzw. a € C) gehort auch - u zu V, und es gilt:

(S1) (e+pB) u=a-u+f-u,
(S2) a-(u+v)=au+av,
(S3) - (B-u)=(apf) u,
(S4) 1-u=w.

Die Elemente von V nennen wir Vektoren.

Die Elemente des jeweils zugrundeliegenden Zahlkérpers IR oder C nennen wir
Skalare. Solange die Theorie fiir R und C gemeinsam formuliert werden kann,
bezeichnen wir den jeweils zugrundeliegenden Zahlkorper einheitlich mit IK und
sprechen von einem Vektorraum iiber IK. Meistens schreiben wir awu statt o -u.

Das beziiglich der Addition neutrale Element 0 heifit der Nullvektor.

Die eindeutig bestimmte Losung x der Gleichung v + x = 0 wird wie iiblich
mit —u bezeichnet; die Losung der Gleichung u 4 z = v heiflit wieder x = v — u.
2.2 Die Beispiele IR"™ und C"

(a) R™ist ein Vektorraum iiber R. Dies wurde in § 5: 3.5 und § 6 : 1.2 festgestellt.

(b) Ganz analog ist

(D":{z: ’21,..,,zn€®}

Zn

ein C—Vektorraum ( = Vektorraum tiber C) mit den Verkniipfungen
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z1 +ws azy
z+w = , oz = (e ).
Zn + Wn QazZn
Die Gleichheit zweier Vektoren ist wie im IR™ definiert.

Die beiden Falle R™ und C" fassen wir unter der Bezeichnung IK" zusammen,
wo IK wahlweise R oder € bedeuten kann.

IK als Vektorraum. Wir interpretieren die Zahlen von K gleichermafien als
Vektoren und als Skalare. Die Multiplikation mit Skalaren ist dann die gewohnli-
che Multiplikation von Zahlen. Es ist leicht zu sehen, dafl die Vektorraumaxiome
erfiillt sind; sie sind in den Korperaxiomen enthalten. Wir fassen diesen Vektor-
raum als Spezialfall des IK™ fiir n = 1 auf.

2.3 Der Folgenraum
Wir bezeichnen komplexe Zahlenfolgen (z;,) mit
z = (z1,22,...) -

Die Menge der komplexen Folgen mit der Gleichheit (z1, 22,...) = (w1, w2, ...)
< 2z =w (k=1,2,...) und den Verkniipfungen

(21722, ) + (wl,wg, ) = (21 + w1, z2 + w2, )7

a- (21,22, ...) = (az1,az2, ...)

wird zu einem C—Vektorraum, dem Folgenraum tiber C.

2.4 Funktionenrdume

Ist M eine nichtleere Menge, IK einer der Zahlkorper IR oder C, so wird
FMK)={f|f: M —TK}

mit der iiblichen Gleichheitsdefinition und den Verkniipfungen

f+g:z— f(z)+9(z)

a-f rxz—af(x)
ein Vektorraum iiber IK, wie leicht nachzupriifen ist. Die Beispiele IK™ und der
Folgenraum sind Spezialfille: Wir konnen eine Funktion f : {1,...,n} — K
durch den Spaltenvektor

f(1)
: € IK"™ charakterisieren und umgekehrt.

f(n)
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Eine Folge (zn) ist gegeben durch eine Abbildung

f N->K; n— f(n):=2z.
Die Rechenregeln im IK™ bzw. im Folgenraum entsprechen dabei den Rechenre-
geln in F(M,K) [TA].

Weitere Vektorrdume erhalten wir anschliefend durch Betrachtung von Teilrau-
men von F(M,IK). Zunéchst aber noch einige

2.5 Bemerkungen zu den Vektorraumaxiomen
(a) In diesen Axiomen ist alles enthalten, was wir vom Rechnen im R"™ her
kennen, insbesondere die Rechenregeln

0O-u=0, (-1)-u=-u, a-0=0
[0A], vgl. §1:3.4.

(b) Keines der Axiome ist tiberfliissig. Die Forderung 1-u = w soll beispielsweise
sicherstellen, dafl die Addition im Vektorraum und die Addition im Zahlenraum
zueinander passen:
vtu=1l-u+1l-u=(14+1)-u=2-u,
ututu=(utu)+u=2-u+1-u=3 u usw.

Definieren wir im R? die Addition wie iiblich, die Multiplikation mit reellen
Zahlen o dagegen durch

()= ()
z2/) VL0 /)’
so sind alle Vektorraumaxiome erfiillt mit Ausnahme von 1 - u = u.

2.6 Lineare Algebra und Geometrie

Die Vektorraumaxiome sind zunéachst algebraische Rechenregeln, die in be-
stimmten Bereichen gelten, z.B. im Folgenraum. Genauso wie wir im R" mit der
Vektorrechnung bestimmte geometrische Vorstellungen verbinden, wollen wir es
auch bei allgemeinen Vektorrdumen halten. Wir sprechen wieder von der ,,Gera-
den“ {a + tv | t € K} durch den ,,Punkt“ a mit Richtungsvektor v # 0 oder von
der durch zwei linear unabhéngige ,, Vektoren“ u und v ,,aufgespannten Ebene*
FE durch den ,,Punkt“ a:

E={a+su+tv]|steK},;

dabei wird lineare Unabhéngigkeit wie im R™ definiert, siche Abschnitt 5.

In vielen Fallen, besonders bei Vektorrdumen mit Skalarprodukt, macht die
geometrische Interpretation die algebraischen Rechnungen erst durchsichtig und
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vermittelt die Intuition zur Schaffung neuer Begriffe und fiir Beweisansétze. Dies
gilt mit Einschrdnkungen auch fiir komplexe Vektorrdume. Der Standpunkt,
Funktionen als Vektoren aufzufassen und geometrische Vorstellungen soweit wie
moglich auf Funktionenrdume zu iibertragen, hat sich fiir die moderne Analysis
als duflerst fruchtbar erwiesen.

3 Teilraume

3.1 Definition. Ist V ein IK—Vektorraum (K steht fiir R oder C), so nennen
wir eine nichtleere Teilmenge U einen Teilraum oder Untervektorraum von
V', wenn mit u,v auch jede Linearkombination au + (v fir o, 8 € K zu U
gehort. Gleichbedeutend damit sind die Bedingungen

uel, ae K = auelU,

u,v €U = utvel,
die oft zum Nachweis der Teilraumeigenschaft dienen. Aus der ersten folgt 0 =
O-uelU.

Ein Teilraum U ist mit den von V geerbten Verkniipfungen selbst wieder ein
IK—Vektorraum, weil 0 € U gilt, die Verknilipfungen nicht aus U herausfiihren
und die Vektorraumaxiome insbesondere fiir alle Vektoren aus U erfiillt sind.

3.2 Beispiele und Aufgaben
(a) {0} ist immer ein Teilraum von V, ebenso V selbst.

(b) Die Losungen x = (z1,...,%,) € R" der Gleichung
a1r1 +axe+ ... +anxr, = 0

bilden einen Teilraum des R™ [(4].

(¢c) Der Durchschnitt beliebig vieler Teilrdume von V ist wieder ein Teilraum
von V' [04].

(d) Daher bilden auch die Losungen x € R"™ des Gleichungssystems

aiix1 + ... + aipnzy, = 0,
a2121 + ... + a2nTn = 0,
Am1Z1 + ... + GmnTn = 0

einen Teilraum von R™ nach (b) und (c).

(e) Wann ist fiir zwei Teilrdume Uy, Uz des R? auch U;UUs ein Teilraum ?
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3.3 Beispiele reeller Funktionenraume

Fiir ein Intervall I C R bilden nach 2.4 alle Funktionen
u:l—-1R

einen Vektorraum V iiber R.
Jede nichtleere Teilmenge U von V' mit
u,velU = au+pPvelU fir a,feR
ist ein Teilraum von V/, also fiir sich selbst genommen ein Vektorraum iiber R.
So erhalten wir folgende Beispiele von IR—Vektorrdumen:
(a) Die Menge C(I) der stetigen Funktionen f: I — R.
(b) Die Menge C*(I) der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.
(c) Die tiber das Intervall I integrierbaren Funktionen.
(

d) Die Losungen u € C*(I) der DG u(t) = a(t) - u(t).

3.4 Die komplexen Funktionenriume C*(I)

Fir ein Intervall I bilden die Funktionen
f=u+w:I1—C

einen Vektorraum iiber C.

(a) f heiBt k—mal stetig differenzierbar, wenn u und v k-mal stetig dif-
ferenzierbar sind. Die Gesamtheit dieser Funktionen bildet einen Vektorraum
iiber C; wir bezeichnen diesen mit C*(I, C), meistens aber auch mit C*(I). Fiir
den Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen schreiben wir C(I)
oder C°(I).

(b) Die komplexwertigen Losungen y der Schwingungsgleichung
Y+ay+by =0

bilden einen Teilraum von C*°(RR), vgl. §10:5.

3.5 Polynome

(a) Die Polynome p:z+— ao+aiz+ ... +arz™ mit Koeflizienten aus K = R
oder C bilden einen Vektorraum tiber IK, bezeichnet mit Pk. Denn die Summe
zweier Polynome ist wieder ein Polynom, und mit p ist auch ap ein Polynom.

(b) Die Polynome vom Grad < n bilden einen Teilraum.
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4 Linearkombinationen, lineare Hiille, Erzeugendensystem

4.1 Linearkombinationen und Aufspann

Jeder Vektor der Form
n
ai1vr + ... +anvy = Z apvr mit a,...,a, €K
k=1

heiffit Linearkombination der Vektoren v1,...,v, € V. Dabei ist, wie im fol-
genden immer, V' ein Vektorraum iiber IK. Die Menge aller Linearkombinationen
aus vi, ..., U, heift ihr Aufspann oder ihre lineare Hiille, bezeichnet mit

Span {vi,...,vn} .
Der Aufspann ist ein Teilraum von V. [04].
Den Raum

U = Span {v1,...,vn}

bezeichnen wir auch als den von v, ...,v, erzeugten Teilraum und nennen
die Vektoren vy, ...,v, ein Erzeugendensystem fiir U.
BEISPIELE.

(a) Fiir jeden Vektor v # 0 des R? ist
Span{v} = {tv|t e R}

die Ursprungsgerade mit Richtungsvektor v.
(b) Sind u und v linear unabhéngige Vektoren des R?2, d.h. gilt weder u = av
noch v = Bu, so ist

Span {u,v} = {su+tv]|s,t € R}

die von u und v aufgespannte Ebene durch den Ursprung.

(c) Setzen wir pi(z) =2* (k=0,1,...,n), so ist

Span {po,p1,...,pn}

der Vektorraum der Polynome vom Grad < n.

4.2 Die lineare Hiille einer Menge M
Fiir nichtleere Teilmengen M eines Vektorraumes V' bezeichnet
Span M

die Menge aller Linearkombinationen aus je endlich vielen Vektoren aus M.
Span M heifit auch hier Aufspann oder lineare Hiille von M und ist ein
Teilraum von V' [0A].



292 8§14 Vektorrdume

BEISPIEL. Im Funktionenraum F(IK,K) seien pj wieder die Potenzen z — z*.

Dann ist Span {po, p1, ...} der Vektorraum Pk aller Polynome mit Koeffizien-
ten aus IK.

4.3 Aufgabe.
(a) Fir jede von Null verschiedene Zahl a € K ist

Span {vi,v2,...,vn} = Span{avi,va,...,vn}.
(b) Fir beliebiges a € K gilt

Span {v1,v2,...,vn} = Span{vi + ava,v2,...,vn}.

5 Lineare Abhingigkeit und Unabhéangigkeit

5.1 Vorbemerkung. In §5und §6 wurden zwei Vektoren a,b des R" linear
abhéngig genannt, wenn einer von ihnen ein Vielfaches des andern ist. Drei
Vektoren a, b, c nannten wir linear abhéngig. wenn wenigstens einer von ihnen
eine Linearkombination der iibrigen ist. Das Priifen auf lineare Abhéngigkeit
wéare nach dieser Definition wegen der notwendigen Fallunterscheidungen etwas
umsténdlich. Die folgende Definition ist besser zu handhaben.

5.2 Lineare Abhingigkeit und Unabhéingigkeit

Vektoren wvi,...,v, eines IK—Vektorraums V heiflen linear abhingig (l.a.),
wenn es Skalare aq, ..., a, € K gibt, die nicht alle Null sind, so daf§

a1l + ...+ anv, = 0.
Andernfalls heiflen sie linear unabhéngig (l.u.).
Lineare Unabhdngigkeit ist genau dann gegeben, wenn aus
a1+ ...+t apv, = 0
notwendig a1 = ... = an = 0 folgt.

Fiir n = 1 besagt die lineare Unabhéngigkeit eines Vektors v; einfach v # 0.
Die hier gegebene Definition besagt dasselbe wie die von §6:

SATZ. Fir n > 2 sind die Vektoren vi,...,v, genau dann linear abhdngig,
wenn wenigstens einer von thnen eine Linearkombination der ibrigen ist.

BEWEIS.
(a) Gilt a1v1 + ...+ anvy = 0 und ist am, # 0, so folgt
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_ _ %
vm = Z ( ozm) vk
k#m

(b) Ist einer der Vektoren vi,...,v, Linearkombination der iibrigen, etwa
v1 = QU2 + ...+ anvy, so folgt

(=) v1 +agva + ...+ avn, = 0,

also lineare Abhéngigkeit wegen a1 = —1 #0. O

Definition. Eine beliebige nichtleere Teilmenge M von V heifit linear un-
abhangig, wenn je endlich viele Vektoren aus M linear unabhéngig sind.

5.3 Beispiele
(a) Im K" sind die Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
e = 0 , €2 = 0 s ; ©en = 0
0 0 1

linear unabhéngig. Denn aus «aiei + ...+ ane, = 0 folgt

aq
=0, also a1 =...=a, =0.
an
(b) Die durch po(z) =1, pi(z) =z, ..., pn(x) = 2™ gegebenen Polynome

sind linear unabhéngig. Denn aus aopo + ...+ anpn = 0 folgt, dafl
ap+aiz+ ... +anx”

fiir alle x € R verschwindet. Aufspalten in Real- und Imaginérteil und Koeffi-
zientenvergleich nach §3:7.1 liefern ag =+ = a, =0.

Die Menge M = {po,p1,...} ist daher eine linear unabhangige Menge im Vek-
torraum Pk der Polynome.

5.4 Priifen auf lineare Unabhéngigkeit im IK™
Sind die Vektoren

1 0 3
u = 0 vV = ! W = -1
-1 1] —4

0 -2 2
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des R* linear unabhéngig ? Dazu ist zu priifen, ob die Gleichung
ziu+x2v+x3w = 0,
in Koordinaten
T1 + 3z3 =
X2 — X3 =
—x1 + x92 — 4dx3 =

— 219 + 213 =

o O o o

nur die triviale Losung z1 = x2 = x3 = 0 besitzt. Aus den ersten beiden
Gleichungen folgt

1 = —3T3, X2 =2x3.

Setzen wir dies in die restlichen Gleichungen ein, so sind diese identisch erfiillt,
insbesondere ergeben die Werte

.CL‘1:—37 1‘2:1, 1‘3:1
eine Losung des Gleichungssystems. Damit haben wir
—3u+v+w=0;

die Vektoren u, v und w sind also linear abhéangig.

Wir halten fest: Das Priifen auf lineare Abhdngigkeit von Vektoren vi,...,Vm
des IK™ fiihrt auf ein homogenes System von n linearen Gleichungen fir m
Unbekannte.

5.5 Aufgaben

(a) Bilden die Vektoren vi,..., vy, ein Orthonormalsystem im R"™, d.h. gilt
(vi, Vi) = dir (vgl. §6:4.2), so sind sie linear unabhéngig.

(b) Zeigen Sie, daf3 die durch

(1+2)°

f(z) =log = g

, g(z) =log (1 +22% + x4) , h(z) =log(l+z)
gegebenen Funktionen f, g, h € C[0, 1] linear abhéngig sind.

6 Vektorraume mit Basis

6.1 Basen. Ein geordnetes n—Tupel
B = (v1,...,0n)
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von Vektoren des IK—Vektorraums V heifit eine Basis von V', wenn sich jeder
Vektor v € V als eine Linearkombination

V= 11 + U2 + ...+ QnUn

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a1, ..., a, darstellen 148t (Basisdar-
stellung von v).

Die durch v eindeutig bestimmten Zahlen «i,...,a, heiflen die Koordinaten
von v beziiglich der Basis B, sie werden zu einem Koordinatenvektor

a1
(s = | :
On
zusammengefaft.
SATZ. B = (v1,...,vn) ist genau dann eine Basis, wenn vi,...,vn ein linear

unabhdngiges Erzeugendensystem ist.

BEWEIS.
(a) Sei B= (v1,...,vn) eine Basis. Nach Definition gilt

V = Span{vi,...,vn}.

Aus aqvi+...+apv, = 0=0-v1+...40-v, folgt wegen der Eindeutigkeit der
Basisdarstellung a1 = ... = a,, = 0, also sind die v, ..., v, linear unabhangig.

(b) Sei v1,...,v, ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Dann ist jeder
Vektor v € V' eine Linearkombination

V= U1 + ...+ QpUn .
Die Zahlen «1,...,a, sind eindeutig bestimmt, denn aus

v = Prv1 + ...+ Bpvn folgt (a1 — Br)vi + ...+ (an — Bn)vn = 0,
also a1 = f1,...,an = B, wegen der linearen Unabhéngigkeit. O

6.2 Beispiele

(a) Die kanonische Basis oder Standardbasis K des IK™ ist gegeben
durch

1 0 0
1 0
e = 0 ) €2 = 0 ) y ©en = 0

=
—
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(b) Losungsbasis fiir die Schwingungsgleichung i + ay + by = 0. Nach
§10: 4.5 gilt: Bilden zwei Losungen y1,y2 ein Fundamentalsystem, d.h. ist die
Wronski-Determinante W # 0, so besitzt jede Losung y der homogenen Glei-
chung eine Darstellung der Form

Yy = C1y1 + Cc2y2
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten c¢1,c2 . Daher ist B = (y1,y2) eine Basis
des Losungsraumes V' der homogenen Gleichung, ebenso B’ = (y2,91) .

(¢) Die Polynome vom Grad < n. Fiir den Vektorraum Pr der Polyno-
me vom Grad < n mit Koeffizienten aus K ist eine Basis gegeben durch die
Potenzen

p0($)217 pl(l‘):‘l‘v”'7 pn(x):‘rn
Jedes Polynom z + ao 4+ a1z + ... + apx™ hat die Form
pP=0a po+ ... +an Pn,

und die Koeffizienten sind nach 5.3 (b) eindeutig bestimmt.
(d) Geben Sie eine Basis fiir den Losungsraum der DGL 3’ = a(z)y an.

6.3 Eine Basis fiir den Vektorraum aller Polynome

Fiir den Vektorraum Pk aller Polynome mit Koeffizienten aus K bilden die
Potenzen py : x — a* (k=0,1,2,...) ein linear unabhéngiges Erzeugendensy-
stem. Wir sagen auch in diesem Fall, dal B = (po, p1, p2,...) eine Basis fiir den
Pk ist. Allgemein heifit eine nichtleere Teilmenge B eines Vektorraums V eine
Basis fiir V', wenn sich jeder Vektor auf genau eine Weise als Linearkombination
endlich vieler Vektoren aus B darstellen 1aft.

6.4 Die Dimension eines Vektorraums
Der Dimensionsbegriff beruht auf dem folgenden

SATZ. Besitzt ein Vektorraum V eine Basis aus n Vektoren, so besteht auch jede
andere Basis aus n Vektoren.

Die somit von der gewahlten Basis unabhingige Kennzahl n des Vektorraums V'
nennen wir die Dimension von V und schreiben

dimV = n.

Fir V = {0} setzen wir dimV := 0.

Besitzt ein Vektorraum keine endliche Basis, so bezeichnen wir ihn als unend-
lichdimensional.
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In diesem Band beschéftigen wir uns gréfitenteils mit endlichdimensionalen Vek-
torraumen.

Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden

Hilfssatz. Ist b1,...,b, ein Erzeugendensystem fir V und sind ai,...,am
linear unabhdngige Vektoren in V', so gilt m < n.

BEWEIS.

Wir zeigen durch Induktion nach n die dquivalente Aussage: Hat ein Vektor-
raum V ein Erzeugendensystem bi,...,b,, so ist jede aus m > n Vektoren
bestehende Kollektion ai,...,an in V linear abhéangig.

n = 1: by erzeuge V. Fiir Vektoren ai,...,am (m > 1) gilt dann a; = a;b1
mit ¢ = 1,..., m. Seien nicht alle a; gleich Null, etwa a; # 0. Dann sind schon

a1, a2 linear abhangig wegen asa; — aiaz = aza1br — aiazbs = 0.

Die Behauptung sei fiir n — 1 richtig. In V' = Span {b1,...,bn} seien Vekto-
ren ai,...,am (m >n) gegeben. Dann gibt es Zahlen «;; € K mit

aizzaikbk (izl,...,m).
k=1

Durch geeignete Umnumerierung der a; und by kann erreicht werden, daf§ a1 #
0. (Wéren alle ai;, = 0, so wiére jedes a; = 0, also az, ..., an linear abhingig.)
Die m — 1 Vektoren

n
(e 75} Q114 — Q100
o = Y QL OOk
11 h—1 (o551

ci = a; — (i=2,...,m)

liegen in Span {b2,...,bn}, da der Koeffizient von b; Null ist, und es gilt m—1 >
n— 1. Nach Induktionsvoraussetzung sind die ca, ..., ¢, linear abhéngig, es gibt
also Zahlen Mg, ..., Ay, die nicht sémtlich Null sind, und fiir die

m m i m . 1 m
0= Z)\ici = Z)\»L(CL»L _aa (11) = Z)\iai mit A\ = — — Z i1

i=2 i=2 a11 i=1 Q11 =9
und nicht alle A; sind Null. Also sind ai,...,a., linear abhingig. O
6.5 Basiserginzungssatz
Ist bi,...,b, ein Erzeugendensystem von V und sind ai,...,am linear un-
abhdngige Vektoren in V', die keine Basis von V bilden, so lassen sich die
at,...,am durch Hinzunahme geeigneter by zu einer Basis von V' ergdinzen.

Diesen Satz beweisen wir zusammen mit dem
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6.6 Basisauswahlsatz. Besitzt der Vektorraum V # {0} ein endliches Erzeu-
gendensystem bi, ..., by, , so lifit sich aus diesem eine Basis fir V auswdhlen.

Auf diesen beiden Satzen und der Invarianz 6.4 der Dimension basieren alle
weiteren Schliisse der endlichdimensionalen linearen Algebra.
BEWEIS.

Fir 6.5 sei A = {a1,...,am}, M = {a1,...,am,b1,...,by}. Wir betrachten
alle Mengen S mit

ACSCM und V =SpansS.

M selbst ist eine solche Menge. Unter ihnen gibt es eine Menge So mit kleinster
Elementezahl, vgl. §1:6.1. Dann sind die Vektoren von Sy linear unabhéangig,
d.h. keiner der Vektoren von Sy 148t sich durch die iibrigen ausdriicken:

(a) Waére ein bi € So Linearkombination der restlichen Vektoren von So, so

ware S nicht minimal.

(b) Ware ein a; € So Linearkombination der iibrigen Vektoren von Sp, so
miiflite dabei irgend ein b einen von Null verschiedenen Vorfaktor haben, da
ai,...,am linear unabhéangig sind. Dieses b, ware dann eine Linearkombination
der restlichen Vektoren von Sy , und wir wiren wieder bei (a). Also enthilt So
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, das heifit nach 6.1 eine Basis.

Fiir den Beweis des Basisauswahlsatzes 6.6 wiederholen wir diese Argumentation
mit AZQ,M:{bl,,bn} O
FOLGERUNGEN.

(a) In einem n—dimensionalen Vektorraum bilden je n linear unabhdngige Vek-
toren eine Basis.

(b) Hat ein Teilraum W wvon V die gleiche endliche Dimension wie V, so
stV =W.

BEWEIS.

(a) Ist eine unmittelbare Folge des Basisergdnzungssatzes .

(b) Sei A = (ai,...,an) eine Basis fir W und B = (b1,...,bn) eine Basis
von V. Wire W ein echter Teilraum von V', so wére A keine Basis fiir V, liefle

sich also durch Hinzunahme geeigneter by zu einer Basis fiir V' ergénzen. Damit
ware dimV > n. a

6.7 Aufgabe

Warum bilden die Polynome a1(z) = 1+ z + 27, a2(z) = 322 — 2 keine Basis
fiir den Vektorraum PZ aller Polynome vom Grad < 27

FErganzen Sie ai,a2 durch Hinzunahme einer der Potenzen 1,z,2% zu einer
Basis fiir PZ . (Nachweis der Basiseigenschaft nicht vergessen !)
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§ 15 Lineare Abbildungen und Matrizen

1 Beispiele linearer Abbildungen

1.1 Lineare Abbildungen
Eine Abbildung L : V — W zwischen Vektorrdumen V,W {iber demselben
Korper K heifit linear, wenn
L(aiur + aguz) = anL(u1) + azL(us2)
fiir beliebige Vektoren ui,us € V und Skalare aj,a2 € K.

Es ist iiblich, bei linearen Abbildungen meistens
Lu statt L(u)

zu schreiben. Lineare Abbildungen werden oft auch lineare Operatoren ge-
nannt, vor allem bei unendlichdimensionalen Raumen. Ist W = IK, so spricht
man von Linearformen oder linearen Funktionalen auf V.

Wie schon in §14 erwéhnt, gilt ein Hauptinteresse der linearen Algebra den
linearen Gleichungen Lu = b, wobei L eine lineare Abbildung ist.

Einfache Eigenschaften linearer Abbildungen L :
(a) LO = 0.
®) Llu4+v) =Lu+ Lv, L(au) = a- Lu.

Umgekehrt folgt aus diesen beiden Gleichungen die Linearitét von L.

(C) L ( Eakuk) = ZakLuk .
k=1 k=1
Die erste Gleichung miifite genaugenommen L0y = Ow lauten. Diese ergibt
sich aus LO=L(0-0+0-0)=0-L0+0-L0=0.
(b) ist eine einfache [TA]; (c) ergibt sich durch Induktion aus (b).

1.2 Beispiele
(a) Die einfachsten linearen Abbildungen sind

der Nulloperator : 0:V — W, u+— 0 und
die Identitdat auf V: 1 =1y :V =V, ur—u.

(b) Der Ableitungsoperator: Sei I ein Intervall, V = C*(I) und W = C(I).
Dann ist
D:uw—

eine lineare Abbildung von V nach W.
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(¢) Der Differentialoperator der Schwingungsgleichung: Fir a,b € R ist
w — Lu=i+au+bu, C*(R)— C°(R)
ein linearer Operator.
(d) Das Integral: Ist I ein Intervall und V der Vektorraum aller iber I inte-
grierbaren Funktionen, so liefert

u — Lu= [u(z)ds
I
eine Linearform auf V.

1.3 Beispiele aus der ebenen Geometrie

(a) Orthogonale Projektion auf eine Gerade. Sei ||al] =1 und g = Span{a}.
Nach §6:2.4 ist die orthogonale Projektion eines Vektors x auf g gegeben durch
Px = (a,x)a.

Zeigen Sie, daf3 P linear ist.

(b) Drehung in der Ebene. Die Drehung D, um den Ursprung mit dem Winkel «
ordnet jedem Punkt x = (z1,z2) den Bildpunkt

(ml cos o — X2 sinoz)
D.x = .
x1sSln o + T2 Ccos o
zu. Das ergibt sich am einfachsten durch komplexe Rechnung: Nach §5:11.1
gilt fiir Do x = (y1,y2)

(y1 +iy2) = € (1 +iz2) = (cosa+isina)- (z1 + iza)

= (z1cosa —zasina) +i(z1sina+ x2cosa) .
Zeigen Sie, da3 D, eine lineare Abbildung ist.

(c) Spiegelung an einer Geraden. Sei
g = Span{a} eine Ursprungsgerade
in der Ebene und a ein Vektor der
Lénge 1. Die Spiegelung S, an der Ge-
raden g ordnet dem Punkt x den Bild-
punkt

Sgx = x+2(Px—x)

zu, wo Px die orthogonale Projektion
von x auf g ist (Fig.).

Nach (a) gilt also

Sgx = 2(a,x)a—x,

und Sy ist linear [UA].
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2 Die Dimensionsformel

2.1 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Fiir lineare Abbildungen L :V — W gilt:

(a) BildL := {Lu|u €V} ist ein Teilraum von W.

(b) KernL := {u €V | Lu = 0} ist ein Teilraum von V.

(¢) L ist genau dann injektiv, wenn Kern L = {0}.

BEWEIS.

(a) Wegen 0 = L0 ist Bild L nicht leer. Gehoren vi = Luq und va = Luz zum
Bild von L, so gilt aiv1 + a2ve = a1 Lui + ae Lug = L(a1u1 + azug) € Bild L.
(b) Wegen L0 = 0 ist Kern L nicht leer. Gehoren u1,us zu Kern L und sind
at,a2 € K, so gilt L(aiur + aguz) = a1Lur +a2Lug = a1 -0+ a2 - 0= 10,
(¢) Sei L injektiv. Dann hat die Gleichung Lu = 0 nur eine einzige Losung u,
namlich u = 0. Also ist Kern L = {0}.

Ist umgekehrt Kern L = {0}, so folgt aus Lu; = Lus wegen der Linearitat von L
die Gleichung L(ui —u2) = Lus — Luz = 0, also u1 — u2 € Kern L und damit
w1 —uz2 = 0, d.h. u1 = ua. Also ist L injektiv. O

FOLGERUNG. Die Lésungen der homogenen Gleichung Lu = 0 bilden einen
Vektorraum.

Es sei nochmals an das Beispiel der Schwingungsgleichung erinnert: Die Lo-
sungen von Lu = i + au + bu = 0 bilden einen Vektorraum der Dimension 2.

2.2 Dimensionsformel

Sei L :V — W eine lineare Abbildung. Hat der Vektorraum V eine endliche
Dimension n, so gilt

dimKern L + dimBild L = n. L
Vv — w
Die Dimension des Bildraumes heift
auch der Rang von L. Die Dimensions-
formel ist fundamental fiir die Theorie

linearer Gleichungssysteme, vgl. §16.
Das nebenstehende Schema beschreibt

die Situation symbolisch.

BEWEIS. Bild L

Im Fall L = 0 ist KernL = V und
dimBild L = dim{0} = 0 nach Defi- Kern L
nition 6.4. Somit stimmt die Dimensi-

onsformel.
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Sei jetzt L # 0 und m := dimKern L.

Wegen L # 0 gilt m < n. Im Fall m > 0 wahlen wir eine Basis (b1,...,bn) fir
Kern L und ergénzen diese gemifl §14:6.5 zu einer Basis (bi,...,bm,...,bn)
von V; im Fall m =0 wahlen wir irgend eine Basis (b1,...,bs) fiir V.

Wir zeigen, dafl
(Lbms1, ... ,Lby)

eine Basis fiir Bild L ist. Da diese aus n — m Vektoren besteht, ist dann die
Dimensionsformel bewiesen.

(a) Zunéchst gilt Bild L = Span{Lbm41,...,Lby}. Denn einerseits enthélt
Bild L mit den Vektoren Lbyp,41,...,Lb, auch deren Aufspann. Andererseits

gilt fir v = Z zr by wegen Lb, =0 fir k< m
k=1

Lu = Z xrLby = Z xr Lbr + Z x Lby
k=1 k=1 k=m+1

n

> wpLby € Span{Lbm+1, ... ,Lbn}.

k=m-+1
(b) Zum Beweis der linearen Unabhéngigkeit der Lby,1, ..., Lb, ist zu zeigen
Z rrlby = 0 — Tmy1=...=x,=0.
k=m+1

Seialso Y apLb,=0.Fur

k=m-+1

n

u = Z xkbk

k=m+1

bedeutet das Lu = 0 wegen der Linearitdt von L, also v € Kern L.

Im Fall m =0 folgt u=20,also >, zpbr =0.
k=m+1
Im Fall m > 0 gibt es Zahlen y1,...,ym»n mit

k=m+1 k=1
In beiden Fillen folgt aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung von u

xm+1:...:xn:(). O
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3 Verkniipfung linearer Abbildungen

3.1 Der Vektorraum L(V, W)
Sind L1, Le : V — W lineare Abbildungen und a1, a2 € K, so ist auch

orL1 +asls : u— a1Liu+ aslau

eine lineare Abbildung von V nach W [TA].

Damit bilden die linearen Abbildungen L : V — W ihrerseits einen IK—Vek-
torraum, bezeichnet mit L(V,W). Im Falle V = W schreiben wir L(V) statt
LV, V).

3.2 Die Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen

Fiir zwei lineare Abbildungen zwischen IK—Vektorrdumen
viviw
ist die Hintereinanderausfiithrung SoT : U — W wieder eine lineare Abbildung

[0a].
Wir schreiben ST statt SoT.

4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Fiir den Rest dieses Paragraphen sei V' immer ein Vektorraum der Dimension n
und W ein Vektorraum der Dimension m, beide tiber demselben Kérper K.

4.1 Beschreibung einer linearen Abbildung mit Hilfe von Basen
Sei (vi,...,vn) eine Basis von V.

(a) Eine lineare Abbildung L : V — W ist durch Kenntnis der Bildvektoren
Lvi, ..., Lv, wvollstdndig beschrieben.

(b) Zu vorgegebenen Vektoren bi,...,bn € W gibt es genau eine lineare Abbil-
dung L:V — W mit
Lvl :bl, ey Lvn:bn.

BEWEIS.

(a) Besitzt u € V die Basisdarstellung uw = Y zrvr (zx € K), so gilt
k=1

Lu = Za:k Ly, .
k=1



304 §15 Lineare Abbildungen und Matrizen

(b) Gegeben sind by, ..., b,. Gesucht ist eine lineare Abbildung L:V — W
mit Lvy =b, (k=1,...,n). GemaB (a) mu Lu fir u = Z zrvr € V durch
k=1

Lu:= )" xbi definiert werden. Der Nachweis, daf die so erklarte Abbildung L
k=1
linear ist, sei den Lesern als iiberlassen.

4.2 Die Matrix einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen
Wir wéhlen Basen
A= (v1,...,v,) fir V, B = (wi,...,wm) fir W.

Zur Beschreibung einer linearen Abbildung L : V — W reicht es nach 4.1 aus,
die Bilder Lwi,...,Lv, anzugeben. Beziiglich der Basis B besitzt jedes Luvg
eine Basisdarstellung

m
Loy, = ) apw;
=1
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a;,. Wir ordnen diese in einem recht-
eckigen Schema

ail a2 te A1n
a21 a2 ce a2n
am1 am?2 e Amn

an und nennen dieses Schema die Matrix von L beziiglich der Basen A
und B, bezeichnet mit M5 (L).

Matrizen werden (bei fest gewihlten Basen) mit lateinischen Grofibuchstaben
abgekiirzt, iiblich sind die Schreibweisen

ain o Qin
A = = (Gik),xn » Kurz (@) .

am1 e Amn

Wir sprechen von einer m X n—Matrix (m Zeilen, n Spalten). Die a;, heiflen
Koeffizienten, Komponenten oder Eintriage von A.

Zwei Matrizen A = (a;x), B = (bir) des gleichen Formats m xn heiflen gleich,
wenn a;r = by fir i=1,..., m;k=1,...n.

MERKE: Die Spalten von A = M%5(L) enthalten die Bilder der Basisvektoren
in Koordinatendarstellung beziiglich B; fir die k—te Spalte von A gilt
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= (Lwk)gz (Koordinatendarstellung von Lvy beziiglich B).

Amk

4.3 Quadratische Matrizen

(a) Im Fall V =W werden wir in der Regel im Bild— und Urbildraum dieselbe
Basis B wiihlen; statt M§ (L) schreiben wir dann Mpg(L).

(b) Die identische Abbildung 1 : V' — V, u — u besitzt als Matrix Mz (1)
beziiglich jeder Basis B von V' die Einheitsmatrix

1 0 --- 0
O B B L i
0 0 1 nxn
Meistens schreiben wir E statt E.,.
0 --- 0
(¢) Zur Nullabbildung 0 gehdrt die Nullmatrix O = | : o
0 --- 0

(d) Drehungen im IR?. Wir verwenden die kanonische Basis K = (ey, e2).
Bei der Drehung D, um den Ursprung mit Drehwinkel « ergibt sich

COos

Doer = ( ) Does = (_smo‘) (vgl. 1.3 (b)), also

sin « cos

sin COos «

Mk (Do) = (

cosa —sin a)

(e) Spiegelung an einer Geraden. Sei a = (Z;) ein Vektor der Lénge 1,
g = Span {a} und

Lx = Sgx = 2(a,x)a—x, vgl. 1.3(c).

Die Matrix von L beziiglich der kanonischen Basis ergibt sich durch

2a% -1 2a1az
Ley = 2a1a—e; = ( 2a1as )7 Lez = 2a2a — ey = (2(1%—1 3

2aqias 243 -1

2_
M;C(L) _ (2(11 1 2a1a2 ) .
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Eine der Spiegelung L besonders gut angepafite Basis ist durch B = (a,b) ge-
geben, wo b der zu a senkrechte Vektor (_a‘i?) ist. Es gilt

La=a=1-a+0-b, Lb=-b=0-a—1-b.

Also hat Mg(L) die besonders einfache Gestalt (1 0 ) .

0 -1
Man darf also nicht den Fehler machen, aus La = a und Lb = —b auf die
Matrix | ! %2 ) zu schlieBen. Die letztere Matrix wire M, 5()!

(f) Der Ableitungsoperator D = d/dx auf P&, dem Vektorraum der reellen
Polynome vom Grad < 2, hat beziiglich der Basis B = (po, p1,p2) der Potenzen
pr(z) = 2¥ die Matrixdarstellung

0 1 0
Mg(D)=[0 0 2.
0 0 O

4.4 Linearformen auf V. Wir wéhlen eine Basis B = (v1,...,v,) von V.
Als kanonische Basis fiir den eindimensionalen Vektorraum IK wéihlen wir die
Zahl 1.

Jede lineare Abbildung L : V — K besitzt dann die 1 x n—Matrix (Zeilenma-
trix)

Mg (L) = (Lvi, ..., Lv,) .
Hat beispielsweise der Vektor a € R"™ die Komponenten ai,...,a, und ist

L(x) = (a,x), so hat L beziiglich der kanonischen Basen in R™ und R die
Zeilenmatrix (a1,az2,...,an).

4.5 Berechnung des Bildvektors (Matrix—Vektor—Multiplikation)

Sei ME(L)=A= (@ik),, «,, - Die Koordinatendarstellungen des Vektors u € V
und seines Bildvektors Lu seien gegeben durch

X1 Y1
(Wa=1 "1 ]=%x, Tug=|[1]=Vy.
Tn Ym
Dann bestehen die Gleichungen

yizzaikl‘k (z:l,,m)
k=1
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Wir fassen diese Gleichungen in die Kurzform
y = Ax.

Die so definierte Matrix—Vektor—Multiplikation ergibt sich nach dem folgenden
Schema:

ailr a2 - Qin
X1
: : : -
ai1 Q2 Qin Yi = @171 + G2T2 + ... + QinTn
Tn
am1 am?2 e Amn

Zur Berechnung von y; = (Ax), denke man sich den Vektor x iiber die i—te Zeile
gelegt und bilde die Summe der Produkte iibereinanderstehender Koeffizienten.

BEWEIS.
Fir u=ziv1 4+ + xnv, gilt
Lu = z1Lvi + ... +xnLvon

= 1 (annw1 + aziwz + ... + Gmi1Wm)

+ 2 (a12w1 + azewz + ... + GmaWm)

+ zn (a1nw1 + a2nw2 + ... + GmnWm)

= w1 (anx1 4+ a12x2 + ... + a1nn)

+ wa (2171 + azer2 + ... + G2nTn)

+ Wi (@m1T1 + Gm2T2 4+ ... F GmnTn) . O

BEispIEL. Rechnen Sie nach, daf3

-1 2 1 0 !
1 -1 0 1
2 1 -3 1

5 Matrizenrechnung

=W N
Il
/-~
|
= W
v

5.1 Zielsetzung

Wir wollen fiir die linearen Abbildungen S,T : V — W mit Matrizen A =
ME(S), B = M5(T) die Matrix von AS + uT berechnen; diese werden wir
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mit AA + puB bezeichnen. Ferner wollen wir im Falle
vitviw

die Matrix der Hintereinanderausfithrung ST bestimmen. Diese bezeichnen wir
mit A- B = MS(ST), wobei B = M5(T) und A = M§(S). SchlieBlich wollen
wir die Rechenregeln fiir den so definierten Matrizenkalkiil untersuchen.

5.2 Summe und Vielfaches von Matrizen

Die linearen Abbildungen S, T :V — W seien beziiglich der Basen A firV, B
fir W durch die m x n—Matrizen

MZ(S) = A= (ai) , MI(T) =B = (bu) ,
dargestellt. Dann bestehen die Matriz—Darstellungen:
(a) Die Matriz von S + T ist gegeben durch

A+ B := (ai + bix)

(b) Die Matriz von AS (X € K) ist gegeben durch

A = (Aaig) -

(¢) Die Matriz von AS + pT ist demnach (Aair + pbir).

BEWEIS.

Wir beweisen die letzte Behauptung, die beiden ersten sind darin enthalten.
Sei A= (v1,...,vn) und B = (wn,...,wn). Die Matrix C = (¢;;;) der Abbil-
dung AS + uT beziiglich dieser Basen ist nach 4.1 eindeutig bestimmt durch

AS+uT)vp = > cawws (k=1,...,n).
i=1
Nun ist aber

AS+uT) v, = ASv, + uT vy

m

A asws + ) bawi = Y (Aaix + pbir) wi . ]

i=1 =1 i=1

5.3 Matrizenmultiplikation
Gegeben sind lineare Abbildungen

vEitviEw

zwischen den Vektorrdumen U, V, W iiber IK mit den Basen
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A = (u1,...,un) fir U,
B = (vi,...,0m) fiir V,
C = (wi,...,w) fiir W.
Die zu diesen Basen gehorigen Matrizen seien
A= M§(S), B = ME(T).
Die Matrix von ST beziiglich der Basen A und C bezeichnen wir mit
A-B = (Cik)xn -

Dann sind die Koeffizienten der Produktmatriz gegeben durch

Cik = Eaijbjk G=1,...,0; k=1,...,n).
j=1

BEMERKUNGEN.
(a) Als Merkregel und zur praktischen Berechnung dient das folgende Schema:

air - Qim

bin [ D |-+ binm 1 -+ Cin
a1 - Qim = Cik

bt - | Bk | -+ b e - Cinm
ap s Alm

(b) Die k-te Spalte von A - B entsteht durch Matrix—Vektor—Multiplikation
Aby,, wobei by, die k—te Spalte von B ist.

(c) Statt A - B schreiben wir auch AB.

BEWEIS.
Nach Definition der c;x gilt

!
(x) STur = S(Tur) = Y. cirw;.
i=1

Wir berechnen nun S(Tuy) fiir festes k. Dazu geben wir die Basisdarstellung
von Tux an:

TUk = Zyj’Uj mit Yj = Ojk
j=1

nach Definition der Matrix B. Daraus ergibt sich
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S(Tuk) = > yjSv;.
j=1
Nach Definition der Matrix A gilt
l
Svj =3 aijwi,
i=1

also
1

m l m l m
S(Tuk) = Z Yj A5 W; = Z W; Z aijYy; = Z W; Z Q45 bjk
Jj=1 1 =1 Jj=1 =1 J=1

nach Definition der y;. Vergleich mit (%) ergibt die behauptete Formel fiir die ¢;x,
wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung. a

5.4 Beispiele. Rechnen Sie die folgenden Ergebnisse nach:

2 —1
(a) Fiir A = (; _f _§> und B = ( 1 0) gilt
-1 1

_3 9 0 -5 9
AB = < 3 _5> und BA = 1 -2 3.
1 3 —6

1 1
(b) Fur A = (i,—i,1) und B-( i —1) gilt AB = (1, 3i).
—i
BA macht aus Formatgriinden keinen Sinn!
5.5 Rechenregeln

(a) Bei fest gewahlten Basen A von V und B von W gibt es zu jeder m X n—
Matriz A genau eine lineare Abbildung L :V — W mit

A= M5(L).

(b) Die m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus IK bilden einen IK—Vektorraum
der Dimension n - m.

(¢) Fir die Multiplikation (sofern aus Formatgrinden mdéglich) gilt
A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz),
A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC+ BC (Distributivgesetze).

BEWEIS.
(a) folgt direkt aus 4.1 (b).
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(b) Die Vektorraumeigenschaft ist leicht nachzupriifen. Eine Basis bilden alle
diejenigen m x n—Matrizen, bei denen ein Koeffizient Eins ist und alle anderen
Null sind.

(¢) Die Distributivitat ergibt sich direkt aus der Formel 5.3 fiir ¢;. Zur Assozia-
tivitdt: Seien R,S,T die zu A, B, C gehorigen linearen Abbildungen beziiglich
der jeweiligen Basen. Dann ist A(BC') die Matrix von R(ST) = (RS)T, und die
letztere Abbildung hat die Matrix (AB)C. |

5.6 Die Algebra der n X n—Matrizen

Bei fest gewahlter Basis B = (v1,...,vn) von V gehort zu jeder linearen Ab-
bildung T € L£(V') eine quadratische Matrix A = Mp(T) mit der k-ten Spalte
(T'v)z. Umgekehrt entspricht jeder n x n-Matrix A genau eine lineare Ab-
bildung T € £(V) mit Mp(T) = A. Nach Definition der Matrixoperationen
gilt

MB(aS + ﬂT) = OzMB(S) + ﬁMs(T) s MB(ST) = MB(S) . MB(T) .
Damit korrespondieren die Verkniipfungen von linearen Abbildungen mit denen

der Matrizen. Wir fassen die Rechenregeln zusammen:

(a) Die n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K bilden einen IK—Vektorraum
der Dimension n?, bezeichnet mit M(n, K).

(b) Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv.
(¢) Es gilt (aA)-(BB) =af- AB.

(d) Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation, namlich die Finheitsma-
triz By, vgl. 4.3 (b).

(e) Die Multiplikation ist fir n > 2 nicht kommutativ:

Gegenbeispiel:

0 1 0 0 10 0 0
(f) Die Multiplikation ist fiir n > 2 nicht nullteilerfrei, das heifit im allgemeinen
folgt aus AB = 0 nicht A = 0 oder B = 0.
Gegenbeispiel: Fiir die Matrix A in (e) gilt A> = A- A = 0.

Die Mathematiker fassen diese Eigenschaften so zusammen:
Die Menge M(n,K) der n x n-Matrizen uber K bildet eine nichtkommutative
Algebra mit Einselement.
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6 Invertierbare lineare Abbildungen und regulare Matrizen

6.1 Linearitiat der Umkehrabbildung

Ist eine lineare Abbildung L : V. — W bijektiv, so ist die Umkehrabbildung
L' W — V ebenfalls linear.

BEWEIS.

Seien wi, w2 € W und ai,az € K. Wegen der Bijektivitdt von L gibt es
eindeutig bestimmte Vektoren wui,uz2 € V' mit

w1 = L(u1), w2 = L(u2) bzw. u1 = L71(11)1)7 U = Lfl(wg).
Wegen der Linearitdt von L folgt
L(aiut + agu2) = anL(u1) + a2 L(u2) = aiwi + asws, also

Lil(alwl + agwg) = q1u1 + aguzy = OélLil(wl) + OéQLil(’LUQ) . O

6.2 Bedingungen fiir die Umkehrbarkeit im endlichdimensionalen Fall
Fiir endlichdimensionale Rdume V, W gilt wegen der Dimensionsformel 2.2:

(a) FEine lineare Abbildung L : V' — W kann nur umkehrbar sein, wenn dimV =
dim W.

(b) Haben V und W dieselbe endliche Dimension, so gilt fir eine lineare Ab-
bildung L:V — W:

L ist bijektiv <= L ist injektiv <= L ist surjektiv.

Fiihren Sie die sehr einfachen Beweise mit Hilfe der Dimensionsformel
durch. Beachten Sie dabei 2.1 (c): L ist injektiv <= Kern L = {0}.

BEMERKUNG. In unendlichdimensionalen Rdumen ist (b) nicht mehr richtig. Im
Vektorraum Pr der reellen Polynome ist beispielsweise der Ableitungsoperator
surjektiv, aber nicht injektiv [UA].

Im Folgenraum §14:2.3 ist der ,,Rechtsshift“
R: (xl,l’z, . ) — (O,xl,xg, . )

injektiv aber nicht surjektiv [TA].

6.3 Invertierbare Matrizen

(a) Eine quadratische Matrix A € M(n,K) heiit invertierbar oder regulér,
wenn es eine Matrix B € M(n,K) gibt mit

AB = BA = FE.

Die Matriz B ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt und wird mit A"
bezeichnet.
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(b) Der Vektorraum V besitze die Basis B = (v1,...,vn), und es sei A =
Mp(L). Regularitit von A bedeutet Invertierbarkeit von L; es ist dann A™' =
Mg (L71).

BEWEIS.

Wir beginnen mit der zweiten Behauptung. Sei A = Mg(L), B = Mg (L_l) und
E = Mg(1) die Einheitsmatrix. Aus LL™' = L™'L = 1 folgt fiir die Matrizen
AB=BA=E.

Sei umgekehrt AB = BA = E. Wir betrachten die linearen Abbildungen
S K'"—K", x+— Ax und T:K" — K", x+— Bx.
Fiir diese gilt Mx(S) = A und Mx(T) = B [0A]. Nach Voraussetzung gilt
My (ST)=AB=FE, ebenso Mx(TS)=BA=EF,
also ST = T'S = 1. Damit ist S invertierbar, T = S™' und B = M (S™"). Das

beweist auch die Behauptung (a). O

ZUSATZ. Gilt fiir zwei n x n—Matrizen AB = E, so sind beide invertierbar und
zueinander invers.

Denn fiir die zugehorigen linearen Abbildungen S, T gilt S oT = 1, also ist
S surjektiv und T injektiv [UA]. Damit sind beide Abbildungen nach 6.2 (b)
invertierbar und es gilt S™' =T, T! = S. Fiir die zugehdrigen Matrizen folgt
A7t =B, B™' = A nach (b).

6.4 Die Inverse eines Produkts

Sind A, B invertierbare Matrizen, so ist auch AB invertierbar und
(AB)'=B'A™".

Denn es gilt
(AB)Y(B™'A™")Y = A(BB YA ' = AEA™' = AAT' = E,

Die Behauptung folgt aus dem Zusatz 6.3.

7 Basiswechsel und Koordinatentransformation

7.1 ﬂbergang zu einer anderen Basis
Beziiglich einer Basis A = (u1,...,un) von V besitze der Vektor u € V' die Ba-

n
sisdarstellung u = Z Zrug . Gehen wir zu einer neuen Basis B = (v1,...,vn)
k=1

n
tiber, so besitzt der Vektor u die Basisdarstellung u = ) yrvr . Wie rechnet
k=1
man die beiden Koordinatenvektoren
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1 Y1
(wWa=x=| 1|, (W =y =
Tn Yn
ineinander um ?

Eng mit dieser Frage verbunden ist die nach der Umrechnung der Matrixdar-
stellungen A = M4(L), B = Mg(L) einer linearen Abbildung L € L(V). Zur
Untersuchung beider Fragen definieren wir

7.2 Die Transformationsmatrix S

Sei S die nxn—Matrix mit den Spalten (v1)a4,..., (vn)a, wobei B = (vi,...,vn)
die neue Basis ist und A = (u1,...,u) die Ausgangsbasis, d.h. die k—te Spalte
von S sei der Koordinatenvektor von vy beziiglich A. (In den meisten Anwen-
dungen ist A die kanonische Basis.) Nach Definition 4.2 ist also

S = Mg(1).

SATZ. Die Transformationsmatrixz S ist requldr. Ihre Inverse ist gegeben durch

ST = MEQ1);
die Spalten von S™1 sind die Koordinatenvektoren (u1)B, -, (un)B.
BEWEIS.

Wir erinnern uns an die Definition des Matrizenprodukts: Tragen die Vek-
torrdume U, V,W die Basen A, B,C und gilt

UL v 2w, soist
MS(LaLy) = Mg(La) - MR(L1).

Durch Spezialisierung U=V =W, L1 = Lz =1 und C = A ergibt sich
E, = MA(1) = MA(1o1) = Mg (1) M4(1) = S- MZ(1),

woraus die Regularitit von S und die Behauptung S~ = M5(1) folgen, siche
Zusatz zu 6.3. a

7.3 Transformationsverhalten von Matrizen und Koordinaten
Zwischen den Matrizen B = Mp(L) und A = Ma(L) besteht die Beziehung

B = 57'AS,

wobei S die Transformationsmatriz 7.2 ist.
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Fir die Koordinatenvektoren x = (u)a und y = (u)g gilt

x = Sy bzw. y = S 'x.
Zwei n x n—Matrizen A, B heiflen &hnlich, wenn sie zu derselben linearen Ab-
bildung beziiglich verschiedener Basen gehoren, d.h. wenn

B = S7'AS
mit einer geeigneten regularen Matrix S gilt.
BEWEIS.
(a) Nach den Bemerkungen im Beweis 7.2 folgt

B = Mgp(L) = ME(1L) = M5(1)- M§ (L) = S~'M#(L)

= ST'ME(L1) = ST'MA(L) - ME(1) = STAS.

(b) Fiir y = (u)s, x = (u)4 und S = Mz'(1) folgt aus 4.5

x = (lu) , = M§(1)(u)s = Sy .
Die Gleichung y = S~ 'x ergibt sich daraus durch Multiplikation mit S=%. O

Fiir R? seien A = (e1,e2) die kanonische Basis, B = (2e1 + e2,2e2 —e1)
und P die orthogonale Projektion auf Span{2e;+ez} (Skizze!). Bestimmen Sie
der Reihe nach

S, 87!, B= Mg(P), A= Mu(P).

§ 16 Lineare Gleichungen

1 Problemstellungen und Beispiele

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir n Unbekannte, (kurz ein
m X n—Gleichungssystem) hat die Form

a1 + ai2x2 + ... + aipTn = b1
a21T1 + @222 + ... + G2nTn = b2
Am1T1 + am2T2 + ... + GmnTn = bm .

Gegeben sind hierbei die Koeffizienten a;; € IK und die Zahlen b, € K auf
der ,rechten Seite“. Gesucht sind alle Vektoren x = (z1,...,2n) € K", welche
diese Gleichungen erfiillen.






315

Fir die Koordinatenvektoren x = (u)a und y = (u)g gilt

x = Sy bzw. y = S 'x.
Zwei n x n—Matrizen A, B heiflen &hnlich, wenn sie zu derselben linearen Ab-
bildung beziiglich verschiedener Basen gehoren, d.h. wenn

B = S7'AS
mit einer geeigneten regularen Matrix S gilt.
BEWEIS.
(a) Nach den Bemerkungen im Beweis 7.2 folgt

B = Mgp(L) = ME(1L) = M5(1)- M§ (L) = S~'M#(L)

= ST'ME(L1) = ST'MA(L) - ME(1) = STAS.

(b) Fiir y = (u)s, x = (u)4 und S = Mz'(1) folgt aus 4.5

x = (lu) , = M§(1)(u)s = Sy .
Die Gleichung y = S~ 'x ergibt sich daraus durch Multiplikation mit S=%. O

Fiir R? seien A = (e1,e2) die kanonische Basis, B = (2e1 + e2,2e2 —e1)
und P die orthogonale Projektion auf Span{2e;+ez} (Skizze!). Bestimmen Sie
der Reihe nach

S, 87!, B= Mg(P), A= Mu(P).

§ 16 Lineare Gleichungen

1 Problemstellungen und Beispiele

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir n Unbekannte, (kurz ein
m X n—Gleichungssystem) hat die Form

a1 + ai2x2 + ... + aipTn = b1
a21T1 + @222 + ... + G2nTn = b2
Am1T1 + am2T2 + ... + GmnTn = bm .

Gegeben sind hierbei die Koeffizienten a;; € IK und die Zahlen b, € K auf
der ,rechten Seite“. Gesucht sind alle Vektoren x = (z1,...,2n) € K", welche
diese Gleichungen erfiillen.



316 §16 Lineare Gleichungen

Mit Hilfe der Matrix—Vektor—Multiplikation § 15:4.5 kénnen wir das System in
die kompaktere Form

Ax = Db
bringen; dabei ist

a1 -+ Gin 1 b1

1.2 Beispiele fiir lineare Gleichungssysteme

(a) Schnitt zweier Ebenen. Eine Ebene im R ist gegeben durch eine Gleichung
a1x1+a2x2+asxs = b (vgl. §6:5.2). Der Schnitt zweier Ebenen fiihrt demnach
auf ein 2 x 3-Gleichungssystem.

(b) Basisdarstellung. Ist A = (ai,---,a,) eine Basis des K", so fiihrt die
Bestimmung der Basisdarstellung

u=czxa;+ ... +xrpa,

eines vorgegebenen Vektors u auf ein n x n—Gleichungssystem.

(¢) Das Nachpriifen der linearen Unabhdingigkeit von m Vektoren des IK™ fiihrt
nach §14:5.4 auf ein homogenes n x m—Gleichungssystem Ax = 0.

1.3 Allgemeine lineare Gleichungen

Gegeben ist eine lineare Abbildung L : V — W und ein Vektor b € W. Gesucht
sind alle Losungen u € V der linearen Gleichung

Lu =b.

Im Fall b = 0 heifit die Gleichung homogen; ist die ,rechte Seite“ b nicht
notwendig der Nullvektor, so sprechen wir von einer inhomogenen Gleichung.
Beispiele wurden in §14:1.1 gegeben.

Die linearen Gleichungssysteme ordnen sich diesem allgemeinen Konzept als
Spezialfall unter mit V =1K", W =K™ und L:x+— Ax.

2 Allgemeines zur Losbarkeit und zur Losungsmenge

2.1 Eindeutige und universelle Losbarkeit des Problems Lu = v

(a) Ist L injektiv, so hat die Gleichung Lu = b fiir jedes b € W hdochstens
eine Losung u. Man spricht dann von eindeutiger Losbarkeit des Problems
Lu = b. Die Ausdrucksweise ,eindeutig losbar® wird in der Mathematik immer
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im folgenden Sinn gebraucht: Wenn das Problem iiberhaupt eine Losung besitzt,
so ist diese eindeutig bestimmt. Nach § 15:2.1 ist die eindeutige Losbarkeit des
Problems Lu = b dquivalent zu Kern (L) = {0}, d.h. dazu, daf die homogene
Gleichung Lu = 0 nur die triviale Losung u = 0 besitzt.

(b) Ist L:V — W surjektiv, so hat die Gleichung Lu = b fiir jedes b € W
mindestens eine Losung u. Man sagt dann ,Das Problem Lu = b ist universell
16sbar*.

Ist L : V — W bijektiv, so ist das Problem Lu = b universell und eindeutig
16sbar, d.h. die Gleichung Lu = b besitzt fiir jedes b € W genau eine Losung
w=L""b.

2.2 Struktur des Losungsraums

(a) Die Losungsmenge Lo der homogenen Gleichung ist ein Teilraum von V,
ndmlich Kern L .

(b) Istuo eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung Lu = b, so ist die
Lésungsmenge Ly dieser Gleichung gegeben durch

Ly = ug+ Lo := {uo—|—u|u€£0}.

Beides ergibt sich unmittelbar aus der Linearitit von L [UA], vgl. §14:1.1.

Eine Teilmenge
uo+U = {uo+u|ueU},

die aus einem Teilraum U von V' durch Verschieben um einen Vektor uo hervor-
geht, heifit affiner Teilraum von V. L, ist also entweder leer oder ein affiner
Teilraum.

3 Rangbedingungen

3.1 Der Rang einer Matrix

Fir eine m X n—-Matriz A = (a:;x) mit Koeffizienten aus K sind folgende drei
Zahlen gleich:

(a) Die Mazimalzahl linear unabhdingiger Zeilenvektoren (Zeilenrang),
(b) die Mazimalzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren (Spaltenrang),

(¢) die Dimension des Bildraumes der linearen Abbildung
x— Ax, K" —-IK™,

die wir der Einfachheit halber wieder mit A bezeichnen.

Diese Zahl nennen wir den Rang von A (Rang A, vgl. §15:2.2).
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BEWEIS.

Wir zeigen, dafl der Spaltenrang gleich der Dimension von Bild A ist. Die Spalten
von A sind

Ae, ... ,Ae,.

Sie bilden ein Erzeugendensystem fiir Bild L, wie wir uns schon bei der Dimen-
sionsformel klargemacht haben. Nach dem Basisauswahlsatz konnen wir aus ihr
eine Basis fiir Bild L auswéahlen. Die Lénge dieser Basis ist aber definitionsgemaf3
der Spaltenrang von A.

Daf} Zeilenrang und Spaltenrang tibereinstimmen, ergibt sich anschlielend im
Rahmen des Eliminationsverfahrens 4.6. a

3.2 Beispiele und Aufgaben

1 -2 4 0 5
(a) Die Matrix (—2 1 -1 2 —6) hat den Rang 2, denn die beiden
-1 -1 3 2 -1

ersten Zeilen sind linear unabhéngig, und ihre Summe ergibt die dritte.

1 2 3 4
(b) Bestimmen Sie den Rang von 1 -2 -3 3.
-1 6 9 -2

aii -+ Qin
(c) Sei A = 8 . agn mit von Null verschiedenen Diagonalelementen
0 --- 0
11, ..., ann. Zeigen Sie, dafl Spaltenrang und Zeilenrang jeweils gleich n sind.
Qi1 - Qi - Qim
(d) Dasselbe fir B = mit  ai1age - ann # 0.
0 Ann * Anm

3.3 Die Rangbedingungen

Hat V' die Dimension n, W die Dimension m, so ist die lineare Abbildung
L:V — W genau dann injektiv, wenn Rang L =n und genau dann surjektiv,
wenn RangL =m.

Demmnach ist das lineare Gleichungsproblem Ax = b eindeutig lésbar genau
dann, wenn Rang A = n und universell losbar genau dann, wenn Rang A = m.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Dimensionsformel §15:2.2 [(4].
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4 Das Eliminationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

4.1 Herstellung der Zeilenstufenform

Wir erldutern das Verfahren an einem Beispiel. Fiir die allgemeine Durchfiihr-

ung verweisen wir auf [FISCHER, 1.5].

Es sollen alle Losungen des folgenden Gleichungssystems bestimmt werden:

dxo + 4dx3 + 3x4 — 225 =
—3x1 — 322 + 3x3 + T4 — 225 =
2xo + 2x3 + 3x4 — 4z =

41‘1 — X2 — 91‘3 —21‘4 — X5

16
-2
14
-5

1. Schritt: Die Reihenfolge der Gleichungen ist fiir die Losungsmenge unerheb-
lich. Wir stellen die Gleichungen so um, dafl in der obersten Zeile (Kopfzeile)
der Koeffizient von x1 von Null verschieden ist, dies erreichen wir durch Vertau-
schen der ersten und der zweiten Zeile. Um unnétige Schreibarbeit zu vermeiden,
stellen wir das umgestellte Gleichungssystem gleich schematisch dar:

-3 -3 3 1 -2 -2
0 4 4 3 -2 16
0 2 2 3 —4| 14
4 -1 -9 -2 —-1|-5

2. Schritt: Normierung der Kopfzeile. Multiplikation einer Zeile mit einem von
Null verschiedenen Faktor dndert die Losungsmenge nicht. Wir multiplizieren

die erste Zeile mit —% und erhalten

1
1 3
0 4 4 3 2|16
0 2 2 3 4|14
4 -1 -9 -2 —1|-5

3. Schritt: Elimination von x1 aus allen Gleichungen bis auf die erste. Wir
subtrahieren das vierfache der Kopfzeile von der letzten und erhalten

i 2 2
L1 -1 -5 3| 3
0 4 4 3 -—2| 16
0 2 2 3 -—4| 14
2 28
0 -5 -5 -3 % [-2
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Daf} sich bei dieser Operation die Losungsmenge nicht dndert, wird in 4.6 ge-
zeigt. Die erste Zeile und die erste Spalte bleiben im folgenden unveréandert. Wir
schleppen sie nicht weiter mit und betrachten nur noch das Restschema.

4. Schritt: Normierung der Kopfzeile im Restsystem. Durch Multiplikation der

ersten verbleibenden Zeile mit i erhalten wir das Restsystem

3 1
11 & 1 4
2 2 3 —4| 14
2 11 23
-5 =5 -3 -3 |-%

5. Schritt: Elimination von x2 aus den letzten beiden Gleichungen. Wir subtra-
hieren das zweifache der Kopfzeile von der zweiten und addieren das fiinffache
der Kopfzeile zur dritten. Ergebnis:

3 1
11 3 114
00 2 -3|6

37 37 37
00 33 —% 1%

6. Schritt: Die Koeffizienten von x3 sind zufalligerweise Null. Wir lassen im
folgenden alles unveréndert bis auf das Restsystem

3

3 3

31 37 | 37
12 6 3

7. Schritt: Normierung der Kopfzeile ergibt

-2 4
37 _37 | a7
12 6 3

8. Schritt: Elimination von x4. Subtraktion des %ﬂ“achen der Kopfzeile von der
letzten ergibt das Schema

1 -21|4
0 0|0

9. Schritt: Die Zeilenstufenform. Wir fassen das Ergebnis der Umformungen
schematisch zusammen:

1 2 2
Lt -1 -3 3|3

3 1
o1 1 ¥ -liyg
00 0 1 -2|4
0 0 0 0]o0
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Diesem Schema entsprechen die umgeformten Gleichungen

1 2 2
T1+ T2 — T3 — 3T4a+ 3T5 = 3
3 1 = 4

T2+ 23+ T4 — 53%5 =
T4 — 21‘5 = 4

4.2 Auflésung der Gleichungen in Zeilenstufenform

In den zuletzt notierten Gleichungen sind zwei Unbekannte frei wahlbar, bei-
spielsweise x3 und x5. Wir setzen z3 = s, x5 = t willkiirlich fest und rollen die
Gleichungen von hinten her auf.

Aus der letzten folgt x4 = 4 4 2t. Setzen wir dies in die vorletzte Gleichung
ein, so erhalten wir o =1—5s—1¢.

Gehen wir damit in die erste Gleichung, so erhalten wir x1 = 14 2s+t. Damit
ergibt sich der allgemeine Losungsvektor

1 2 1
1 -1 -1
X = 0] + s 1 +t 0
4 0 2
0 0 1

Daf} alle diese Vektoren das urspriingliche System befriedigen, wird in 4.6 be-
griindet. Die Losungsmenge ist also eine zweidimensionale Ebene im flinfdimen-
sionalen Raum.

4.3 Mogliche Endergebnisse, Zahl der Freiheitsgrade

(a) Die komprimierte Stufenform. Bei der Automatisierung der Elimination
ist der Fall vorzusehen, dafl im Restsystem die erste Spalte Null wird. Wir
vertauschen diese dann mit einer nachfolgenden, von Null verschiedenen. Gibt
es keine solche mehr, so beenden wir das Verfahren und erhalten als Endschema

C1

oder

0 - -« -« -« 0|ecm o - - - - - - - 0]cm

Im ersten Fall kann n = m im zweiten r = m sein. Vertauschen von Spalten
lauft auf eine Umnumerierung der Unbekannten hinaus, die in einer Indexliste
zu verwalten ist.
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Nach 3.2 (c), (d) sind der Zeilenrang und der Spaltenrang der Matrizen links
vom Strich jeweils gleich der Anzahl der Stufen.

(b) Die erste der beiden Stufenformen entsteht im Fall der eindeutigen Los-
barkeit (Rang(A) = n). Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit des zu-
gehorigen Gleichungssystems ist das Verschwinden der letzten Komponenten
Cn+1, - - -, Cm der umgeformten rechten Seite.

(c) Letateres gilt auch fiir die zweite der oben skizzierten Zeilenstufenformen.
Haben wir hier » Stufen, d.h. Rang A = r, so konnen wir im Falle der Losbar-
keit genau n — r Unbekannte frei wahlen; die restlichen sind dann eindeutig
bestimmt. In der Physik spricht man auch von n — r Freiheitsgraden.

4.4 Simultane Elimination bei mehreren rechten Seiten
Gegeben sind A und by, ..., bg. Gesucht sind Vektoren x1, ..., x; mit
AXl = 11)17 ..,,Axk = bk.

Wir brauchen das Eliminationsverfahren fiir die Matrix A natiirlich nur ein-
mal durchzufithren. Daher ist es zweckméaBig, die Matrix B mit den Spalten

b1,..., by zu bilden und das Eliminationsverfahren gleich fiir das Schema
Al|B
durchzufiihren.

4.5 Zur Berechnung der inversen Matrix

wenden wir geméaf} 4.4 das Eliminationsverfahren auf das Schema A | E an, wo
E die Einheitsmatrix ist. Es ergibt sich ein System A’ | E’ in Stufenform. Fiir
die nun notwendige Auflosung nach 4.2 ergibt sich eine weitere Vereinfachung,
wenn wir wie im folgenden Beispiel verfahren.

Fir
0 1 -1
A = 1 3 2
2 -1 12

fiihrt das Eliminationsverfahren nach Vertauschung der ersten beiden Zeilen auf
folgendes Schema A’ | E in Stufenform

1 3 210 1 0
01 -1]1 0 0
0 0 117 =2 1

[0A]. Subtraktion der mit 3 multiplizierten zweiten Zeile von der ersten ergibt
das Schema
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1 0 5| -3 1 0
0 1 -1 1 0 O
0 0 1 To-2 1.

Addieren wir nun noch die dritte Zeile zur zweiten und subtrahieren wir an-
schlieffend ihr fiinffaches von der ersten, so erhalten wir

1 0 0-38 11 -5
01 0 g8 -2 1
0 0 1 7T =2 1

Denken wir uns das Auflésungsverfahren 4.2 durchgefiihrt, so erkennen wir, daf
die rechte Matrix des Schemas die gesuchte Inverse ist.

4.6 Begriindung des Eliminationsverfahrens

SATZ. Bei jeder der elementaren Umformungen

o Vertauschung zweier Zeilen

o Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

bleiben erhalten

(a) die Losungsmenge,

(b) der Zeilenrang und

(¢) der Spaltenrang.

FOLGERUNG. Aus (b) und (c) ergibt sich der zu 3.1 noch fehlende Nachweis von
Zeilenrang = Spaltenrang, denn dies gilt fiir Stufenmatrizen nach 3.2 (c), (d).

BEWEIS.

(a) Jede Losung x des urspriinglichen Gleichungssystems erfiillt auch das um-
geformte System. Da sich jede elementare Umformung durch eine entsprechende
riickgéngig machen 1483t, ist das umgeformte Gleichungssystem also dquivalent
zum urspriinglichen.

(b) Nach 3.1 ist der Zeilenrang die Dimension des Aufspanns der Zeilenvekto-
ren. Dieser Aufspann wird aber durch Zeilenvertauschung nicht geéndert, und
nach §14:4.3 auch nicht bei den anderen Umformungen.

(¢) Da die Losungsmenge des homogenen Systems Ax = 0 unverandert bleibt,
dndert sich die Dimension des Kerns einer Matrix bei elementaren Umformungen
nicht. Es gilt aber nach der Rangformel 3.1 und der Dimensionsformel

Spaltenrang (A) = dimBild A = n — dimKern A. m|



324 8§16 Lineare Gleichungen

4.7 Aufgaben. (a) Basisdarstellung. Gegeben sind die Vektoren

6 -7 1 1
ai=|4]|, ax= 3], as=| —2 und b=| 2 ].
2 1 1 3

Zeigen Sie, daB A = (a1, az,a3) eine Basis fiir R?® ist und geben Sie die Basis-
darstellung (b).4 an.

(b) Geben Sie alle Lésungen x € C* des Gleichungssystems Ax = b mit
-1 % ) i—2
A = ) i 21+1 und b—(?i—l).
1 -2 2i—1 —1-2

(¢) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

2 0 -1
1 1 0
11 1

(d) Geben Sie alle Losungen des homogenen Systems Ax = 0 und des inhomo-
genen Systems Ax = b fiir

0
3 2 8 9 13 13
A=|-3 4 2 9 1|, b= 1
2 3 7 1 6 2
2 1 5 -1 8 2

5 Interpolation und numerische Quadratur
5.1 Das Interpolationsproblem

Gegeben sind Stitzstellen
To <1 << ZTp

und Zahlenwerte yo,y1,...,yn € R.
Gesucht ist ein Polynom p vom Grad <
n mit

p(zo) = Yo, -+ ,(Tn) = Yn- T P P

Wir formulieren diese Aufgabe als li-
neares Gleichungsproblem: To  T1 To T3 T4
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Auf dem Vektorraum Pp der reellen Polynome vom Grad < n definieren wir
die Abbildung

p(zo)

L:Pr >R, Lp= :
p(zn)

Diese ist offenbar linear. Die Interpolationsaufgabe lautet dann:

Gegeben y = > yrert1 € R"™"!. Gesucht ein Polynom p € PR mit Lp =y.
k=0

5.2 Die Interpolationsaufgabe ist universell und eindeutig lésbar.
Dazu haben wir zu zeigen, dafl L bijektiv ist. Fiir die Injektivitét beachten wir:
p € Kern L bedeutet

p(zo) = p(z1) = ... = p(za) = 0,

d.h. p hat n+1 verschiedene Nullstellen. Wegen Grad (p) < n folgt daraus p = 0.
Die Surjektivitdt ergibt sich aus der Dimensionsformel:

dimBild L = dimPi —dimKernL = n+1—-0 =n+1.

5.3 Bestimmung des Interpolationspolynoms

Die Losung p der Aufgabe Lp =y ist gegeben durch p = L™'y. Dabei ist die
Abbildung L' linear (vgl. §15:6.1) und durch die Wirkung auf die kanonische
Basis ei,...,en+1 eindeutig bestimmt:

L_ly = L_l(yoel + ... —|—ynen+1) = yoL_lel + ... —|—ynL_1en+1 .

Die Polynome £ := L™ '(ex+1) heiBen Lagrange—Polynome.
Definitionsgema8 gilt £ (z;) =0 fiir j # k und £x(zk) = 1.

Aus der Kenntnis der Nullstellen von ¢ ergibt sich

n
Oi(z) = cx || (x — ;) mit einer geeigneten Konstanten cy .

[Ny
>0

=
Die Konstante ¢, ergibt sich aus der Bedingung

1 = lp(xk) = ek H (zr — ;).
J#k

Somit ist die eindeutig bestimmte Losung p der Interpolationsaufgabe Lp =y
gegeben durch
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p(z) = ki: yrlr(z) mit lx(x) = ﬁ w_xj..

5.4 Keplersche Fafiregel und Simpson—Regel

(a) Zur ndherungsweisen Berechnung von

f f(x)dx

a

betrachten wir die Stiitzstellen zo = a, 1 = 5(a+b) und z2 = b. Ferner setzen

wir yo = f(zo), y1 = f(x1) und y2 = f(x2) und bestimmen das Polynom p

vom Grad <2 mit p(zo) = yo, p(x1) = y1, p(x2) = y2. So erhalten wir einen
b

~— D=

Néherungswert fiir [ f(z)dz durch

b
b_
Jp(z)de = Ta (Yo +4y1 +y2).

Bestétigen Sie dieses Ergebnis durch formelméflige Durchfiihrung der In-
terpolation.
In seiner Nova steriometria von 1615 gab Johannes KEPLER eine Formel fiir den

Inhalt von Weinféssern an, die auf dieser Naherungsformel beruht.

b
(b) Eine sehr brauchbare Néherung fiir [ f(z)dx liefert die Simpson—Regel:

Das Intervall [a,b] wird in n gleichgrofle Intervalle zerlegt, und auf jedes dieser
Intervalle wird die Keplersche Fafiregel angewendet. Setzt man

_ 1

h 2n

(b—a) und z = a+kh (k=0,...,2n),
b
so ergibt sich fiir f f(x)dz der Naherungswert

Fiir C*-Funktionen f betrigt der Fehler

(b—a)?
2880 n*

I - fbf(ﬂc) dr = f®(9) mit einem ¥ €la, b .

[MANGoLDT-KNOPP, Bd. 3, Nr. 49].
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6 Die Methode der kleinsten Quadrate

6.1 Ausgleichsgeraden
Zwischen den Mefigrofien X, Y wird ei-
ne Beziehung der Form

Y =aX+0b

mit unbekannten Parametern a,b ver-
mutet. Das Experiment ergibt fiir
(X,Y) Wertepaare

(1‘17y1)7 M) (‘r’mvy’m)

Y

Wegen der unvermeidbaren Meffehler
liegen die Punkte (zx, yx) nicht alle auf
einer Geraden.

Wir bestimmen eine Ausgleichsgerade durch diese Punktwolke nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate: Fiir eine beliebige Gerade g mit der Glei-
chung y = ax + b sei

Q(a,b) = i (axk +b— yk)2
k=1

die Summe der vertikalen Abstandsquadrate der Punkte (zx,yr) von der Ge-
raden g. Wir wollen im folgenden a,b so bestimmen, dal das Fehlerquadrat
Q(a,b) minimal wird.

6.2 Ausgleichsparabeln. Zwischen den Mefigrofien X,Y wird ein quadrati-
scher Zusammenhang

Y = a0+a1X+a2X2

vermutet; gemessen werden die Paare (z1,y1),. .., (Zm,ym). Die Methode der
kleinsten Quadrate besteht hier darin, ao, a1, a2 so zu wahlen, dafl

Z (ao + a1zk 4 axzh — yk)2 = Min.
k=1
Wir behandeln die Aufgaben 6.1, 6.2 als Spezialfall der folgenden.

6.3 Uberbestimmte Gleichungen und kleinste Quadrate

Gegeben ist eine m x n—Matrix A mit m > n = Rang A und ein Vektor y € R™.
Dann ist das Gleichungssystem Ax = y im allgemeinen unlésbar, wenn nicht
gerade y in Bild A liegt (zu viele Bedingungen an die Unbekannten).



328 §16 Lineare Gleichungen

Wir suchen als Kompromifllésung einen Vektor u mit Komponenten ui, ..., U,
welcher die Gleichung Au =y zwar nicht exakt, aber doch ,;s0 gut wie moglich*
erfiillt. Wie oben verlangen wir, dafl das Abstandsquadrat

|Au - y||* = Z(Z aiur —yi )’

i=1 =

minimal wird.

BEISPIELE. Bei der Ausgleichsgeraden bzw. der Ausgleichsparabel ist

1 xz 1 = x%
1 x2 1 zo a2
A = bzw. A = .
1 Tm 1 Tm Tm
und
(o) o
u = bzw. u = ai
a
az

Als notwendige Bedingung fiir ein Minimum ergibt sich: Die Ableitung dieses
Ausdrucks nach wu; bei festgehaltenen wuq,...,wj—1,%j41, ... ,Un, bezeichnet
mit 2, muf Null sein. Fiir j = 1,...n mu8 also gelten

J

n

(Z zkuk_yi)Q = 22% Eazkuk_yz
=1

HMS

I
Q
m: gle

Z AijAik — 2 Z Ai5Yi -

=1

Definieren wir die zu A transponierte Matrix AT von A durch

a1l @21 a3zl ccc o am1
ai2 a2 @32 *-- am?2
T
A = . . . . )
A1n G2n A3n * " " Amn

dann sind bjr = Y ajjaix die Koeffizienten von ATA, und > aiy; ist die
=1 i=1
j—te Komponente von ATy.

Die notwendigen Bedingungen lassen sich jetzt so zusammenfassen:

ATAu = ATy
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Das sind die Gaufischen Normalgleichungen.

In §20:4.7 und §22:4.6 wird gezeigt, dafl diese universell und eindeutig 16sbar
sind und daB die Losung den Ausdruck ||Au — y||*> zum Minimum macht.

§ 17 Determinanten

1 Beispiele
1.1 Die 2 X 2—Determinante
Nach §5:6.2 ist das lineare Gleichungsproblem
a1 + a12x2 = b1,
a2171 + ager2 = b2
genau dann universell und eindeutig losbar, wenn die Determinante der zu-

gehorigen Matrix, im folgenden bezeichnet mit

ai ai2

= ailaz22 —aizaz21,
az1 a22

von Null verschieden ist. Dies ergab sich durch Elimination und bleibt somit
auch fiir komplexe Koeffizienten giiltig.

Nach §5:6.3 sind die Vektoren a = (Z;), b = (Z;) genau dann linear un-
abhingig, wenn
det(a,b) 1= a1 b2 — a2b1
von Null verschieden ist. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix A hat die Form
det(ai,a2), wo a1, as die Spalten von A sind.
Die so erklédrte Determinantenfunktion det hat die Eigenschaften :
(a) x +— det(x,b) und y — det(a,y) sind Linearformen,
(b) det(b,a) = —det(a,b),
(c) det(er,e2) = 1.

1.2 Die 3 X 3—Determinante

Das lineare Gleichungssystem

a11r1 + a2r2 + a13rs = by,
a2121 + G2222 + @233 = b2,
a3171 + az2T2 + aszrs = b3
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Das sind die Gaufischen Normalgleichungen.

In §20:4.7 und §22:4.6 wird gezeigt, dafl diese universell und eindeutig 16sbar
sind und daB die Losung den Ausdruck ||Au — y||*> zum Minimum macht.

§ 17 Determinanten

1 Beispiele
1.1 Die 2 X 2—Determinante
Nach §5:6.2 ist das lineare Gleichungsproblem
a1 + a12x2 = b1,
a2171 + ager2 = b2
genau dann universell und eindeutig losbar, wenn die Determinante der zu-

gehorigen Matrix, im folgenden bezeichnet mit

ai ai2

= ailaz22 —aizaz21,
az1 a22

von Null verschieden ist. Dies ergab sich durch Elimination und bleibt somit
auch fiir komplexe Koeffizienten giiltig.

Nach §5:6.3 sind die Vektoren a = (Z;), b = (Z;) genau dann linear un-
abhingig, wenn
det(a,b) 1= a1 b2 — a2b1
von Null verschieden ist. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix A hat die Form
det(ai,a2), wo a1, as die Spalten von A sind.
Die so erklédrte Determinantenfunktion det hat die Eigenschaften :
(a) x +— det(x,b) und y — det(a,y) sind Linearformen,
(b) det(b,a) = —det(a,b),
(c) det(er,e2) = 1.

1.2 Die 3 X 3—Determinante

Das lineare Gleichungssystem

a11r1 + a2r2 + a13rs = by,
a2121 + G2222 + @233 = b2,
a3171 + az2T2 + aszrs = b3
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bringen wir in die Form

(x) zx1a1+zx2a2+2x323 = b, wobei

a1l a2 a3 b1
ag= (a2 |, az=|ax2 |, az=|as |, b=|0b |.
asi asz2 ass b3

Mit dem Vektorprodukt §6:3.2 ergibt sich wegen a; X a; = 0 = az X a»

xlalxa2+x3a3><a2:bxa2,

Toa; Xaz + x3a; Xxaz =a; X b.
Wegen a3 X az | a3, a; X az 1. a; und a; x ag | a3 folgt
(1) =zi(a1 xaz,a3) = (bxaz,as),
(2) =xz2(a1 xaz,a3) = (a1 xb,as),
z3(a1 X az,a2) = (a1 X b,as).
Nach §6:5.5 (b) gilt (a X c,b) =—(a x b,c). Also ergibt die letzte Gleichung
38) =z3(a1 xaz,as) = (a1 xaz,b).

Das Gleichungssystem (x) ist also genau dann eindeutig (und damit auch uni-
versell) 16sbar, wenn

S(a1,az,a3) = (a; X az,as)

von Null verschieden ist. Die Losung ergibt sich dann aus der Cramerschen
Regel (1),(2),(3). Eine kleine Rechnung ergibt

S(x,y,2) = (x2ys — x3y2)z1 + (T3y1 — T1y3)22 + (T1y2 — T2y1)23 .

Definieren wir S(x,y,z) fir x,y,z € C?® durch diese Formel, so bleiben die
oben angestellten Uberlegungen auch im Komplexen giiltig.

Folgende Eigenschaften von S lassen sich leicht nachpriifen (vgl. §6:5.5):

(a) S ist linear in jeder der Variablen x,y,z, z.B.
S(x,y,a121 + a2z2) = a1 S(X,y,21) + a2 5(x,y, z2) ,

(b) bei Vertauschen zweier Argumente dndert sich das Vorzeichen, z.B.
S5(x,2,y) = =S(x,y,2) = S(z,y,x) = =5(y,2,%),

(¢) S(e1,e2,e3) = 1 fiir die kanonischen Basisvektoren.
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2 Die Definition der Determinante

2.1 Zum Vorgehen

Analog zu den oben betrachteten Fallen n = 2, 3 1a8t sich fiir jede n x n-Matrix
A eine Kennzahl (Determinante) definieren, die Auskunft tiber die Losbarkeit
des Gleichungssystems Ax = b gibt und eine Losungsdarstellung mittels der
Cramer—Regel gestattet. Diese kann prinzipiell wie oben als Summe vorzeichen-
behafteter Produkte von Matrixkoeffizienten dargestellt werden, doch wird ein
solcher Ansatz fiir wachsendens n sowohl fiir die Rechnung als auch beweistech-
nisch zu kompliziert und uniibersichtlich. Wir beschreiten daher einen anderen
Weg:

Eine n x n—Matrix A ist durch das n—tupel (ai,as,...a,) ihrer Spalten ge-
geben. Wir beschreiben die Determinante von A als Funktion det(as,...,an)
dieser Spalten. Deren Definitionsbereich ist

K" x - xK" := {(a1,...,a,) |ar € K"}.
~—_——
n—mal

Von dieser Funktion verlangen wir lediglich die fiir n = 2, 3 angegebenen Eigen-
schaften (a), (b), (c), sinngemé&f auf n Variable fortgeschrieben. Es zeigt sich,
daB sie dadurch bereits eindeutig bestimmt ist und daf§ aus (a),(b) und (c) wei-
tere Eigenschaften folgen: det(au,...,a,) zeigt an, ob die Vektoren ai,...,a,
linear unabhéngig sind, gibt bis aufs Vorzeichen das Volumen des von diesen
Vektoren aufgespannten Parallelflachs und ermdoglicht die Orientierung von Ba-
sen.

Wir fassen die Determinante also wahlweise als Kennzahl fiir n x n—-Matrizen A
oder als Funktion von n Vektoren auf, die wir als Spalten einer Matrix deuten.

Die Existenz einer Determinante mit den verlangten Eigenschaften ergibt sich
durch rekursive Definition: Die n x n—Determinante wird durch ,,Entwicklung
nach Zeilen bzw. Spalten“ auf (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickgefiihrt.
Dies liefert gleichzeitig ein Berechnungsverfahren.

2.2 Determinantenformen
Definition. Eine Abbildung F : K" x --- X K" — K (n > 2) heifit

(a) Multilinearform auf K", kurz n—Form, wenn F in jedem der n Argu-
mente (Spalten) linear bei festgehaltenen restlichen Spalten ist:

F(...,ox+By,...) = aF(...;x,... )+ BF(...,¥,...),

(b) alternierende Multilinearform auf K", wenn (a) gilt und wenn F beim
Vertauschen zweier Spalten das Vorzeichen andert:

F(...,ai,...,aj,...) = —F(...,aj,...,ai,...),
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(¢) Determinantenform, wenn (a) und (b) erfiillt sind und F(ei,...,en) =1
fiir die kanonische Basis ei,...,e, des K" gilt.

BEMERKUNG. Der Begriff ,Determinantenform* wird in der Literatur nicht ein-
heitlich verwendet.

In 1.1, 1.2 haben wir fiir n = 2 und n = 3 Beispiele von Determinantenformen
angegeben.

2.3 Alternierende Formen und lineare Unabhangigkeit

Fir eine alternierende Multilinearform F gilt: Sind ai,...,a, linear abhdn-
gig, so folgt F(ai,...,an) = 0. Insbesondere ist F(ai,...,a,) =0, falls zwei
Eintrage gleich sind: a; = a; fir i # k.

BEWEIS.

Ist F' alternierend, so ergibt sich durch Vertauschen von Eintrigen

F(...,a,...,a,...)=—F(...,a,...,a,...), also F(...,a,...,a,...)=0.

Seien ai,...,a, linear abhéngig, etwa a; = E cray . Dann gilt wegen der
k=2
Linearitdt im ersten Argument
F(al,...,an):ZCkF(akaaQa'~~7ak7"'):0' =
k=2

Das Verschwinden von F' bei zwei gleichen Argumenten ist typisch fiir alternie-
rende n—Formen:

2.4* Ein Kriterium fiir das Alternieren einer n—Form

Gilt fir eine n—Form F(ai,...,a,) = 0, falls zwei benachbarte Argumente
gleich sind (ar = ap+1), so ist sie alternierend.

BEWEIS.
Wegen der Multilinearitat gilt
0=F(...,a+b,a+b,...)
=F(..,a,a,...)0+ F(...,a,b,...)+ F(...,b,a,...) + F(...,b,b,...)
=F(..,a,b,...)+ F(...,b,a,...),
also &ndert F sein Vorzeichen bei Vertauschung benachbarter Argumente. Sind
aj, ar (j < k) nicht benachbart, so erreichen wir durch sukzessives Vertauschen
benachbarter Argumente, dafl a; und a, die Plétze tauschen; dazu sind 2s —

1 Vertauschungen notig mit s = k — j . Bei jeder Vertauschung wechselt F’
das Vorzeichen. Es gilt also

F(...,a4,...,a5,...) = (_1)25—1F(.”7ak"”’aj’”.)



2 Die Definition der Determinante 333

2.5 Der Haupsatz iiber Determinanten

(a) Fir jedes n > 2 gibt es genau eine Determinantenform auf K™. Wir be-
zeichnen diese mit det(ai,...,a,).

(b) Hat die n X n-Matriz A = (air) die Spalten ai,...,a, € K", so heifit

det(ai,...,an) die Determinante von A, bezeichnet mit
ail - Ain
|Al = detA = | ¢ -. 1|, auch [|(au)l.
anl **° Ann

(¢) Laplacescher Entwicklungssatz. Die Determinante einer n X n—Matriz
A = (a) ldft sich auf 2n Weisen durch (n — 1) x (n — 1)-Determinanten
ausdricken:

Al = > (-1)"ay;|Aij|  (Entwicklung nach der i—ten Zeile)

j=1

(1) *a,|Ak|  (Bntwicklung nach der k-ten Spalte).

-

Il
-

J

Dabei bedeutet A;; diejenige (n—1) X (n—1)-Matriz, welche aus A durch Strei-
chen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte hervorgeht.

Der Beweis erfolgt in 2.7, 2.8, 3.1 und kann bei der ersten Lektiire ibergangen
werden.

2.6 Beispiele und Aufgaben
(a) Durch Entwicklung nach der letzten Spalte erhalten wir
air a2 a13

a1 a2z a23
asi as2 ass

a1l ai2
a1 as2

a1 Q22
az1 a3z

= ai3 +ass

= ai13(az21a32 — az1az2) — azs(aiiasz — asia12) + ass(aiiaze — az1a12) .

Im Falle reeller Koeffizienten ist dies das Spatprodukt (ai X az,as) aus den
Spaltenvektoren ai,az,as, vgl. 1.2.

(b) ZweckméaBigerweise wird man nach solchen Zeilen oder Spalten entwickeln,
welche moglichst viele Nullen enthalten. Im folgenden Beispiel entwickeln wir
nach der zweiten Spalte:

?éff 11 1 2 2 2

= —1-/1-2 1 —2|+4-| 1 1 1
-2 01 =2 31 0 -2 1 -2
3 4 1 0
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Die zweite Determinante ist nach 2.3 Null wegen Gleichheit zweier Spalten. Die
erste entwickeln wir nach der letzten Zeile:

1 1 1
1 1 1 1 1 1
-2 1 -2 —3~‘ '—1~‘ '—3~‘ '—1~0——9.
3 1 0 1 -2 -2 =2 1 -2
Die gesuchte Determinante hat also den Wert 9.
1 5 —1 0 4
0 2 0 0 3
(¢) Rechnen Sie nach, daf3 |2 7T 0 3 0] = 1223.
6 -3 4 0 1
0 8 1 -4 6
(d) Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dafl
a1 - Qin ai 0
= = dai1-az2 *-: dnn .
0 Ann Anl  ***  Qnn
2.7* Der Eindeutigkeitssatz fiir alternierende n—Formen
(a) Gilt fur eine alternierende n—Form F(ei,...,e,) =0, so ist F =0.

(b) Stimmen daher zwei alternierende n—Formen F und G auf der kanonischen
Basis tberein, so sind sie gleich. Insbesondere gibt es héchstens eine Determi-
nantenform auf I;K".

BEWEIs.

(b) folgt unmittelbar aus (a), denn H = F — G ist eine alternierende n—Form
mit H(ei,...,ey) =0.

(a) beweisen wir der einfachern Notation wegen nur fir n = 3. Sei also F eine
alternierende 3—Form mit F'(e1, ez, e3) = 0. Wir zeigen zunéchst, dafl

F(ev,,€ev,,€,,) = 0 fiir beliebige wv1,12,v3 € {1,2,3}.

Dies ist nach 2.3 sicher richtig, wenn zwei Indizes v, v, fiir k # ¢ {ibereinstim-
men. Es bleibt der Fall v, # vy, d.h. daB das Tripel (v1,v2,v3) durch Umord-
nung (Permutation) aus dem Tripel (1,2, 3) entstanden ist. Eine solche 148t sich
durch sukzessives Vertauschen zweier Argumente herbeifithren [Ua]. Es folgt
F(ey,,€v,,€,,) = £F(e1,e2,e3) =0.

3 3 3
Fiir beliebige Vektoren x = > zrer, y = Y Yr€r, 2= Y Zmenm erhalten wir
k=1 =1 m=1
somit wegen der Multilinearitat von F

3 3
F(X,y,z) = E E Z xkygsz(ek7ez,em) = 0. 0
k=14=1m=1
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2.8* Konstruktion der n X n—Determinante durch Entwicklung nach
Zeilen

Hier soll durch Induktion gezeigt werden, dafl es zu jedem n > 2 eine Determi-
nantenform D,, auf IK" gibt. Gleichzeitig soll der Laplacesche Entwicklungssatz
nach Zeilen bewiesen werden. Der Entwicklungssatz nach Spalten ergibt sich
in 3.1.

(a) Fir n = 2 liefert D2(A) = a11a22 — a12a21 eine Determinantenform in den
Spalten von A = (a;), und das ist nach 2.7 die einzige.

(b) Induktionsschritt. Wir nehmen an, fir n > 3 sei schon eine Determinan-
tenform D, auf K™™' gegeben. Wir wihlen ein beliebiges i € {1,...,n} und
halten es fest. Fiir n x n—Matrizen A definieren wir geméfl dem Laplaceschen
Entwicklungssatz

() Dn(A) = Z (=1)* ;D1 (Asy).

Wir zeigen, dafl D,, eine Determinantenform in den Spalten ai,...,a, von A
liefert.

Die Multilinearitdt von D, ist gegeben, wenn jeder der Ausdriicke a;; Dn—1(Ai;)
eine n—Form liefert. Die Abbildung a; +— aijDn—1(As;) ist linear, da a; in A;j;
nicht auftritt. Fir k£ # j hangt a;; nicht von a; ab, und nach Induktionsvoraus-
setzung ist ay — Dn—1(A;ij) linear. Damit hangt a;; Dn—1(A;;) linear von ay
ab. Also ist jeder Ausdruck a;; Dn—1(A;sj) eine n—Form in  aj,...,an.

D,, ist alternierend. Nach 2.4 geniigt der Nachweis, da§ D, (A) Null wird, falls
zwei benachbarte Spalten gleich sind. Sei etwa ar = ap41. Dann hat A;; fiir
j#k,j#k+1 zwei gleiche Spalten, also ist Dp—1(A;;) = 0 nach Induktions-
voraussetzung und 2.3. Von der Summe (*) bleibt nur noch

D,(A) = (_1)i+kaian—l(Aik) + (_1)i+k+lai,k+1Dn71(Ai,k+1) .

Wegen a, = ap41 gilt aber a;x = ai,k+1 und A = A; k1. Daher ist Dy, (A) = 0.

Fir die Einheitsmatriz E ist D, (E) = 1. Denn fiir j # ¢ hat E;; die i—te Spalte
0, und Ej; ist die (n — 1) X (n — 1)~Einheitsmatrix, also ist nach Induktionsvor-
aussetzung Dy —1(Fs;) = 1. Es folgt

Dn(E) = i(—l)iﬂ&jl)n—l(ﬂj) = (=)' Dn-1(Eu) = Dp1(Eu).

(¢) Ergebnis. Nach dem Induktionsprinzip gibt es fir jedes n > 2 wenigstens
eine Determinantenform D,, auf IK™. Die scheinbare Willkiir der Wahl von 7
in (%) erledigt sich mit dem Eindeutigkeitssatz 2.7: Da es hochstens eine n—
Determinantenform geben kann, liefert (x) fir jedes ¢ dasselbe.
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3 Die Eigenschaften der Determinante

3.1 Die Determinante der Transponierten

Es gilt |AT| = |A|. Dabei ist AT die zu A transponierte Matriz:

@11 a1 - apl ail aiz - Ain
T a1z a2 - A2 a1 Gz -+ A2n
A" = . . . fir A =
A1n Q2n *** Ann anl Qn2 *** Gnn
BEWEIS.
. ail a21 ail ai2 . .
Offenbar ist = ai1a22 — (21012 = . Sei also n > 2. Es gilt
a12 a2 a1 a22
’AT’ = det(z1,...,2n), WO Z1,...,2, die Zeilenvektoren von A sind. Wir be-
trachten andererseits D(z1,...,2z,) = |A|, aufgefait als Funktion der Zeilen zj.

Fir jedes i € {1,...,n} ist D linear in z;. Das ergibt sich durch Entwickeln
nach der i—ten Zeile gem&f 2.8 (x):

(*) D(z1,...,2n) = Al = 3 (1) ay|Ayl.
j=1

Bei dieser Entwicklung kommt z; nicht in A;; vor.

Damit ist D eine n—Form. Ferner ist D(e1,...,e,) = |E| = 1. Wir zeigen jetzt,
daBl D alternierend ist. Sei zp = zgy1. Wir betrachten die Entwicklung (x) fiir
ein von k und k + 1 verschiedenes i. Bei dieser ist |A;;] = 0 fiir jedes j. Denn

Ai; hat zwei gleiche Zeilen, also nicht den vollen Rang n — 1. Somit sind auch
die Spalten von A;; linear abhéngig, und nach 2.3 ergibt sich |A;;| = 0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz 2.7 fiir Determinantenformen folgt

|A| = D(z1,...,2n) = det(z1,...,2n) = ’AT’. O
Beweis des Laplaceschen Satzes iiber Entwicklung nach Spalten. Wir be-
achten, daf (AT)kj = (A;)7", also (AT)kj = |Ajk|. Somit folgt mit 2.8

A = |AT] = Zl(—l)k“afj (AT)kj = Zl(—l)j+kajk|Ajk|, O

i= j=

3.2 Multiplikationssatz und Folgerungen
(a) Fir n x n-Matrizen A,B gilt |AB| = |A|-|B|.
(b) Fiir invertierbare Matrizen A gilt |A| #0 und

|A™ =147t
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(c) A ist genau dann invertierbar, wenn |A| # 0. Es gilt also

|A| # 0 <= Das Gleichungssystem Ax=Db ist universell und eindeutig losbar
<= Die Spalten von A sind linear unabhdngig
<= Die Zeilen von A sind linear unabhdingig
<= Rang A =n.
BEWEIS.
(a) Sind bq,..., by, die Spalten von B, so hat AB die Spalten Ab,..., Ab,.
Fiir festes A und beliebige Matrizen B betrachten wir
F(bi,...,by) := det(Aby,..., Ab,) = |AB|.

F ist linear in jedem by als Hintereinanderausfithrung der linearen Abbildun-
gen by — Aby und a; — det(ai,...,ax,...,a,). Ferner ist F alternierend.
Schliellich gilt mit den Spalten a, = Aex von A

F(e1,...,ep) = det(ai,...,a,) = |A].

Durch G(bi,...,by) = |A|det(by,...,b,) = |A] - |B] ist ebenfalls eine n—
Form G gegeben mit G(es,...,e,) = |A|. Nach dem Eindeutigkeitssatz 2.7
folgt F =G, d.h. |AB| =|A|-|B|.

(b) folgt nach dem Multiplikationssatz wegen 1 = |E| = |AA™"| = |A[- [A7}].
(c) Ist A invertierbar, so folgt |A| # 0 aus 1 = |E| = |A- A7 = |A] - |[A7}].
Ist A nicht invertierbar, so sind nach §16:3.3 die Spalten aj,...,a, linear
abhingig, und mit 2.3 folgt |A| = 0. O

3.3 Die Determinante einer linearen Abbildung

STAS| = |A|

(b) Fiir eine lineare Abbildung L : V — V eines endlichhdimensionalen Vek-
torraums V ist die Zahl |Mg(L)| von der gewdhlten Basis B fir V' unabhdngig.

(a) Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinante,

Wir bezeichnen diese Zahl mit det L und nennen sie die Determinante von L.
BEWEIS.
(a) Nach dem Multiplikationssatz 3.2 (a) und nach 3.2 (b) gilt

|STrAS| =[S - 1AS| = |7 1Al 18] = |A].

(b) Sind A und B zwei Basen von V, A = M4(L) und B = Mp(L), so gilt
nach §15:7.3 B = S~ 'AS mit einer Transformationsmatrix S. Nach (a) folgt
daraus |B| = |5’71AS| =|A4|. O

Zeigen Sie, daf} fiir lineare Operatoren Li,Ls : V — V der Multiplikati-
onssatz det(LiL2) = det Ly - det Lo gilt.
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3.4 Die Matrix der Adjunkten

Zu gegebener n x n-Matrix A = (a;) wollen wir eine Matrix A% = (a7 )
bestimmen mit der Eigenschaft

(a) A-A* = A* . A = |A| . E

Ist eine solche Matrix A% gefunden, so gilt im Fall der Invertierbarkeit von A

-1 _ = A#
(b) A ‘A‘A

In Koordinatenschreibweise bedeutet die Forderung (a)
Za”a]k E:Ia”a]k = |Aldix (,k=1,...,n).
J

Fiir ¢ = k ist insbesondere zu fordern
E a”aﬂ Z ajkak] = |A].

Der Vergleich mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz 2.5 (c) legt nahe,
aft = ()M Ay fir k=1,...,n

zu setzen, genannt die Adjunkte von ay;.
Bei dieser Wahl ist (c) auch fiir ¢ # k richtig. Denn nach dem Entwicklungssatz
ist

n

j+k
> aialy, = 2 (=1 Fay| Al
i1

Jj=1

die Determinante derjenigen Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k—te Zeile
durch die i—te ersetzt. Weil diese Matrix zwei gleiche Zeilen besitzt, verschwindet
nach 3.2 ihre Determinante (Spaltenrang < n). Somit ist

> agal, =0 fir i£k.
j=1

Analog ergibt sich E a bajrk = 0 fir i#£ k.
j=1
3.5 Die Cramersche Regel

Fir eine invertierbare n X n—-Matriz A = (a1, ...,a,) tber K und b € K" ist
die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems Ax = b gegeben durch

1 L
z; = —— det(a1,...,a;—1,b,a;41,...,a,) fir i=1,...,n.

A
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Die im Zahler stehende Matrix entsteht also aus A durch Ersetzen der i—ten
Spalte durch den Vektor b. Fiir n = 3 liefert die Cramersche Regel (vgl. 1.2)

b1 a12 ai3 ai1 b1 a3 a11 a1z b
T = _\A| b2 a2 azs |, x2 = _|A\ a1 b2 azs |, 3 = _\A\ az1 azz ba
bs as2 ass as1 bs ass as1 asz bs

BEMERKUNG. Zur praktischen Berechnung der Losung ist die Cramersche Re-
gel nur fir 2 x 2-Gleichungssysteme sinnvoll, denn fiir n > 3 werden fiir die
Determinantenberechnung viel mehr Rechenschritte bendtigt als beim Elimina-
tionsverfahren in §16:4.1, vgl. 3.6.

Die Cramersche Regel ist jedoch wichtig fiir den Nachweis, dal die Lésungen
Z1,...,%Tn ,stetig® von den Matrixkoeffizienten a;; und den b; abhéngen.
BEWEIS.

Fiir die eindeutig bestimmte Losung x des Gleichungssystems Ax = b gilt
nach 3.4

1
x = A7'b = —A%Db,
A
also
|Alz; = Y aliby = S (—1)F by | Ay
k=1 k=1
= det (al, coai-1,byait, .. ,,an)
(Entwicklung nach der i—ten Spalte). O

3.6 Zur Berechnung von Determinanten

Die Determinante einer n x n—Matrix A &ndert sich nicht, wenn ein Vielfaches
einer Zeile von einer anderen subtrahiert wird [UA]. Durch solche Umformun-
gen (Elimination ohne Normierung der Kopfzeile) 148t sich A in eine ,obere
Dreiecksmatrix“ D iiberfihren. Nach 2.6 (¢) ist |A| = |D| das Produkt der Dia-
gonalelemente von D.

AUFGABE.

(a) Bestimmen Sie die Anzahl E, der auszufiihrenden Rechenoperationen bei
Automatisierung dieses Verfahrens zur Berechnung von |A|. (Es ergibt sich ein
Polynom dritten Grades in n.)

(b) Bei systematischer Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes sind
L(n) Rechenoperationen anzusetzen. Bestimmen Sie L(n) (GréB8enordnung n!).

(c) Stellen Sie fiir n = 2,...,10 die Zahlen E(n), L(n) in Tabellenform zusam-
men. Von welchem n ab ist die Eliminationsmethode weniger rechenaufwendig?
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4 Das Volumen von Parallelflachen

4.1 Definition

Unter einem n—dimensionalen Parallelflach oder Parallelotop verstehen wir
eine Menge der Gestalt

Plai,...,a,) = { Y tiai [0<t; <1 fiir i=1,...,n}
i=1
und jede aus einer solchen Menge durch Translation hervorgehende.

Fiir n = 1 ist ein Parallelflach eine Strecke, fiir n = 2 ein Parallelogramm und
fiir n = 3 ein Spat (vgl. §6:5.5).

Plei,...,en) = {x€R"|0<x; <1 fir i=1,...,n}

ist der n—dimensionale Einheitswiirfel.

4.2 Grundeigenschaften des n—dimensionalen Volumens

(a) Der Flicheninhalt des von a1 = (ZH> , as = (
21

a
12) € R? aufgespannten
a22

Parallelogramms ist gegeben durch
lai]| - |laz]| - [sinp| = |a11a22 — a12a21| = |det(as,az)|,

vgl. §6:3.
(b) Der Rauminhalt V des von ai,az,as aufgespannten Spats ist nach § 6:5.5
gegeben durch |{ai1 x az,as)|. Aus 1.2 und 2.6 (a) entnehmen wir

V = |det(ai,az,a3)|.

(¢) Die Einfithrung eines Volumenbegriffs fiir n—-dimensionale Figuren erweist
sich sowohl in der Physik (statistische Mechanik) als auch von der mehrdimen-
sionalen Integralrechnung her als notwendig. Wir beschranken uns an dieser
Stelle auf das Volumen von Parallelflachen und wollen den Volumenbegriff aus
einfachen plausiblen Grundannahmen ableiten.

Zunéachst soll das Volumen zweier Parallelflache, die durch eine Translation
auseinander hervorgehen, gleich sein, das heifit, das Volumen eines Parallel-
flaches ag+ P(ai,...,an) soll nur von den aufspannenden Vektoren ai,...,an
abhingen. Wir bezeichnen dieses mit V(ai,...,an).

Fiir die Funktion V' stellen wir die drei Forderungen auf:

(a) Positive Homogenitdt in jeder Richtung:
V( ey 1,05, 441, - - ) = |CY| V(al, e ,an)

fiir jedes i =1,...,n und «a € R.
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(b) Cavalierisches Prinzip:
V(...,a; + c@p,...,ak,...) = V(...,a,...,8k...)

fir a € R und i #k.
(¢) Der Einheitswirfel hat das Volumen 1: V(ei,...,e,) = 1.

Die Eigenschaft (a) bedeutet, dafl bei einer Streckung bzw. einer Stauchung mit
einer positiven Zahl a sich das Volumen um den gleichen Faktor &ndert.

CAVALIERI niitzte folgendes, schon von
ARCHIMEDES, KEPLER und GALILEO
verwendete Prinzip systematisch aus:
Schneidet jede zu einer Grundebene
parallele Ebene aus zwei Raumkorpern
jeweils flachengleiche Figuren aus, so
sind diese Korper volumengleich. Thm
geniigte als Begriindung, dafl die
Korper aus den Schnittfiguren aufge-
baut sind. Demnach wére ein Spat ein
Stapel diinner Blatter, dessen Volumen
sich beim Verrutschen nicht &ndert.

4.3 Volumen und Determinante

Es gibt genau eine Funktion V : R"Xx---xR"™ — R, welche die Forderungen (a),
(b) und (c) erfullt; diese ist gegeben durch

V(ai,...,an) = |det(as,...,an)|.
V(ai,...,an) heifit das n—dimensionale Volumen des Parallelflachs
ap + P(ai,...,an).

BEWEISSKIZZE.
(a) |det(ai,...,an)| hat die Eigenschaften (a),(b),(c) von 4.2 [Ta].
(b) Fiir eine Funktion V' mit den Eigenschaften (a),(b),(c) von 4.2 sei

V(ai,...,an
F(al, . ,an) = m det(ah . ,an) s
falls aiq,...,a, linear unabhéngig sind und F(ai,...,a,) := 0 sonst. Zu zeigen

ist, daf3 F" eine Determinantenform ist. Um die Linearitat von F in der (0.B.d.A.)
ersten Variablen a; nachzuweisen, setze man a; = ax+ By und untersuche die
drei Fille
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(i) ag,...,a, sind linear abhéngig,

(ii) Py ist eine Linearkombination von ag,...,an,

(iii) ax ist eine Linearkombination von By, as,...,a, [UA].

Dafl F' alterniert, ergibt sich nach 2.4. Weitere Einzelheiten finden Sie bei
[SPERNER]. O

4.4 Volumenidnderung unter affinen Abbildungen
Eine Abbildung 7 : R™ — R" der Gestalt

x — Ax+c

mit einer n X n—Matrix A und einem festen Vektor ¢ € R" heif3t affine Ab-
bildung des R".

Fir ein Parallelflach P = ap + P(au,...,a,) ist die Bildmenge unter T,
T(P) = T(ag) + P(Aay,..., Aa,),

wieder ein Parallelflach [UA]. Fiir das Volumen V(T(P)) gilt der

Satz. Unter einer affinen Abbildung
T:x+— Ax+c

wird das Volumen jedes Parallelflachs P um den Faktor |det A| gedndert:
V(T(P)) = |det A| - V(P).

BEWEIS.

Wegen der Translationsinvarianz des Volumens erhalten wir aus 4.3

V(T(P)) = |det(Aai,...,Aa,)|, V(P) = |det(ai,...,a,)| = |det B,

wobei B die Matrix mit den Spalten ay,...,a, ist.

Die Matrix AB hat die Spalten Aai,..., Aa, , also gilt nach dem Multiplikati-
onssatz V(T(P)) = |det(AB)| = |det A -det B| = |det A| - V(P). O
4.5 Aufgabe

Fiir Vektoren ai,...,a, des R™ heifit die Matrix mit den Koeffizienten
git = (a,ar) (,k=1,...,n)

die Gramsche Matrix und g = det(g;x) die Gramsche Determinante.

Zeigen Sie fiir das Volumen des von ay, ..., a, aufgespannten Parallelflachs

Viai,...,an) = /9.
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5* Orientierung und Determinante

5.1 Orientierung eines n—dimensionalen Vektorraums

Zwei Basen A = (a1,...,an), B = (b1,...,by) eines reellen Vektorraumes V'
heiBen gleich orientiert, wenn die Transformationsmatrix S = Mg (1) po-
sitive Determinante hat. Sie heiflen entgegengesetzt orientiert, wenn det S
negativ ist.

Im Fall n =1 heiflen die Basen A = {a}, B = {b} gleich orientiert, wenn b ein
positives Vielfaches von a ist, sonst entgegengesetzt orientiert.

Die Gesamtheit aller Basen von V zerféllt so in zwei disjunkte Klassen gleich
orientierter Basen. Im IR? ist eine dieser Klassen in natiirlicher Weise vor der
anderen ausgezeichnet: Man nennt tiblicherweise die kanonische Basis und alle
gleich orientierten Basen positiv orientiert. Auf einer Ursprungsebene des R®
gibt es keine in natiirlicher Weise ausgezeichnete Orientierung; man kann die
Ebene von zwei verschiedenen Seiten her betrachten. Um auch hier einen Ori-
entierungssinn einzufiihren, hat man eine bestimmte Basis auszuwahlen und als
positiv orientiert festzulegen.

Allgemein heifit V' ein orientierter Vektorraum, wenn eine bestimmte Ba-
sis B als positiv orientiert ausgezeichnet ist. Dann heiflen alle zu B gleich
orientierten Basen positiv orientiert, die anderen negativ orientiert.

Im IR™ zeichnen wir immer die kanonische Basis als positiv orientiert aus.

Das Vektorprodukt zweier linear unabhéngiger Vektoren a,b € R> hat die
Eigenschaft, dal die Basis (a,b,a x b) die gleiche Orientierung hat wie die
kanonische. Denn fiir die Determinante ( = Spatprodukt) gilt

det(a,b,ax b) = (axb,axb) > 0.

Damit ist nicht bewiesen, dal das Vektorprodukt der Dreifingerregel geniigt. Die
hier gegebene algebraische Charakterisierung der Orientierung beschreibt nur
einen Teil dessen, woran wir bei der Orientierung des physikalischen Anschau-
ungsraumes denken, beispielsweise, dafl bei der Kreiselbewegung eines starren
Systems von Massenpunkten die Orientierung erhalten bleibt. N&heres zur Fra-
ge einer ,topologischen“ Beschreibung des Begriffs , gleichorientiert* finden Sie
bei [G. FISCHER, 4.4].

5.2 Orientierungstreue lineare Abbildungen

Ein bijektiver linearer Operator T eines n—dimensionalen reellen Vektorraumes
heif}t orientierungstreu, wenn 7T jede Basis in eine gleichorientierte Basis
iberfiihrt.

T ist genau dann orientierungstreu, wenn detT > 0.

Denn ist A = (ai1,...,an) eine Basis von V und B = (Ta1,...,Tan), so ist die

Transformationsmatrix S = Mg'(1) von A nach B im Sinne von 5.1 gerade
die Matrix M4(T), und es gilt det MA(T) = detT.
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5.3 Beispiele

(a) Drehungen in der Ebene sind orientierungstreu. Nach § 15:4.3 hat die Dre-
hung D, beziiglich der kanonischen Basis die Matrix

(cosa —sin «

. mit Determinante 1.
sin « Cos «

(b) Spiegelungen an einer Geraden der Ebene sind nicht orientierungstreu.
Nach § 15:4.3 (c) hat eine Spiegelung beziiglich einer geeigneten Basis die Matrix

<(1) _?) mit Determinante —1.

§ 18 Eigenwerte und Eigenvektoren

1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem

1.1 Gekoppelte Pendel

Zwei starre Pendel der Masse m sind
durch eine Feder verbunden, welche in
der Ruhelage ¢1 = 0, ¢2 = 0 ent-
spannt ist (Fig.). Wir diirfen uns ih-
re Massen in den Schwerpunkten kon-
zentriert denken. Die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen lauten bei kleinen

#1 (2]

Auslenkungen
mig1 = —mgp1 + k(2 — ¢1),
mige = —mgp2 — k(g2 — @1).

Mit den Abkiirzungen z1 = mlpi, z2 = mlps, a = %, B = % erhalten wir

das System von Differentialgleichungen
¥ = —ax1 + B(r2 — 1), 2 = —axe— B(z2 —z1).

Die beiden Differentialgleichungen sind miteinander gekoppelt; keine kann fiir
sich allein gel6st werden. Wir schreiben das System in der Form

X(t) = Ax(t) mit A= (—aﬁ—ﬂ _aﬂ_ ﬁ) und x(t) = (ml(t)> _

.’Ez(t)

Wir versuchen nun dieses System mit Hilfe einer Koordinatentransformation
zu entkoppeln. Ist S eine zeitunabhéngige, invertierbare Matrix, so filhren wir
zunéchst wie in § 15:7 neue Funktionen y1, y2 ein mit



344 8§18 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.3 Beispiele

(a) Drehungen in der Ebene sind orientierungstreu. Nach § 15:4.3 hat die Dre-
hung D, beziiglich der kanonischen Basis die Matrix

(cosa —sin «

. mit Determinante 1.
sin « Cos «

(b) Spiegelungen an einer Geraden der Ebene sind nicht orientierungstreu.
Nach § 15:4.3 (c) hat eine Spiegelung beziiglich einer geeigneten Basis die Matrix

<(1) _?) mit Determinante —1.

§ 18 Eigenwerte und Eigenvektoren

1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem

1.1 Gekoppelte Pendel

Zwei starre Pendel der Masse m sind
durch eine Feder verbunden, welche in
der Ruhelage ¢1 = 0, ¢2 = 0 ent-
spannt ist (Fig.). Wir diirfen uns ih-
re Massen in den Schwerpunkten kon-
zentriert denken. Die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen lauten bei kleinen

#1 (2]

Auslenkungen
mig1 = —mgp1 + k(2 — ¢1),
mige = —mgp2 — k(g2 — @1).

Mit den Abkiirzungen z1 = mlpi, z2 = mlps, a = %, B = % erhalten wir

das System von Differentialgleichungen
¥ = —ax1 + B(r2 — 1), 2 = —axe— B(z2 —z1).

Die beiden Differentialgleichungen sind miteinander gekoppelt; keine kann fiir
sich allein gel6st werden. Wir schreiben das System in der Form

X(t) = Ax(t) mit A= (—aﬁ—ﬂ _aﬂ_ ﬁ) und x(t) = (ml(t)> _

.’Ez(t)

Wir versuchen nun dieses System mit Hilfe einer Koordinatentransformation
zu entkoppeln. Ist S eine zeitunabhéngige, invertierbare Matrix, so filhren wir
zunéchst wie in § 15:7 neue Funktionen y1, y2 ein mit



1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem 345
v = (1) = 57x0. x0) = syl

Fir y(t) erhalten wir ein transformiertes System
SY(t) = = Sy(t) = X(t) = Ax(t) = ASy(t),

also

(x)  ¥(t)=5""ASy(1).

Wir suchen nun eine Matrix S, fiir die S™'AS eine Diagonalmatrix ist:

e (MO
stas = (42).

Dann ist (%) dquivalent zu den Schwingungsgleichungen

§1(t) = yi(t),  2(t) = Aaya(1),

die unabhéngig voneinander l6sbar sind. Die Bestimmung von S und die Lésung
des Pendelproblems erfolgt in 5.1. Wegen der Tragweite solcher Entkopplungs-
anséitze (vgl. 5.2 und §20:5) definieren wir:

1.2 Diagonalisierbarkeit und Eigenwertproblem

Eine n x n—Matrix A mit Koeffizienten aus IK heifit diagonaléhnlich (oder
diagonalisierbar) iiber K, wenn es eine invertierbare n x n—Matrix S mit
Koeffizienten aus K gibt, so da S~'AS Diagonalgestalt hat:

A1 0
STtAS = =D mit Ai,...,\ € K.
0 An
Sind vi,..., v, die (linear unabhéngigen) Spalten von S, so ist die Beziehung
ST'AS =D bzw. AS=SD
dquivalent zu den Gleichungen
Avi=Mvi, ..., Avy = Ay
Die Bestimmung von S fiihrt also auf folgendes Eigenwertproblem: Gesucht
sind alle A € K, fiir welche die Gleichung Ax = Ax nichttriviale Losungen x
besitzt. Jede solche Lésung x # 0 heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert

A. A ist somit genau dann diagonaldhnlich, wenn es eine Basis (Vi,...,Vn)
aus Figenvektoren gibt.
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2 Eigenwerte und Eigenvektoren

2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren linearer Operatoren

In diesem Band entwickeln wir die Eigenwerttheorie nur fiir den endlichdimen-
sionalen Fall. Eigenwerte und Eigenvektoren von Operatoren in unendlichdimen-
sionalen Vektorrdumen spielen jedoch fiir die Losung linearer partieller Differen-
tialgleichungen und fiir die Quantenmechanik in Band 2 eine so tragende Rolle,
dal wir diese Begriffe hier gleich allgemein fassen sollten. Auch fiir gekoppelte
Systeme von Massenpunkten ist es zweckméafig, Eigenwerte von Operatoren zu
betrachten (§20:5.2).

Sei V ein Vektorraum tiber IK, U ein Teilraum und T : U — V ein linearer
Operator. Im endlichdimensionalen Fall ist immer U = V. Eine Zahl A € K
heiffit Eigenwert von T, wenn es einen von Null verschiedenen Vektor v € U
gibt mit

Tv=Mv.

v heif3t dann Eigenvektor von T zum Eigenwert .

A ist genau dann ein Eigenwert von T, wenn die lineare Abbildung
ur— Tu—du = (T—Al)u

nicht injektiv ist, d.h. wenn Kern (T'— A1) nicht nur aus dem Nullvektor besteht.
Wir bezeichnen dann Ny := Kern (T—\1) als den zu A gehorigen Eigenraum.
Dieser enthélt alle Eigenvektoren zum Eigenwert A und den Nullvektor.
BEISPIELE.

(a) Die Identitat 1 : u +— wu besitzt nur den Eigenwert 1; der zugehorige
Eigenraum ist ganz V. Entsprechend hat der Nulloperator nur den Eigenwert 0.
(b) Die Spiegelung im RR? an der Ebene Span{a,b} besitzt die beiden Eigen-
werte
1 mit Eigenraum N; = Span{a,b}
—1 mit Eigenraum N_; = Span{a x b}.

(c) Die Drehung im R? um den Nullpunkt mit Drehwinkel 7/2 besitzt keine
Eigenwerte. Denn kein von Null verschiedener Vektor wird in ein Vielfaches von
sich iibergefiihrt.

(d) Im Zusammenhang mit Saitenschwingungen und mit Warmeleitungspro-

blemen behandeln wir in Band 2 Beispiele von folgendem (unendlichdimensio-
nalen) Typ:

T:—j—; : U —V mit U:{ueCQ[OJ] | u(0)=u(1)=0}, V = CJ0,1].

AUFGABE. Zeigen Sie, da8 T genau die Eigenwerte A, = n*7? (n € IN) besitzt,
und daf} die Eigenrdume N),, eindimensional sind.
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2.2 Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren

(a) SATZ. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhdingig:
Sind pi, ..., um voneinander verschiedene Eigenwerte von T und vi,...,vm
zugehérige Figenvektoren, so sind diese linear unabhdngig.

(b) FOLGERUNG. Sind pi,...,um paarweis verschiedene Eigenwerte von T
und sind B; Basen fir N; :== Kern (T — p;1) (i =1,...,m), so bilden diese
zusammengenommen, eine linear unabhdngige Menge M.
BEWEIS. (a) ist klar fir m = 1, da v1 # 0. Sei die Behauptung fir m >
1 richtig, und fiir die Eigenvektoren vi,...,vm+1 von T zu den Eigenwerten
Wiy bmt1 gelte
(*)  a1vr 4+ amr1Vme1 = 0. Es folgt

m1

0 = (T—pm411)0 = (T—Mm+1]1)( > agug )
_— " k=1
= > oan(Tve — prms1vi) = Y aw(fne — fimt1)Vk -
k=1 k=1
Da wv1,...,vm nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, folgt o (ke —pim+1) =
0 fir k=1,...,m,also a1 = -+ = am =0 wegen pr # pm+1 fur k < m.

Aus (x) folgt am+1Um+1 = 0, also auch am+1 =0 wegen vm41 # 0.

(b) Seien wv;p, fir k=1,...,n; die Vektoren der Basis B; fir N; (i =1,...,m),

also M ={vyx |i=1,...,m; k=1,...,n;}. Angenommen
m NG m 4
Z Z a;irvi, = 0, d.h. Z w; =0 mit w; := Z oipUik € Ny .
i=1k=1 i=1 k=1

Keiner der Vektoren w; kann Eigenvektor sein, sonst wiirde sich aus Y w; = 0
i=1
ein Widerspruch zu (a) ergeben. Somit folgt fir 1 <7 <m

g
0 = w; = Zo‘ikvik7 also o, =0 fir k=1,...,n;
k=1
wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren v;; von B;. O

2.3 Eigenwerte und Eigenrdume dhnlicher Matrizen

(a) Fir eine Matrix A € M(n,KK) sind die Eigenwerte und Eigenvektoren
gemafl 1.2 diejenigen des Operators T : K" — K", x +— Ax, den wir im
folgenden héufig ebenfalls mit A bezeichnen.

(b) Sei T :V — Veine lineare Abbildung eines n—dimensionalen IK—Vektor-
raums V mit Basis A und A = M(T') die zugehérige Koeffizientenmatrix.
Fir den Koordinatenvektor x = (v)a gilt dann Tv = Av < Ax = Ix.
Nach §15:6.2 ist die Koordinatenabbildung v + (v)a dimensionserhaltend,
woraus folgt

dimKern (T'— A1) = dimKern (A — A\E) = dim{x € K" | Ax = Ax}.



348 §18 Eigenwerte und Eigenvektoren

Da dies fiir jede Matrixdarstellung gilt, haben &hnliche Matrizen dieselben Ei-
genwerte, und die zugehorigen Eigenrdume haben gleiche Dimension.

3 Das charakteristische Polynom

3.1 Das charakteristische Polynom einer Matrix

SATZ. (a) Fir eine n x n-Matriz A mit Koeffizienten aus K ist durch
pa(z) := det(A — zF)

ein Polynom n—ten Grades definiert, das charakteristische Polynom von A.
Dieses hat die Gestalt

pa(z) = (—z)" + (Spur A) (—z)" ' + ... +det A.
Dabei ist die Spur von A die Summe der Diagonalelemente von A:

Spurd = > apk.
k=1
(b) Eine Zahl X € K ist genau dann Eigenwert von A, wenn
det(A—A\E) = 0,
d.h. wenn X\ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms in IK ist.

BEMERKUNG. Im Fall IK = C gibt es nach dem Fundamentalsatz der Algebra
immer mindestens einen Eigenwert. Im Fall IK = R braucht das nicht zu gelten;
fiir die Matrix A einer ebenen Drehung um 7/2 gilt z.B.

A= (? _(1)>, pa(z) =

BEWEIS.

—X —1 2
1 —x’ =z +1.

(b) A ist genau dann Eigenwert, wenn die Gleichung (A — AE)x = 0 eine
nichttriviale Lésung x # 0 hat; das bedeutet, dal A — AF nicht invertierbar ist,
also det(A — AE) = 0 nach §17:3.2(c).

(a) (1) Zunachst bestimmen wir das konstante Glied in pa(x):
pa(0) = det(A—0-FE) = det A.

(2) Alsdann stellen wir fest: Sind A und B beliebige n x n—Matrizen, so ist
det(A—zB) ein Polynom vom Grad < n. Der einfache Induktionsbeweis durch
Entwicklung nach der letzten Spalte sei dem Leser als iiberlassen.

(3) Die restlichen Behauptungen (a) beweisen wir fiir n > 2 mit der Varian-
te §1:6.8 des Induktionsprinzips.

Fir n =2 ist

ail —T ai2 2
pa(z) = = 2" — (a1 + a22)z + anaz — aizaz .
a21 a2 — T
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Die Behauptung sei fiir alle k x k—Matrizen mit k < n schon richtig und A eine
n X n—Matrix, n > 3. Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

ail — T a12 B A1n

a21 a2 — T a2n n 1

= (ann —2) Pi(z) + Y (1) awPu(z).
k=2

anl an2 e Ann — T

Nach Induktionsannahme ist
a2 — T - az2n
Pa)=| : i | =(o" (Z) (—2)" % 4+ ...
an2 tt ann — T =2

Ferner sind die P, Polynome vom Grad < n — 2. Das ergibt sich durch Ent-

wicklung nach der ersten Spalte, welche  nicht enthélt, und durch Anwendung
der Feststellung (2).

Damit haben wir insgesamt

n

det(A —zE) = (an —2) ((—2)" "+ (X ame ) (—2)" ) + q(x)

k=2

=(a)"+ ( Yaw ) (—2)" " +r(z)
k=1
mit Restpolynomen ¢ und r vom Grad < n — 2. O

3.2 Das charakteristische Polynom eines linearen Operators

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber IK und 7' € L£(V). Hat T
beziiglich irgend einer Basis A von V die Matrix A, so definieren wir das cha-
rakteristische Polynom pr von T durch

pr(z) =pa(z) = det(A —zF).

In diese Definition geht die Wahl der Basis nicht mit ein, denn es gilt der
Satz. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

BEWEIS.

Sei A= Ma(T) und B = Mp(T). Dann gibt es nach §15:7.3 eine Transfor-
mationsmatrix S mit B = S™'AS. Daher gilt

ps(z) = |B—zE| = |ST'AS — 287 ES|

=[S (A-2E)S| = |S| ' |A—=E|-|S| = |A—2E| = pa(z)

nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten §17:3.2 (a), (b). O
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3.3 Algebraische und geometrische Vielfachheit

Ein Eigenwert A von T hat die algebraische Vielfachheit oder Ordnung k,
wenn \ eine k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, d.h. wenn
es ein Polynom ¢ gibt mit

pr(z) = (z—N)"q(z) und g(A) #0.

Man spricht in diesem Fall auch von einem k—fachen Eigenwert.

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A von T ist definiert als die
Dimension des zugehorigen Eigenraums Nj.

BeispieL. Fiir die Matrix
A1
gilt pa(z) = (z — \)?, also ist A zweifacher Eigenwert. Der Eigenraum ist
0 1
Ny = Kern (A — AE) = Kern (0 0) = Span{ei}.

Die geometrische Vielfachheit ist somit 1. Allgemein gilt der
Satz. Die geometrische Vielfachheit ist héchstens gleich der algebraischen.

BEwEIs [FISCHER, S. 171].

3.4 Summe und Produkt der Eigenwerte

Sind pi,. .., ur die verschiedenen komplexen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von A, ki,...,k, die entsprechenden Ordnungen, so gilt

Spur A = ki + ... + krfr,
det A = ,ulfl i

BEWEIS: Direkt aus 3.1 (b) und den Vietaschen Wurzelsétzen §5:10.4. O

4 Diagonalisierbarkeit von Operatoren

4.1 Ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit von Operatoren

FEin linearer Operator T' eines n—dimensionalen Vektorraumes V' iiber KK heifit
diagonalisierbar, wenn es eine aus Eigenvektoren von T bestehende Basis
B = (vi,...,vp) flir V gibt, fir die also gilt

Tvr = Agvr mit Ay €K fir k=1,...,n.
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Das bedeutet fiir die Koeffizientenmatrix beziiglich dieser Basis

A 0
Mg(T) = D = ( )
0 An

SATz. T ist genau dann diagonalisierbar, wenn pr tuber IK zerfdllt und fir jede
Nullstelle von pr die algebraische und die geometrische Vielfachheit tberein-
stimmen.

Insbesondere ist ein Operator T sicher dann diagonalisierbar, wenn sein cha-
rakteristisches Polynom n verschiedene Nullstellen in IK hat.

BEWEIS.

(a) Sei T diagonalisierbar, Tvy = A\gvr, (K =1,...,n) und B = (vi,...,vn)
eine Basis fir V. Die Matrix Mg(T') ist dann die oben angegebene Diago-
nalmatrix D. Nach 3.2 ist pr(z) = pp(z) = |D — zE|. Seien pa,...,u, die
verschiedenen Nullstellen von pr und k1, ..., k, die zugehdrigen algebraischen
Vielfachheiten. Durch eventuelle Umordnung der Basisvektoren kénnen wir er-
reichen, daf

)\1:~-~:Ak1:ll17 ey >\n—kr+1:--v:)\nzﬂr-

Es gentigt zu zeigen, dafl dim N,, = k1, denn der allgemeine Fall dim N, = k;
kann durch Umnumerierung der Basisvektoren auf diesen speziellen Fall zuriick-
gefiihrt werden.

Hat der Koordinatenvektor x = (u)p die Komponenten z1,...,Zn, so gilt

UEN, < (D—mE)x=0 <= (A —p1)zp =0 fir k> k

<z, =0 fir K>k <= x¢&Span{er,...,ex}.
Nach 2.3 folgt dim N, (T') = dimKern (D — 1 E) = k.
(b) Seien pi,...,ur die verschiedenen Eigenwerte von T, ki,...,k, ihre

Ordnungen und dimN,, = k; (i = 1,...,r), und es gelte Y ki = n. Wir
i=1

wahlen Basen By fir Nu,,...,B, fir N, . Nach 2.2 (b) bilden die Vektoren

von By U---U B, ein System von n linear unabhangigen Vektoren und damit

eine Basis fiir V.

(c) Hat T lauter verschiedene Eigenwerte A1, ..., A, undsind v1,...,v, jeweils
zugehorige Eigenvektoren, so sind diese nach 2.2 linear unabhéngig, bilden also
eine Eigenvektorbasis fiir V. O

4.2 Spiegelungen

Sind b; und b2 linear unabhéngige Vektoren des R2undist E = Span {b1, b2},
so hat die Spiegelung S an der Ebene E bezlglich der Basis B = (b1, b2, bs)
mit bz = by X bs die Matrix
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10 0
Mg(S) = (0 1 o],
00 —1

also ist S diagonalisierbar.

4.3 Beispiel. Die Matrix

A =

N = N
[NCRSIEANIE

1
2
2

hat das charakteristische Polynom pa(z) = (2—2)* —3(2—2)+2 = 2* — 32 +2
mit 2 = 2 — z [0A]. Offenbar ist z = 1 eine Nullstelle. Polynomdivision ergibt
(2 =3242) = (2 - 1)(z* +2—2) [04].

Wegen 2% + 2z +2 = (2 — 1)(z + 2) hat A die Eigenwerte

u1 =1 (zweifach) und p2 =4.

Der Eigenraum N; zum Eigenwert 1 ist

Kern (A —1- E) = Kern

[CR—
[ e M

1
1
2

Diese Matrix hat den Rang 1, also einen zweidimensionalen Kern. Somit ist A
diagonaldhnlich nach dem Kriterium 4.1 (c).

N1 = Kern (A — E) ist die Losungsmenge der Gleichung
2x1 +2x0 +2x3=0.

Wir kénnen x1 = s und z2 = t frei wiahlen und erhalten die Lésungsvektoren

] 1 0
t = s 0 + t 1 = sby +tbs.
—2s — 2t —2 —2

Somit gllt Ny = Span {bl, b2} .
Bestimmen Sie Ny = Kern (A —4 - E) = Span {bs}.

4.4 Beispiel. Die n x n—Matrix

a+l 1 o 1 11 - 1

I a+1 - 1 11 - 1
A= . . . =|. . . |+aE=B+aE

1 1 e a4l 11 - 1
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besitzt offenbar den Eigenwert «, denn A — «F = B hat den Rang 1. Daher
gilt nach der Dimensionsformel

dim N, = dimKern (A —aF) =n—1.

Nach der Spurbedingung 3.4 ist Spur A = n(a+1) die Summe aller komplexen
Nullstellen von pa, multipliziert mit ihrer Ordnung.

Damit ist « nicht die einzige (und damit n—fache) Nullstelle, vielmehr mufl «
nach 3.3 die Ordnung n — 1 haben. Der noch fehlende Eigenwert A ergibt sich
aus der Spurbedingung als

A=(a+l)n—(n—1)a=a+n.
A ist also diagonaldhnlich tiber R nach 4.1.

Eine Basis fiir N, erhalten wir mit Hilfe von e = (1,1,...,1)T durch by, =
e—ne, (k=1,...,n—1). e selbst ist ein Eigenvektor zum Eigenwert o + n.

4.5 Aufgabe. Zeigen Sie, dafi der durch
Te1 =0, Tex=er_1 (k=2,...,n)

gegebene Operator T' € £L(IR™) nicht diagonalisierbar ist.

5 Entkopplung von Systemen linearer Differentialgleichungen

5.1 Zwei gekoppelte Pendel (vgl. 1.1)

Zu gegebenen Koeffizienten «,3 > 0 ist eine invertierbare Matrix S gesucht

mit
1 (a0 . _ [(—a—-p 1]
STTAS = ( 0 /\2) , wobei A = ( 3 —oz—[i’) .

Nach 1.2 miissen die Spalten von S eine Eigenvektorbasis enthalten. Das cha-
rakteristische Polynom von A ist pa(z) = (a + 3+ z)> — 3. Also hat A die
Eigenwerte —a und —a — 23. Da beide voneinander verschieden sind, ist A
diagonal&dhnlich nach 4.1. Es gilt

Kern (A + aF) = Kern <_g _g) = Span{(i)}7

Kern (A + (a4 28)E) = Kern (g g) = Span{(_11>}.

Setzen wir daher

S = G _1) LSt = %(i _1) oy = S7x(1),
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so erhalten wir fir y(t) := (Z;Eg) das System

y(t) = S7'%(t) = S Ax(t) = STIASy(t) = (‘% LY w) y(t),
also die beiden entkoppelten Differentialgleichungen

g1(t) + wiya(t) = 0 mit w1 = V/a,

2(t) + wiy2(t) = 0 mit we = /a+23.
Schreiben wir fiir x(¢) die Anfangsbedingungen

x(0) = a = (a1>7 x(0) =0

a2

vor, so ergeben sich fiir y(¢) die Anfangsbedingungen

y(0) = 57'x(0) = ¢

1<a1+a2
2

). 3(0) = 57%(0) = 0.

al — a2

Damit ergibt sich

1 1
yi(t) = §(a1 + az)coswit, ya(t) = §(a1 — a2) cos wat

und

x(t) = Sy(t) = (1 _1)y(t) = yl(t)G) + yz(t)(_11>-

5.2 Systeme linearer DGIn 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die Differentialgleichungen

21(t) = anzi(t)+ ... + anza(t),

In(t) = anizi(t)+ ... + annza(t)

sind gekoppelt; keine dieser Gleichungen kann fiir sich gelost werden. Wir schrei-
ben das System in der Form %x = Ax und stellen die Anfangsbedingung x(0) =
a. Angenommen, A ist diagonaldhnlich:

A1 0

STTAS = .
0 An
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Fiir den Vektor y(t) = S™'x(t) ergibt sich das DG-System

A1 0
y(t) = %t = s Asym = | .. |yw.
0 An

Wir erhalten also die entkoppelten Differentialgleichungen

yl(t) = >\1y1(t), ey ,yn(t) = )\nyn(t).
Die Anfangsbedingungen ergeben sich aus y(0) = S™'x(0) = S~'a. Mit den
Komponenten b1, ...,b, von b := S~ 'a erhalten wir

y1(t) = bleklt, coe s yn(t) = by et

Hat S die Spalten ui,...,u, mit Auy = \puy, so ergibt sich

x(t) = Sy(t) = breMtup 4+ ... +bpeMtu,.

§ 19 Skalarprodukte, Orthonormalsysteme und
unitare Gruppen

1 Skalarproduktraume

1.1 Skalarprodukte

FEin Vektorraum V tiber IK heiffit Skalarproduktraum, wenn zu je zwei Vek-
toren u,v € V ein

Skalarprodukt (inneres Produkt) (u,v)€ K

erklért ist mit folgenden Rechenregeln:

(a) (u,a1v1 +azv2) = ai{u,v1 )+ a2(u,v2)
(Linearitdt im zweiten Argument),
®) (u,v) = (v,u) (Symmetrie),

(¢) (u,u) > 0,und (u,u) = 0 genau fiir u = 0 (positive Definitheit).
Im Fall K =R besagt (b): (u,v) = (v,u).
Im Fall K = C ist die Funktion u — (u,v) antilinear:

(a1ur + azuz,v) = @r1{ui,v) + @ (uz,v).

Das folgt sofort aus (a) und (b) [0A].
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1.2 Eigenschaften des Skalarprodukts

(a) <§lakuk, ;"lﬂm =3NS (),

k=11=1

(b) Aus {(u,v) =0 fiir alle u € V folgt v = 0 und umgekehrt [TA].

1.3 Beispiele

(a) R"™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt (x,y) = > @k ys.

Ed
=

(b) €™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt (x,y) = Tk Yk -

x>
(INgE

(¢) Fiir komplexwertige Funktionen f = w4+ v mit u,v € C|[a,b] setzen wir

b [

J f@)de = [w(x)de+i[v(x)de, (fg):= [[f(z)g(z)dx.

a

Der mit dem Integral { f,g) versehene Raum Cla,b] ist ein Skalarproduktraum.

Die Eigenschaften (a) und (b) sind leicht nachzupriifen [0A]. Zum Nachweis der
Eigenschaft (c) beachten wir, dafl

b
(£ f) = [If@) dz > 0.

Ist f # 0, so gibt es eine Stelle zo € [a,b] mit f(xo) # 0. Wegen der Stetigkeit
von |f| = +vu?+ v? gibt es dann ein ¢ > 0 mit
f(2)] > %|f(xo)| — o firalle € [a,b] mit |&—wo| < 5.

Hieraus folgt

fb\f(ﬂﬂ)l2 de > [ |f(@)de > 60 > 0.

a lz—zo|<6
1.4 Der Hilbertsche Folgenraum £>
(a) Die Menge £2 aller komplezen Folgen a = (a1,az,...), fir welche die

Reihe Y |ax|* konvergiert, ist ein Vektorraum diber C.
k=1

(b) Fiir a = (a1,az,...), b= (b1,ba,...) € £ konvergiert die Reihe
(a,b) == > b
k=1

und liefert ein Skalarprodukt fir 02 .
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BEWEIS.
(a) Fir a = (a1,a2,...) € £ und A € C konvergiert die Reihe > [Aax|?,
=

=1
also ist auch Aa = (Aa1, Aag,...) € £2. Weiter gilt (vgl. §1:5.11)

|ak +bi|* < 2(Jarl® + [bx]*)

@ bi| = la] - [bx] < 3 (Jarl® +[bx]?)

also konvergieren fiir a,b € £? die Reihen

Z \ak+bk|2 und Zakbk

k=1 k=1
nach dem Majorantenkriterium. Somit gilt a + b = (a1 + b1,a2 + b2,...) € 2,
ferner konvergiert die das Skalarprodukt darstellende Reihe.

(b) Die Linearitdt von x +— (a,z) folgt aus den Rechengesetzen fir Reihen.
Weiter gilt

<a,b> = lim Zakbk = lim ngak = (b,a).
Aus (a,a) = 3 |ax|* = 0 folgt a1 =az= ... =0, also a = 0. O

k=1

1.5 Norm und Cauchy—Schwarzsche Ungleichung

Fiir einen Skalarproduktraum definieren wir analog zu §6:2.3 die zugehorige
Norm durch

full =/ (u,u).
Es gilt die Cauchy—-Schwarzsche Ungleichung
[Cu, 0} < [l - lofl,

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn u und v linear abhdangig sind.
Weiter gelten fir die Norm die Figenschaften

(a) JJull > 0, |lu]l =0 genau dann, wenn u =0,

) llawl = la] - ull,

(¢) flutv| < JJull +v]| (Dreiecksungleichung).
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BEWEIS.

Die Beweisidee wurde fiir das natiirliche Skalarprodukt im R™ in §6:2.4 aus-
fiihrlich geometrisch begriindet. Wir diirfen uns daher darauf beschranken, die
Rechnungen auf die allgemeinere Situation zu iibertragen.

Die ersten beiden Eigenschaften der Norm sind klar; die Dreiecksungleichung
wird wie in §6 auf die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung zuriickgefiihrt:

lu+ol* = (utv,uto)=(uu)+(uv)+(v,u)+(v,0)
[ull® +2Re (u,v) + [lol* < [lull® + 2[lu] - [0l + [lo]*

(Il + 11011

Beim Nachweis der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung unterscheiden wir drei
Falle:

(o) Im Fall v =0 gilt [{(u,v)| =0=|ul-]|v], und u,v sind linear abhéngig.
(8) Im Fall ||v]| =1 gilt fiir alle A € K

lw — Ao|)® = (u—Av,u— Av) = (u,u) —Av,u) — Alu,v) +X- A
= Hu\|2—<u,v)~(v,u)—!—(x—(u,v))~()\—<U,u))
= [lull® = [{w,0)|* + A = (v,u) .
Dieser Ausdruck wird minimal fiir A = (v, ). Damit ist
lull® = [{u,v)* = |lu— (v,u)o]* > 0,

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn u = (v, u)v.
() Ist v #0, so hat w = |jv]|""v die Norm 1 nach (b). Nach Beweisteil ()
folgt

[(u,0)]

[[o]

(w,w)| = < lulls also [Cu, v) < ful] - [lof],

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn

<v7u2> . -
o]l

u = (wu)w =

2 Orthonormalsysteme und orthogonale Projektionen

2.1 Orthonormalsysteme

Zwei Vektoren wu,v eines Skalarproduktraumes V nennen wir orthogonal,
wenn (u,v) = 0, und wir schreiben dafiir w L v. Weiter soll fiir eine nicht-
leere Teilmenge A von V' u L A bedeuten, dal u L v fiir jeden Vektor v € A
gilt.
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Fiir nichtleere Teilmengen A C V' heifit
At ={ueV|ulA}

das orthogonale Komplement von A. A ist ein Teilraum von V' [0A].

Eine endliche oder abzahlbare Menge von Vektoren vi,vz,... in V bildet ein
Orthonormalsystem (ONS), wenn gilt
1 fir 1=k%
is =0 = . ’
{vi, o) . {O fiir 1 #k.
BEISPIELE.
(a) Die Standardvektoren ei,...,e, bilden ein Orthonormalsystem im R™

(und im C™) beziiglich des natiirlichen Skalarproduktes.
(b) In C[-m, 7], versehen mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ u(z)v(z)dz

(vgl. 1.3 (c)), bilden die Funktionen vy, vz, ... mit

vi(z) = \/%, ve(z) = %Sinx, vs(z) = %cosx,

va(z) = %sian, vs(x) = = cos 2z,
var(x) = %Sinlm, vak41(z) = o= coskx,

ein Orthonormalsystem, vgl. §11:6.5.

2.2 Entwicklung nach Orthonormalbasen

Jedes Orthonormalsystem wvi,ve,... ist linear unabhdangig, d.h. je endlich viele
dieser Vektoren sind linear unabhdngig.

Denn aus

> aww; = 0 mit ai,...,an € K
i=1
folgt fiir k=1,...,n

n

0= <’Uk7 iawi> = ZOZi(UiaUk) = Ok .
i=1

i=1
Hieraus ergibt sich:

(a) Ist vi,...,vn ein ONS in einem n—dimensionalen Skalarproduktraum V.,
so ist (vi,...,vn) eine Basis fir V.

(b) Die Basisdarstellung eines Vektors u € V' beziiglich einer solchen Ortho-
normalbasis (ONB) ergibt sich auf einfache Weise durch
u = (v, u)v1+ ... +{(vn,u)vn = Y (v, u)vk.
k=1
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(¢) Fir u,v eV ist

n
Z Vi, U ’Uk,'U>7

insbesondere gilt die Parsevalsche Gleichung
2 =~ 2
lull® = 32 [Cor,u)| ™
k=1

BEWEIS.

(a) Da das ONS w1,vs,...,v, linear unabhéngig ist, bildet es im n—dimensio-
nalen Vektorraum V eine Basis.

(b) Zu jedem u €V gibt es ai,...,a, € K mit u = Z «; v; . Hieraus folgt
i=1

fir k=1,...,n
(vyu) = (o, Zaivi ) = P ai(ve,vi) = ax.
i=1 i=1
(¢) Fir u,v €V gilt nach (b)

n
(vi,u)v;, = > (vk,v) vk,
1 k=1

<
I

k3

also ist nach 1.2 (a)

(u,v) = <

M:

n
Ul7 Z Vg,V >

—

I
b
= i

n
(vi,u) (ve, v (v, ) = > (vk,u) (v, v). a
1 k=1

i

2.3 Orthogonale Projektion

Es sei V ein Skalarproduktraum und W = Span{vi,...,vm} der von einem
ONS wv1,...,vy in V aufgespannte Teilraum. Analog zu §6:4.2 gilt dann der

m

SATZ. Fir w €V und Pu = Y (vk,u)vi gilt:
k=1
(@) lu— Pul| = min{|u—w| | weW},
lu—Pul® = Jlull® — 3 [{os,u)|*,
k=1
(¢) u—Pul W, dh (u—Pu,w)=0 firale weW.

Pu heifit die orthogonale Projektion von u auf W.
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Durch I"Jbertragung der im Beweis von 1.5 verwendeten ,,quadratischen Ergan-
zung® ergibt eine leichte Rechnung

- 2 2 - 2 - 2
| w=3 Mewn || = Jlull® = 3 [Com,u) P+ 35 1A = (vr, u)?,
k=1 k=1 k=1
woraus die erste Behauptung unmittelbar folgt. Die zweite ergibt sich aus

(u— Pu,v; ) = < u—g: (v, u) vk ,v; >

-

NgE

= <’U,,’Uj>- <Uk7u><vkvvj> = <U7Uj>_<’u]'7u> =0,

k=1

also auch (u— Pu,w) =0 fiir w = Y A;jv; wegen der Linearitit der Funk-
j=1

tion v +— (u— Pu,v). |

2.4 Eigenschaften der orthogonalen Projektion P

P:V — V ist ein linearer Operator mit den Eigenschaften

(a) P? = P,
®) (u,Pv) = (Pu,v) firalle u,v €V.
BEWEIs.

Die Linearitéat ergibt sich aus der Darstellung 2.3 fiir Pu, da die Funktionen
u — (g, u vy linear sind. P? = P folgt wegen Pu € W.

Es gilt
(Pu,v) —{u,Pv) = (Pu,v — Pv) — (u— Pu,Pv) =0,

da v — Pu und v — Pv orthogonal zu W und damit zu Pu und Pv sind. O

2.5 Beste Approximation im Quadratmittel

Sei v1,v2,... das in 2.1 angegebene Orthonormalsystem der trigonometrischen

Funktionen. Eine wichtige Aufgabe der mathematischen Physik besteht darin,

eine gegebene Funktion u durch Linearkombinationen sm = Y Axvr moglichst
k=1

gut ,,im Quadratmittel“ zu approximieren, das heifit die Ax so zu wéahlen, daf

das Fehlerquadrat

f }u(x) — 8m () |2d95

moglichst klein wird.
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Die hierbei verwendete Integralnorm rithrt her von dem in 1.3 (¢) eingefithrten

Skalarprodukt (u,v) = [ u(z)v(z)dz her. Nach 2.3 wird die beste Approxi-

—T

mation durch Ay = (v, u) geliefert, und es gilt

| u—3 (ve,u)ve || = fJull® = 3 [(ox,u)[? fiir jedes m € N.
k=1

23

— L auf dem Intervall

Aufgabe. Bestimmen Sie fiir die Funktion u(z) = § — {5

[—m,m] Zahlen m und Aq,..., A so, daBl

FlumSonme P = || u— 5w ||* < 0.006.
n k=1 k=1

3 Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram—Schmidt

3.1 Das Verfahren

Wir konstruieren aus einer gegebenen endlichen oder abzéhlbaren Menge linear
unabhéngiger Vektoren wui,uz, ... eines Skalarproduktraumes ein Orthonor-
malsystem vi,v2, ... mit

Span {vi,...,vn} = Span{ui,...,un} fir n=1,2,... .

1. Schritt. Nach Voraussetzung ist ui # 0. Wir setzen vy := HZ—M . Dann ist
|lvi]] =1 wegen |laui|| = |af||u1]| - Ferner gilt Span{ui} = Span {v:1}.

2. Schritt. P; sei die orthogonale
Projektion auf

Wi = Span{ui1} = Span {v1}.

V2
Dann gilt us — Piuz L Wy (Fig.). Da "
u1,u2 linear unabhéngig sind, liegt us
nicht in Wi, also ist uz # Piug . Fiir
Piu
uz — Prus 1 Wy

V2 = 7
> luz — Pruz||

gilt ||v2]| =1 und v L v1. Da v1,vs beide in Wa = Span {ui,uz} liegen und

nach 2.2 linear unabhéngig sind, folgt Span {vi,v2} = Wa.

n—ter Schritt. Seien v1,...,v,-1 schon konstruiert mit
Span {vi,...,vn—1} = Span{ui,...,un-1} = Wn_1,

und sei P,_1 die orthogonale Projektion auf W, _;.
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Dann gilt
Up — Ppoqun L Wyo1 und wn — Ppoqun # 0,
sonst wére un = Pn—1un, € W,_1 eine Linearkombination von w1, ..., %n—1 .
Fir
Un — Pp_1un

Vp = —m———————
llun — Pryun||

gilt dann ||vn|| =1, vp, L Wy_1,also vp, L v1,...,0n—1. Somit bilden v1,..., v,
ein ONS, das in dem n-dimensionalen Vektorraum W, = Span {u1,...,un}
liegt. Da die Vektoren wi,...,v, linear unabhéngig sind nach 2.2, bilden sie
eine Basis fiir W,.

Bei abzéhlbar vielen linear unabhéngigen Vektoren w1, us, ... folgt die Existenz
des behaupteten ONS wv1,v2,... per Induktion. O

3.2 Existenz von Orthonormalbasen
SATZ. Fir jeden n—dimensionalen Skalarproduktraum V gilt:
(a) V besitzt eine Orthonormalbasis.
(b) Jedes ONS v1,...,vm ldft sich zu einer ONB (v1,...,vs) furV erganzen.
(c) Fir U =Span{vi,...,vm} gilt Ut = Span {vmi1,...,vn}, somit
dimU + dimU* = n.
BEWwEIS. (a) folgt direkt aus 3.1. Fir (b) erginzen wir das ONS v1,...,vm

nach § 14: 6.5 zu einer Basis (v1,...,Um, Um+1,Un) von V und fithren die Schrit-

te m, m+ 1, ..., n des Orthonormalisierungsverfahrens durch.

(c) folgt aus u= > (vk,u)ve + Y. (vk, u)vk. O
k=1 k=m+1

3.3 Die Legendre—Polynome
1 [

In C[-1,1] mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ u(z)v(z)dz liefern die Po-
~1

tenzen uo(x) = 1, ui(z) = z, uz2(x) = x, ... eine abzihlbare Menge line-
ar unabhéngiger Vektoren. Das Gram—Schmidtsche Verfahren liefert ein ONS
Vo0, V1, V2, . ... Die durch

P,(z) == \/%vn(x)

gegebenen Polynome P, heilen Legendre—Polynome.

Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidtschen Verfahren die Polynome
Py, P1, P>, Ps. Zur Kontrolle: P,(1) =1 (ohne Beweis).
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4 Unitare Abbildungen und Matrizen
4.1 Polarisierungsgleichung und Parallelogrammgleichung
(a) In jedem Skalarproduktraum iiber R gilt ([TA])
(w,v) = 3 (lutol® = lu—ol?) .
(b) In jedem Skalarproduktraum iiber € gilt ([TA])
(w,v) = 3 (lu+ol* = llu—vl|* +illu—ivl|* —illu+iv]?) .
(¢) In jedem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung

lu+ol* + flu = vl = 2]lull® + 2]

4.2 Isometrien und unitdre Abbildungen
(a) Ein linearer Operator T eines Skalarproduktraumes V heiit Isometrie,
wenn

[Tull = [lul

fiir alle w € V. Ist T zusétzlich surjektiv, so heit 7" unitar.

(b) Fir Isometrien T gilt (Tu,Tv) = (w,v). Im R™ mit dem natiirlichen
Skalarprodukt bedeutet dies: Isometrien sind winkeltreu, vgl. §6:2.7.

(¢) In endlichdimensionalen Skalarproduktrdumen ist jede Isometrie unitdr.

Im Hilbertschen Folgenraum ¢2 (1.4) dagegen ist die Abbildung
T: (x1,22,...) — (0,21,22,...)

eine Isometrie, aber nicht surjektiv.

BEWEIS.
(b) folgt direkt aus der Polarisierungsgleichung 4.1.

(¢) Jede Isometrie ist offensichtlich injektiv: ||Tu|]| =0 = ||u|]| =0 = u = 0.
Nach der Dimensionsformel folgt dann auch die Surjektivitét. a

4.3 Die adjungierte Matrix A*
Zu jeder m x n—-Matrix A = (a;x) definieren wir die adjungierte Matrix
A* = AT also aly = Gk

Fiir reelle Matrizen ist A* = AT.

Fiir n x n-Matrizen A mit Koeffizienten aus K gilt:
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(a) (x,Ay) = (A*x,y) mit dem natirlichen Skalarprodukt des IK".

(b) det A* = det A.

(c) Rang A* = RangA.

(d) X ist genau dann Eigenwert von A, wenn X Eigenwert von A* ist. Dabei gilt:
dimKern (A — AE) = dimKern (A* — \E).

BEWEIs.

(a) (x,Ay) = > T Y, awye = »_ Yk p Gixti = (A*X,y)
i=1 k=1 k=1 i=1

(b) Fir 2 x 2-Matrizen A = <a11 a12> gilt

az1 a22

aii a21 — _ _ - @00 —
det A" = = @11Q22 — G12021 = Q11G22 — a12a2] = det A.

a1z G22

Der allgemeine Fall ergibt sich daraus durch Induktion mit Hilfe des Laplace-
schen Entwicklungssatzes [UA].

(¢) Genau dann sind die Vektoren ai,...,a, linear unabhingig, wenn die Vek-
toren ajy,...,a, mit den konjugiert komplexen Komponenten linear unabhingig
sind . Der Rest folgt aus der Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang.

(d) Nach (c) gilt Rang (A —AFE) = Rang (A" —\E), also dimKern (A —\E) =
dim Kern (A* — AE) nach der Dimensionsformel. |

ZUsATz. (a) Fir m x k-Matrizen A und k X n—Matrizen B gilt

(AB)" = B"A™.
(b) Fiir m x n—-Matrizen A ist A*A eine n X n—Matriz mit

(x,A"Ax) = [|Ax|?,
wobei links das natirliche Skalarprodukt des IK™ und rechts die Norm des IK™
stehen.
BEWEIS als . Fir (b) fasse man Spaltenvektoren x,y als n x 1-Matrizen
X,Y auf und beachte, dal (x,y) = X*Y.

4.4 Unitédre und orthogonale Matrizen

In endlichdimensionalen Skalarproduktrdumen sind unitdre Abbildungen da-
durch ausgezeichnet, dafl ihre Matrizen A beziglich jeder Orthonormalbasis B
unitar sind, d.h.

A" = A7 AAT = AA=E.
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Reelle unitdre Matrizen heiflen orthogonal. Diese haben die Eigenschaft
AT = A" AAT = ATA=E.

BEWEIS.

(a) Sei T ein unitarer Operator und B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis.
Wegen (Twv;, T ) = (v, v ) = d;; bilden die Vektoren

ur = Tvi, ue=Tva, ..., up =Ty,

wieder eine Orthonormalbasis. Nach 2.2 (b) gilt

n

Tv, = u; = Z(Uk,ui)vk.
k=1
Fir A = Mg(T) = (aix) gilt also ar; = (vk,u; ). Da die v, ein ONS bilden,
gilt nach 2.2 (c)

n

n
0ij = (wi,uy) Z (v, ui Y (v, ui ) = Y

n
*
Qkq Qkj = E Qi Ak
k=1

also A*A = F . Die Behauptung folgt aus dem Zusatz zu §15:6.3.
(b) Sei Mg(T') = A unitar, also A*A = E. Nach 4.3 gilt dann

IAx|* = (x,A"Ax) = (x, Ex) = ||x|

mit dem natiirlichen Skalarprodukt und der zugehorigen Norm im IK™ (siehe 4.3
Zusatz (b)). Da B eine ONB ist, folgt nach der Parsevalschen Gleichung 2.2 (c)

fir x = (u)s, = Ax = (Tw)s = und der Norm |[-||;, in V'
lully = 1]l = [[A[| = [Tull,
also ist 1" unitar. O

SATZ. FEinenxn—Matrixz A uber K ist genau dann unitir, wenn ihre Spaltenvek-
toren (bzw. Zeilenvektoren) ein Orthonormalsystem im IK™ mit dem natirlichen
Skalarprodukt bilden.

Denn fiir die Spalten a, von A gilt (a;,a;) = (A"A),, . Daraus folgt fiir den

4.5 Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen

Die Transformationsmatriz S eines Basiswechsels zwischen Orthonormalbasen
ist unitar, und bei unitaren Koordinatentransformationen gehen Orthonormal-
basen des IK™ in Orthonormalbasen tber.
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4.6 Eigenschaften unitirer Matrizen S

(a) Jede komplexe Nullstelle \ des charakteristischen Polynoms liegt auf dem
Einheitskreis: |A| = 1.

(b) |detS| = 1.

(¢) Die Spaltenvektoren bilden eine ONB des IK™ mit dem natiirlichen Skalar-
produkt, vgl. Satz 4.4.

BEWEIS.

(a) Die Abbildung x +— Sx des C", versehen mit dem natiirlichen Skalarpro-
dukt, ist unitar nach 4.4. Fiir die Eigenvektoren u zum Eigenwert A gilt daher
AL llul] = [[Aul] = [[Sul| = [[u]|, also [A[=1.

(b) Aus S*S = E folgt
1 = detE = det(S*S) = det S* - det S = det S -det S = |det S|*. O

4.7 Ebene unitire Abbildungen

Sei T eine Isometrie auf einem zweidimensionalen Skalarproduktraum V iiber
R und B eine ONB fiir V. Dann ergeben sich fiir die Matrix Mp(T) zwei Falle:

cosy —singp

(a) Determinante 1: ( .
sing  cosep

) (Drehmatrix, vgl. §15:4.3),
Cos @ sin ¢

(b) Determinante —1: ( .
singp —cosp

) (Spiegelung, s.u.).

Denn nach 4.4 ist die Matrix orthogonal. Da die Spalten nach 4.6 eine ONB

cos ¢

bilden, kénnen wir die erste Spalte in der Form (Sin (p) ansetzen. Die einzigen

dazu senkrechten Vektoren der Léange 1 sind :t( sinp ) .

—cos

AUFGABE. Weisen Sie nach, dafi die zweite Matrix zu einer Spiegelung an einer
Ursprungsgeraden gehort (vgl. §5:11.2, §15:4.3 (e)).

4.8 Drehungen im IR3

Eine Drehung D im R® mit D(0) = 0 ist vollstindig beschrieben durch einen
Drehvektor u der Lénge 1 und einen Drehwinkel ¢ € [0,27[. Fiir eine Ma-
trixdarstellung verschaffen wir uns einen beliebigen, zu u senkrechten Vektor v
der Linge 1 (z.B. durch ||u x al|”'(u x a) mit einem von u linear unabhén-
gigen Vektor a). Die ONB B = (u,v,u X v) ist positiv orientiert, denn nach
§17:2.6 (a) ist

det(u,v,uxv)=S(u,v,uxv)=(uxv,uxv)=1

Da u fest bleibt und V' = Span {v,w} durch eine ebene Drehung in sich iiber-
gefithrt wird, ergibt sich nach 4.7 als Drehmatrix beziiglich B
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1 0 0
D, = [0 cose —sing |.
0 singp Cos
Eine leichte Rechnung zeigt DD, = E und det D, = 1, also ist die
Drehung eine unitédre und orientierungstreue Abbildung. Ferner gilt offenbar

DL =D;' =D_,.

4.9 Die unitiren Abbildungen des IR?

Sei T eine Isometrie des R3. Das charakteristische Polynom pr hat reelle Koef-
fizienten, also ist mit A auch X\ eine Nullstelle (vgl. §5:10.5). Insbesondere gibt
es wenigstens einen reellen Eigenwert A\;. Wir diirfen annehmen, dafl

)\1 = detT.

Denn fiir pr(z) = (A1 —x)(A2 —x)(As —x) gilt A1-A2- A3 = det T nach §18:3.4.
Fiir reelle A1, A2, A3 folg_t die Behauptung wegen Ar € {—1,1} nach 4.6. Ist A2
nicht reell, so gilt A3 = A2, also A2 - A3 = \)\2|2 =1 nach 4.6.

Sei u ein zu A1 gehoriger Eigenvektor von T mit ||u|| = 1. Die zu u senkrechte
Ursprungsebene E wird durch T in sich tibergefiihrt. Denn aus (v, u) = 0 folgt
wegen Tu = A\u und (Tv,Tu) = (v,u)

AM(Tv,u) = (Tv,Tu)=(v,u) =0, also TveE.

Auf die Vektoren von E wirkt T wie eine ebene Isometrie. Ergebnis:

(a) Die orientierungstreuen unitiren Abbildungen T des R® (A = detT = 1)
sind genau die Drehungen.

Fiihren wir ndmlich eine ONB B = (u,v,u X v) ein, so ist nach 4.4 und 4.7

1 0 0 1 0 0
Mp(T) = [ 0 cose —sinp | oder Mp(T) = | 0 cosep sing | .

0 singp cos ¢ 0 singp —cosy

Wegen det T" = 1 bleibt nur die erste Moglichkeit.

(b) Die unitdren Abbildungen des R® mit Determinante —1 sind Drehspiege-
lungen. Denn wie oben bleibt nur

—1 0 0
Mg(T) = 0 cose —sing | .
0 sinep cos ¢

Fir ¢ = 0 ergibt sich die Spiegelung an der Ebene Span {v, w}; fiir ¢ = 7 ergibt
sich die ,,Punktspiegelung® x +— —x.
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5 Matrix— und Transformationsgruppen

5.1 Matrixgruppen

M(n,K) bezeichne die Algebra aller n x n—Matrizen mit Koeffizienten aus K.
Eine Teilmenge G von M(n,K) bildet eine Matrixgruppe, wenn gilt:

(a) Mit je zwei Matrizen gehort auch das Produkt zu G.
(b) Die Einheitsmatrix E gehort zu G.
(c) Alle Matrizen A € G sind invertierbar mit A~* € G.

BEISPIELE

a) Alle invertierbaren n x n-Matrizen bilden die lineare Gruppe GL(n, IK)
,general linear group®).

(
(
(b) Die unitdren komplexen n x n—Matrizen bilden die unitdre Gruppe U,,.
(¢) Die orthogonalen n x n—Matrizen bilden die orthogonale Gruppe O,.
(

d) Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden die spezielle or-
thogonale Gruppe SO,,. Die SO3 besteht nach 4.9 aus allen Drehmatrizen.

(e) Die Kreisgruppe besteht aus den Matrizen ¢ E, t € R.
Weisen Sie jeweils die Gruppeneigenschaft nach.

5.2 Transformationsgruppen

Sei M # (. Eine Menge G von bijektiven Abbildungen F' : M — M heift eine
Transformationsgruppe auf M, wenn folgendes gilt:

(a) Mit F,G gehort auch F oG zu G.
(b) Die Identitat 1 gehort zu G.
(c) Mit F gehért auch F~' zu G.

BEISPIELE
(a) Alle bijektiven Abbildungen F : M — M bilden eine Gruppe.

(b) Die unitiaren Abbildungen eines Skalarproduktraumes V' bilden die unitire
Gruppe von V.

(¢) Die Translationsgruppe eines Vektorraumes V besteht aus allen Trans-
lationen

Te : u — a+ u.

Dabei ist Ty 0Ty = Toqp = Tp 0 T,.
Priifen Sie jeweils die Gruppeneigenschaften nach.
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5.3 Langentreue Abbildungen
Sei V' ein reeller Skalarproduktraum und F :V — V' ldngentreu, d.h.

|F(u) — F)|| = |lu—v| firale w,veV.
Dann gibt es eine Isometrie T von V' mit

F(u) = F(0)+Tu fir alle ueV.

BEWEIS ALS AUFGABE. Zeigen Sie, dafi f mit u — f(u) = F(u) — F(0) iso-
metrisch und linear ist mit den Zwischenschritten f(0) = 0, ||f(w)|| = ||lul,

1f(u) + f)| = llu+vll, (f(uw),f(v)) = (wv), flu+v) = flu)+ fv),
f(au) = af(u), wobei Sie mehrfach die Parallelogrammgleichung und die Pola-
risierungsgleichung 4.1 beniitzen.

5.4 Bewegungen eines starren Korpers, die Bewegungsgruppe

Bei einer Bewegung eines starren Korpers bleiben die Abstande von je zwei Mas-
senpunkten unveréndert; weiter bleibt die Orientierung erhalten. Bringt man
also einen starren Korper von einer Lage in eine neue Lage, so geht der Orts-
vektor x eines Massenpunktes iiber in den Ortsvektor a + Dx mit a € R® und
einer Drehmatrix D € SO3. Abbildungen der Form

X — a-+ Dx mit aG]R,‘Q’7 D € SO3

heien Bewegungen des R3. Diese bilden eine Gruppe, die Bewegungsgrup-
pe des R3.

Die Bewegung in Abhéngigkeit von der Zeit t beschreiben wir demgemé&f durch
eine Schar von Bewegungen des R?

x — Fi(x)=a(t)+ D(t)x mit Fp = 1.

Hierbei sind die Koeffizienten von a(t) € R® und D(t) € SOz differenzierbare
Funktionen von t. Die Bahn eines Massenpunktes im Raum ist dabei gegeben
durch die Kurve

t — x(t) := Fi(xo0),
wobei x(0) = xo der Ortsvektor zur Zeit ¢t =0 ist.

5.5 Der momentane Drehvektor einer Bewegung

Wir betrachten die Bewegung eines starren Korpers, bei der ein Punkt festge-
halten wird (Kreiselbewegung). Diesen Fixpunkt O wéhlen wir als Ursprung
des Koordinatensystems.
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Die Bahn eines Massenpunktes mit Ortsvektor xo zur Zeit ¢ = 0 wird dann
beschrieben durch

t — x(t) = D(t)xo.
Wir zeigen im folgenden die Existenz einer vektorwertigen Funktion t — w(¢)
mit

x(t) = w(t) x x(¢t) fur alle ¢,

deren Komponenten stetig von ¢ abhéngen (EULER 1765). Die Vektorfunktion
t — w(t) heift der momentane Drehvektor der Bewegung, und in An-
lehnung an die Betrachtungen in §6:3.5 fiir die gleichférmige Kreisbewegung
eines Massenpunkts ist seine Lange w(t) = ||w(t)| als momentane Winkel-
geschwindigkeit aufzufassen.

Die Ableitung der Matrix D(¢) = (d;x(¢)) definieren wir durch
D(t) := (dir(t)).

Durch Ableiten von x(t) = D(¢)xo folgt dann mit der Isometrieeigenschaft
D)~ = D(t)T von D(t)

%x(t) = D(t)xo = D(#)D(t)"'x(t) = Dt)D(t)"x(t).

Wir lassen fiir den Moment der Ubersichtlichkeit halber die Argumente t weg
und setzen

A= DDT.
Komponentenweise Differentiation unter Verwendung der Produktregel ergibt
0=FE = (DD")y = DD" + DD" = DD" + (DD™)" = A+ A",

Also ist A schiefsymmetrisch, d.h. AT = —A | und damit

0 —ws w2
A = w3 0 — w1
—wa w1 0

mit geeigneten Zahlen w1, ws,ws3. Fassen wir diese Zahlen zu einem Vektor w
zusammen, so folgt

0 —ws w2 T W2X3 — W3T2
ST
DD x = Ax = w3 0 —w zo | = | wsr1 —wirs | = wxx.
—ws w1 0 T3 wW1T2 — W2l

Tragen wir nun ¢ wieder ein, so erhalten wir die Behauptung;:

x(t) = D)D) x(t) = A(t)x(t) = w(t) x x(t).
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5.6 Der Tragheitstensor und das Tragheitsellipsoid

Bei der eben beschriebenen Kreiselbewegung fiihren wir ein korperfestes Koor-
dinatensystem mit Ursprung O und Basisvektoren D(t)e1, D(t)e2, D(t)es ein.
Der Drehvektor w(t) hat in diesem System den Koordinatenvektor u(t) =
D(t)"'w(t) = D(t)Tw(t) mit den Komponenten w1 (t),us2(t), us(t).

Wir zeigen, daf} sich die kinetische Energie in der Form

) = %<u(t),6u( > = Ej: e wi(t) ur(t),

H‘Mw

darstellen 1a83t, wobei die Koeffizienten ©;, = Og; der Matrix © nur von der
Massenverteilung des Korpers und der Lage des Fixpunktes abhangen, also zeit-
unabhéngig sind.

Zur Berechnung der ©;; nehmen wir der Einfachheit halber an, daf§ der Kérper
aus endlich vielen, starr verbundenen Einzelmassen my, ..., my mit Ortsvekto-
ren yi,...,yn~ beziiglich des korperfesten Systems besteht. Die Komponenten
von y; seien yj;1,y;2,y;3 . Mit den Bezeichnungen 5.5 gilt also

w(t) = D(t)u(t) und x;(t) = D)y,

Fir die folgenden Rechnungen beachten wir, dafl nach §6:3.2 (c)
la x bl* = |la*[b]* - (a,b)*,

ferner verwenden wir die Isometrieeigenschaft von D(t), d.h.
(D(t)a,D(t)b) = (a,b), [D(t)al = [all.

Hiermit erhalten wir fiir die kinetische Energie

T) = % E m;||%; ()7 = 5 E my||w(t) x x;(t )H2

2

my (w1 1% (0)]I* = (w(t), x;(t))*)

N[
<.
Il
Jn

I
1=
M=

3

i (ID@u@* 1Dy, = { D()u(t), D(t)y;)?)

<.
Il
-

m; ([la@I lly;1” = (ut),y;)?)

Il
[N
.MZ

=1
1 ]N 5 3 3 3 3
= s2m (lyil* X Z i (E)un(t) = Y2 wa(t)yse > un(t)yse )
j=1 i=1k=1 =1 k=1
1 ]3 3
= 32 2 Ouui(t)ux(t)
i=1 k=1

mit
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-

2
O == > my(llyslI* 6 — wsiyse) -

1

J

Im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung ist hierbei die Summe durch ein
Integral zu ersetzen.

Zur Interpretation betrachten wir folgenden Spezialfall: Wir halten im Korper
eine durch den Punkt O gehende Achse mit Richtungsvektor u fest und lassen
den Koérper um diese Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w = |Jul|
rotieren. Dann liefert $(u, ©u) die Rotationsenergie.

Die Funktion u — %(u, Ou) heifit Tragheitstensor des Korpers. Diese ist

allein durch die Massenverteilung beziiglich O bestimmt; ihre Kenntnis erspart
uns, zur Bestimmung der Rotationsenergie die oben beschriebenen Rotationen
wirklich ausfiihren zu miissen.

Die Fliche {x € R?®| (x,0x) = 1} heifit Trigheitsellipsoid, Niheres dazu in
§20:4. Fur |ju|| =1 ist der in (u,Ou) auftretende Ausdruck

lall® fly; 1% = (u,y3)* = llysll” = (uys)?
nach §6:2.4 (1) nichts anderes als das Abstandsquadrat ||y; — (u,y; )u|?® des
Punktes y; von der Drehachse {su|s € R}.
Funktionen u — (u, Au) mit AT = A heiflen quadratische Formen. Diese und

das Transformationsverhalten bei Basiswechsel werden im folgenden Paragra-
phen untersucht.

5.7 Die Galilei—-Gruppe
Wir wenden auf die kanonische Basis des R? erst die Drehmatrix D und an-
schlieffend die Translation a an. Das so erhaltene Koordinatensystem wird vom
Zeitpunkt 7 an mit gleichférmiger Geschwindigkeit v bewegt und gleichzeitig
die Uhr im neuen Koordinatensystem auf Null gestellt.
Ist ¢ die Zeit im bewegten System und hat ein Punkt des Raumes im beweg-
ten System den Koordinatenvektor x, so sind die Zeiten und Ortsvektoren im
ortsfesten System

tV=t+7

x =a+Dx+tv

Fassen wir Zeit und Ort zu Vektoren (f,x) des R* zusammen, so sind alle
Koordinatentransformationen zwischen gleichférmig bewegten Inertialsystemen
von der Form

(<) = (s oxrov)
— .
b'e at+Dx+1tv

Diese Transformationen bilden die Galilei—Gruppe.
Weisen Sie die Gruppeneigenschaft nach !
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§ 20 Symmetrische Operatoren und quadratische
Formen

1 Quadratische Formen

1.1 Vorbemerkungen. Die von HILBERT 1904-1906 begriindete Methode,
Integral- und Differentialgleichungsprobleme auf Minimalprobleme quadrati-
scher Formen zuriickzufiihren, gehort heute zum festen Bestand der Analysis,
siehe Band 2. Die Korrespondenz zwischen symmetrischen Operatoren und qua-
dratischen Formen, hier nur im Endlichdimensionalen untersucht, ist fundamen-
tal fiir die Eigenwerttheorie und die statistische Deutung der Quantenmechanik
(Band 2).

1.2 Quadratische Formen auf einem IK—Vektorraum V sind Funktionen
Q:VxV-K,

die symmetrisch und im zweiten Argument linear sind:

Q(u’ ’U) = Q(v7u)7

Q(u, 0101 + aov2) = a1Q(u,v1) + a2Q(u, v2) .
Wie beim Skalarprodukt folgt die Antilinearitét im ersten Argument:
Qarur + azuz,v) =a@1Q(u1,v) + @Q(uz,v).

Ferner ist Q(u,u) reell wegen der Symmetriebedingung. Im Unterschied zum
Skalarprodukt darf eine quadratische Form auch negative Werte annehmen, und
es darf Q(u,u) =0 auch fiir Vektoren u # 0 eintreten.

Eine quadratische Form heiit positiv definit, wenn Q(u,w) > 0 fiir alle u #
0. In diesem Fall liefert {u,v) := Q(u,v) ein Skalarprodukt.

In der Literatur finden Sie auch die Bezeichnungen symmetrische Bilinearform
(K = R) und hermitesche Sesquilinearform (IK = C).

1.3 Beispiele

(a) Fiir jedes Skalarprodukt liefert Q(u,v) = (u,v) eine positiv definite qua-
dratische Form.

(b) Fir eine n x n-Matrix A mit A* = A ist durch
Qx,y) = (x,Ay) = > > awTiyk
i=1 k=1

eine quadratische Form auf K™ gegeben [UA].
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(c) Der Triagheitstensor eines starren Korpers (vgl. §19:5.6) ist eine quadrati-
sche Form.

(d) Die Lorentz—Form auf dem R* hat beziiglich geeigneter Basen die Dar-
stellung

Q(x,y) = z1y1 + T2y2 + T3ys — Taya .

Durch diese Form werden in der Relativitatstheorie raum— und zeitartige Rich-
tungen voneinander separiert, vgl. Bd.3 §9:1.1.

(e) Fiir jede reellwertige, auf [a, b] stetige Funktion p liefert

b
Qu,v) = [ o(t)u(t)v(t)dt
eine quadratische Form auf den komplexwertigen stetigen Funktionen.

1.4 Parallelogramm— und Polarisierungsgleichung
(a) Wir schreiben zur Abkiirzung Q(u) statt Q(u,u).

Es gelten die Parallelogrammgleichung
Qlu+v)+Q(u—v) = 2Q(u) +2Q(v),
sowie die reelle und komplexe Polarisierungsgleichung

Q(u,v):%(Q(u—&—v)—Q(u—v)) fir K=R,
Qu,v) = 1 (Qu+v) = Qu—v)) — § (Qu+iv) — Q(u — i)
fiir K = C [0A].

Hiernach ist eine quadratische Form schon durch die reellwertige Funktion
u = Qu)
bestimmdt; fiir diese ist ebenfalls die Bezeichnung ,,quadratische Form* iblich.

(b) Fiir einen beliebigen linearen Operator 1" auf einem Skalarproduktraum V'
iiber C gilt die Polarisierungsgleichung

(u,Tv) = i((u+v7T(u+v)) —(u—v,T(u—v)>)
i ((utiv,T(u+iv)) — (u—iv,T(u—1iv)))

fiir alle u,v € V.

Daher ist T schon durch die Funktion u — (u,Tu) bestimmt:

Denn sind S, T lineare Operatoren auf V mit (u,Su) = (u,Tu) fir u € V,
so folgt mit der auf S — T angewandten Polarisierungsgleichung, dafl auch
(u,(S—=T)v) =0 fur alle u,v € V gilt, also (S —T)v =0 fir alle v € V
nach §19:1.2 (b).
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1.5 Matrizen quadratischer Formen, Transformationsverhalten

(a) Gegeben sei eine quadratischen Form @Q auf einem Skalarproduktraum V.
Beziiglich einer Basis A= (u1,...,un) ordnen wir Q die Koeffizientenmatriz

A = (air) = Ma(Q) = (Q(ui,ux))
zu. Wegen der Symmetrie von Q gilt A* = A.
(b) Fir u= E TiUi, V= E Yk ur hat dann die quadratische Form die Basis-

i=1 k=1
darstellung

n

Q(u,v) = Zzn: aiRTiyr = (X, Ay)
i=lk=1

mit dem natirlichen Skalarprodukt (.,.) auf K" und x = (u)a, y = (v) 4.

(¢c) Ist B die Koeffizientenmatriz der quadratischen Form Q beziglich einer

anderen Basis B = (v1,...,vs) und S die Transformationsmatriz des Basis-
wechsels, so gilt das Transformationsgesetz

B = S*AS.
BEWEIS.

Der erste Teil von (b) ergibt sich leicht aus der Linearitat von @ in der zweiten
und der Antilinearitdt in der ersten Verinderlichen. Der zweite Teil folgt aus

n

X Ay Z (kz::laikyk).

Zum Nachweis von (c) setzen wir x = (u)a, x' = (u)g, y = (v)4, ¥ = (v)s.
Dann gilt x = Sx’, y = Sy’, also

Q(u,v) = (x,Ay) = (5x',ASy") = (x',S"ASy’),
andererseits Q(u,v) = (x’, By’). Fir x' = e;, y' = e}, ergibt sich
bix = (SAS),, O

2 Symmetrische Operatoren und quadratische Formen

2.1 Symmetrische Operatoren

FEin linearer Operator T : V — V auf einem Skalarproduktraum V heifit sym-
metrisch, wenn

(Tu,v) = (u,Tv) fir alle u,v € V.
BEISPIELE. (a) Auf K™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt ist der Operator

T : x +— Ax genau dann symmetrisch, wenn A = A*.

(b) Orthogonale Projektionen sind nach §19:2.4 (b) symmetrisch.
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SaTz. (a) Sind S, T symmetrische Operatoren, so ist auch
aS+pT fir a,0 €R.

ein symmetrischer Operator.
(b) Ist T symmetrisch und invertierbar, so ist auch T~ symmetrisch.

(¢c) Ein Operator T auf einem Skalarproduktraum V dber C ist genau dann
symmetrisch, wenn (u,Tu) reellwertig ist fir alle u € V.

BEWEIS als [UA]; fiir (c) ist die Polarisierungsgleichung 1.4 (b) zu verwenden.

2.2 Die zugehorige quadratische Form

(a) Fiir jeden symmetrischen Operator T auf V ist durch
Qu,v) = (u,Tv)

eine quadratische Form Q auf V definiert .

(b) Ist Q eine quadratische Form auf einem endlichdimensionalen Skalarpro-
duktraum V', so gibt es genau einen symmetrischen Operator T auf V' mit

Qu) = (u,Tu) fir alle weV.
Mit den Polarisierungsgleichungen 1.4 (a), (b) folgt
Q(u,v) = (u,Tv) fir alle u,v € V.

BEWEIS.
(1) Die Eindeutigkeit wurde in 1.4 (b) gezeigt.
(2) Zum Nachweis der Ezistenz wihlen wir eine ONB A = (uy,...,u,) fir V.
Fiir einen Operator T' der gewilinschten Art muf} gelten
<’u,»;, Tuk > = Q(ui, uk) =: QL -
Beziiglich der ONB hat T'uy nach §19:2.2 (b) die Basisdarstellung

Tue =Y (ui, Tup )us = Y, ik Ui -
i=1 i=1
Wir definieren jetzt T als denjenigen Operator, der beziiglich der ONB A die
Matrix (a;r) besitzt. Fiir diesen gilt dann

(Tug,ue ) = {up, Tus ) = Quk,w;) = Qus,ur) = {us, Tug ),

und fur v = Emiui7 V= Zkak folgt
i=1 k=1
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n n

(Tu,v) = < inTui, Zykuk> =

i=1 k=1

> Ty (us, Tur ) = <
1k=1 i

Z 6 { Tus,y ug )

Il
INGE
M: [ M:

TiUi ZykTuk> = (u,Tv).
1 k=1 O

2

2.3 Symmetrische Operatoren und symmetrische Matrizen

Die Matrix A eines symmetrischen Operators beziglich einer Orthonormalbasis
ist symmetrisch, d.h. es gilt

AT = A.
(Im Fall K = C spricht man auch von hermiteschen Matrizen).

Fir symmetrische Matrizen A ist der (meistens ebenfalls mit A bezeichnete)
Operator x — Ax des K" symmetrisch beziiglich des natiirlichen Skalarpro-
duktes.

Das erste folgt aus dem vorangehenden Beweis, das zweite nach §19:4.3 (a).

3 Diagonalisierbarkeit symmetrischer Operatoren

3.1 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Operatoren

Fir symmetrische Operatoren T von Skalarproduktrdumen V gilt:

(a) Alle Eigenwerte sind reell.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.

(¢) Istu ein Eigenvektor von T, so ist das orthogonale Komplement von u
W={u}* = {veV|{(uv) =0}

T—invariant, d.h. wird durch T in sich ibergefihrt, T(W) C W.

BEWEIS.
(a) Aus der Eigenwertgleichung Tu = Au mit u # 0 folgt

(A-A)(U,’u) = <U,>\U>—<AU,U> = <U,TU>—<TU,’U,> = 07
also A =X wegen (wu,u)#0.
(b) Aus Tu = Au, Tv = pv mit reellen Zahlen A # p folgt

A =w(u,v) = (Au,v) —(u,pv) = (Tu,v) — (u,Tv) =0,

also (u,v) =0 wegen A\ — u #0.

(¢) Firw e W gilt (Tw,u) = (w,Tu) = (w, \u) = AMw,u) = 0, also ist
auch T'w orthogonal zu wu. o
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3.2 Die Existenz von Eigenwerten
Jeder symmetrische Operator T eines endlichdimensionalen Skalarproduktrau-
mes V besitzt wenigstens einen reellen Eigenwert.

BEWEIS.

(a) Im Fall K = C besitzt das charakteristische Polynom pr von T nach dem
Hauptsatz der Algebra eine Nullstelle A € C. Diese ist ein Eigenwert von 7" und
reell nach 3.1.

(b) Im Fall K = R wéhlen wir eine Orthonormalbasis A fiir V. Die Ma-
trix A = M4(T) ist symmetrisch nach 2.3. Fassen wir A als Abbildung x — Ax
des C" auf, so erhalten wir einen symmetrischen Operator des C™ mit dem
natiirlichen Skalarprodukt, (x,Ay) = (A™x,y) = (Ax,y). Nach (a) be-
sitzt A einen reellen Eigenwert A, d.h. das charakteristische Polynom pa = pr
besitzt eine reelle Nullstelle. O

3.3 Diagonalisierbarkeit symmetrischer Operatoren
Jeder symmetrische Operator auf einem endlichdimensionalen Skalarprodukt-

raum ist diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Orthonormalbasis fir V aus Eigen-
vektoren von T

BEWEIS durch Induktion nach n :=dim V.

Im Fall n =1 ist jeder lineare Operator T : V — V diagonalisierbar, denn ist
V =Span {v} mit v # 0, so gibt es wegen Tv € V ein A € K mit Tv = \v.
Die Behauptung sei schon fiir alle symmetrischen Operatoren auf Skalarpro-
duktrdumen der Dimension n richtig.

T sei ein symmetrischer Operator auf einem (n + 1)—dimensionaler Skalarpro-
duktraum V. Nach 3.2 besitzt T einen reellen Eigenwert A\;. Wir wahlen einen
zugehorigen Eigenvektor vy mit |jv1]] = 1. Der zu v; senkrechte Teilraum W
wird durch 7T in sich iibergefiihrt nach 3.1 (c). Daher ist die Einschrankung T
von T auf W1 ein symmetrischer Operator auf dem Skalarproduktraum W;. Da-
bei hat Wi die Dimension n, denn W7 ist der Kern der Projektion u — {v1,u )v1,
deren Bildraum eindimensional ist. Fiir 71 : Wi — W; gibt es nach der Induk-
tionsannahme eine ONB wo,...,v,41 von Wi und Zahlen \; € IK mit

Tivik = A\vg, also auch Twvr = Agvk (k =2,...,n+ 1).
Also bilden wv1,...,vn41 eine ONB fir V mit Tvy = Agvg (K=1,...,n+ 1).

Die Behauptung gilt somit auch fiir symmetrische Operatoren auf Skalarpro-
duktrdumen der Dimension n + 1. m|

BEMERKUNG. Das entscheidende Argument beim Beweis ist die T—Invarianz
der orthogonalen Komplemente! Bei nicht symmetrischen Operatoren ist diese
Eigenschaft nicht gesichert: Der Operator

aem=w (0)=(50)(2)=(5)
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ist nicht symmetrisch und hat 0 als einzigen Eigenwert. Fiir den zugehorigen
Eigenraum Span {e;} ist das Komplement e; = Span {e2} nicht A-invariant.

3.4 Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen
Die Matrix A € M(n,K) sei symmetrisch, d.h. es sei A* = A. Nach 2.3 ist
A : x+— Ax ein symmetrischer Operator auf IK" mit dem natiirlichen Skalar-
produkt. Wir konnen daher nach 3.3 eine Orthonormalbasis vi,..., v, des K"
aus Eigenvektoren von A finden:
AVj = AjVj mit Al,--.,)\n e R fir ]: 1,...,71,
<Vi,Vk> = 51]g fiir i,k: 1,...,71.
Bilden wir mit den Spaltenvektoreb vi,...,v, die Transformationsmatrix S,
so lassen sich die Gleichungen (v;, vy ) = d;ir in die folgende Gestalt bringen:
S*S =FE, dh S§!'=5".
Damit haben wir nach §18:1.2

Al 0
S*AS = ST'AS = )
0 An
BEMERKUNG zur praktischen Bestimmung der ONB (vi,...,Vv,) und damit
von S. Ist p eine k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so mufl

u nach §18:4.1 k-mal unter den Aq,...,\, vorkommen, und der zugehorige
Eigenvektorraum ist k—dimensional. Die Auflosung der Eigenwertgleichung

(A—puE)x =0

mittels Elimination liefert i.a. zundchst nur k linear unabhéngige Eigenvekto-
ren; aus diesen kann dann mit Hilfe des Gram—Schmidtschen Verfahrens eine
ONB fiir den Eigenraum N, bestimmt werden. Eigenrdume N, und N, fir
u # v sind nach 3.1 (b) zueinander orthogonal. Die ONB aller Eigenrdume er-
geben daher zusammen ein ONS aus n Vektoren, d.h. eine Basis des K".

4 Hauptachsentransformation

4.1 Hauptachsendarstellung einer quadratischen Form

Sei @) eine quadratische Form auf einem n—dimensionalen Skalarproduktraum
V und T der zugehérige symmetrische Operator (siehe 2.2 (b)), also

Qu) = (u,Tu) fir uweV.
Nach 3.3 gibt es eine ONB B = (v1,...,v,) aus Eigenvektoren von T,

TUl = )\1’L)17 ey T’Un = )\nvn.
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Hauptachsendarstellung von Q. Fiir jeden Vektor uw € V. mit der Basisdar-
stellung

= > YrUk
k=1
hat Q(u) beziglich der Basis B die Hauptachsendarstellung
= > Melusl”
k=1

Die Geraden Span{vy} heiflen Hauptachsen von Q.
BEWEIS.
In §19:2.2 wurde gezeigt, dal jedes v € V' die Basisdarstellung
u = ypUr mit yp = (vk,u)
k=1
besitzt und dafl

n

(u,v) = > {vg,u) (v, v zi: (vg,v

k=1
Fir v = Tu ist insbesondere

(vg, Tu) = (Tvg,u) = Mg{vg,u) = Mgy,
also folgt

Qu) = (u,Tu) Z Aklyel® und - Jull® = 37 Jyel®. o
k=1

FOLGERUNG (RaylelghfPrlnmp). Sind die Figenwerte von T der Gréfie nach
geordnet, M1 < ... < An, so gilt

Av = min{ Q(u) | [lull =1}, An = max{Q(u) | [lu] =1}

[UA], beachten Sie [Jul|* = 3 |yx|*.
k=1

4.2 Die Hauptachsentransformation im IK"™

Sei jetzt V = K" mit dem natiirlichen Skalarprodukt und

Z Zalkfixk = (x,Ax)

i=1k=1
mit einer symmetrischen Matrix A = (a;x). Wir bestimmen eine ONB B =
(vi,...,vn) aus Eigenvektoren von A. Das durch B bestimmte kartesische
Koordinatensystem heifit Hauptachsensystem. S sei die Transformationsmatrix
mit den Spalten vi,...,v, und y = S~ 'x = S*x der Koordinatenvektor von x
mit Komponenten yi,...,y, im Hauptachsensystem. Dann gilt

Q(x) = /\1|y1\2+ —|—/\n|yn\2 fir x =yp1vi+ ... +Ynvn.
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Das folgt direkt aus (x,Ax) = (Sy,ASy) = (y,S"ASy) und
A1 0
S*AS = )
0 An
4.3 Hauptachsen eines Ellipsoids

Hat eine reelle symmetrische 3 x 3-Matrix A = (a;;) positive Eigenwerte A1,
A2, A3, so beschreibt die Gleichung

3 3
ZZ aixTiTE = 1

ein Ellipsoid. Dies erkennt man nach Ausfithrung der Hauptachsentransformati-
on: Ist S die Transformationsmatrix, so gilt mit x = Sy bzw. y = S7'x = §7x
1= Q(x) = Myl +Aays + Asys = (Z—l>

2 2 2
() ()
1 az as
Hierbei sind a1 = 1/vV/ A1, a2 = 1/v/A2, as = 1/4/As die Hauptachsenab-
schnitte des Ellisoids. Wie man der Gleichung entnimmt, sind dies die Abstande

zwischen den Durchstoflpunkten der Hauptachsen durch das Ellipsoid und dem
Ursprung.

Beim Trégheitsellipsoid eines starren Korpers (vgl. § 19 :5.6) bezeichnet man die
Hauptachsen als Hauptrdgheitsachsen. Nach dem Rayleigh—Prinzip 4.1 gilt: Un-
ter allen Drehungen mit festem Drehvektor liefert die Drehung um eine Haupt-
tragheitsachse zum grofiten Eigenwert die grofite kinetische Energie, entspre-
chend ist die kinetische Energie bei Drehung um eine Hauptachse zum kleinsten
Eigenwert minimal.

4.4 Kegelschnitte und Flichen zweiter Ordnung
(a) Durch die Gleichung
ana’® 4 20122y + a2y’ + a1x + asy = ¢

wird — von entarteten Féallen abgesehen — ein Kegelschnitt (Ellipse, Hyperbel
oder Parabel) beschrieben.

(b) Die Gleichung

Z Z QikTiTk + Z airi =c

i=1k=1

beschreibt eine Fliache zweiter Ordnung (Ellipsoid, Hyperboloid, Paraboloid,
Kegel oder Zylinder), wenn man von entarteten Fallen absieht.

(¢) Beidesmal handelt es sich um eine Gleichung

(x,Ax) + (a,x) =c,
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welche durch die Hauptachsentransformation x = Sy in die Form
(y,8"ASy) +(S"ay) = c,

also
S Mvi + Sbryr = ¢ (n =2 oder 3)
k=1 k=1

iibergefiihrt wird. Aus dieser ergibt sich dann die geometrische Gestalt der
Losungsmenge der Gleichung (x, Ax) + (a,x) = c.Eine vorziigliche Analyse
aller moglichen Falle finden Sie bei [PICKERT, Abschnitt 23].

4.5 Aufgabe
Bestimmen Sie die Gestalt des Kegelschnittes mit der Gleichung

x§+4x1xg+4x§+2x1—x2 = 5.

4.6 Positive Definitheit und Vorzeichen der Eigenwerte

Ein symmetrischer Operator T" auf einem Skalarproduktraum V' heifit
positiv (T >0), wenn (u,Tu) >0 fir alle u € V,
positiv definit (7" > 0), wenn (u,Tu) > 0 fir alle w € V mit u # 0.

Diese Begriffe wendet man auch auf symmetrische Matrizen an, wobei die qua-
dratische Form (x, Ax) mit dem natiirlichen Skalarprodukt betrachtet wird.

SATZ. In endlichdimensionalen Skalarproduktraumen gilt:

(a) T > 0 genau dann, wenn X\ > 0 fir alle Figenwerte X\ von T und

(b) T > 0 genau dann, wenn alle Eigenwerte von T echt positiv sind. Im
letzteren Fall ist T invertierbar, denn 0 ist kein Figenwert.

BEWEIS.

Die erste Behauptung folgt sofort aus der Darstellung 4.1:

(u,Tu) = Zkk|yk\2 fir u= Eykvk.
k=1 k=1

Sind alle Eigenwerte des Operators T positiv, so ist (u,Tu) = 0 nur dann,
wenn y; = --- =y, = 0, also u = 0. Ist umgekehrt T" positiv definit, so gilt

0<<’l}k,T’l}k>:<’l}k,Akvk>:)\k fur k:17...,n. O

4.7 Beispiele positiver Matrizen

(a) Die Matrix der Gauflschen Normalgleichungen, vgl. §16:6.3. Fir
eine reelle m x n—-Matriz A mit Rang A = n < m ist die n X n-Matriz ATA
positiv definit, insbesondere invertierbar.

Denn fassen wir einen Spaltenvektor u als n x 1-Matrix auf, so ergibt sich
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<u, ATAu> = u"A"Au = (Au)" Au = ||Au|® > 0;
die Norm auf der rechten Seite ist die von IR™. Nach der Dimensionsformel ist
dim Kern A = 0, also <u7ATAu> =0 <= Au=0 <= u=0.

(b) Matrizen mit iiberwiegender Hauptdiagonale. Gilt fir die Diagonal-
elemente einer (reellen oder komplexen) symmetrischen Matriz A = (aik)

ai > Y law|, i=1,...,n,
ki

so ist A positiv definit.

Wir zeigen, dafl alle Eigenwerte echt positiv sind. Sei x # 0, Ax = Ax und z;
eine betragsgrofite Komponente von x. Aus Ax = Ax folgt insbesondere

()\ — a“)wz = Z AQik Tk also

kZi
lais = Al - |zi| < 37 laikl - o] < il D lai] -
kti kti

Wegen |z;| > 0 folgt daraus |as — A < D |aix] < asi, also liegt A im Intervall
)
mit Mittelpunkt a;; > 0 und halber Lange a;;, ist also positiv.

5 Gekoppelte Systeme von Massenpunkten

5.1 Ein diskretes Saitenmodell

Wir denken uns auf einer gespannten elastischen, masselosen Schnur in gleichen
Absténden n punktformige Finzelmassen m angeheftet, die reine Transversal-
schwingungen ausfiihren. Es sei yx(t) die Auslenkung des k—ten Massenpunkts
aus der Ruhelage y = 0 zur Zeit t.
Nehmen wir kleine Auslenkungen an, y
so ist die auf diesen wirkende Riick-
stellkraft fi ndherungsweise proportio-
nal zu der Summe der Auslenkungsdif-

ferenzen yj_1—yx zum linken Nachbarn o v
und yg+1 — yr zum rechten Nachbarn.
Mit einer Proportionalitdatskonstanten
¢ > 0 gilt also Y
fi = —cyr+c(y2 —y1)
Yk

Jo = clyr —y2) +c(ys — y2)

8

Wi

o = c(Yn—1 —Yn) — CYn .
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Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ergibt sich m§x(t) = fu(t) fur k =
1,...,n.Mit a = y/c¢/m erhalten wir so das System von Differentialgleichungen

Gi(t) + a®(2ua(t) — ya(t)) =0
G2(t) + a®(—y1(t) + 2y2(t) —ys(t)) = 0
Gn(t) + a*(—yn—-1(t) + 2yn(t)) =0,

welches wir in der Form
y(t) + a®Ay(t) = 0
notieren. Die Matrix A ist positiv definit, denn es gilt
(x,Ax) = 2% — 2x120 + 203 — 2wox3 + ... — 2Ty 1T, + 222

=ai+ (w1 —22)’ + (2 —23)’+ ...+ (Tno1 —x0) + 2.

5.2 Allgemeine gekoppelte Systeme

FEin System von N raumlich angeordneten, durch Federn gekoppelten Massen-
punkten soll kleine elastische Schwingungen um eine stabile Gleichgewichtsla-
ge herum ausfiihren. Die Auslenkung des k—ten Massenpunktes mj aus sei-
ner Ruhelage sei (zk,yr,2r). Wir fassen diese Zahlentripel zu einem Vektor
x = (z1,Y1,21,..., TN, YN, 2N) € R2YN zusammen. Bei kleinen Auslenkungen
diirfen wir annehmen, dafl potentielle Energie U und kinetische Energie T" qua-
dratische Formen sind:

Ux) = 3(x,Ax), T(x) = 3(%, Bx).

In vielen Féllen ist

b1 0
B = ,
0 bsn
mit by = b2 = b3 = my usw. Die Bewegungsgleichungen lauten in Matrix—
Vektorschreibweise

Bi(t) + Ax(t) = 0.

Wir wollen voraussetzen, dafl A und B positiv definite Matrizen sind. Dann
ist insbesondere B invertierbar, und die Bewegungsgleichungen konnen in der
Form

¥+ B 'Ax =0

geschrieben werden. Die Matrix C' = B~ 'A ist in der Regel nicht symmetrisch,
wohl aber diagonaldhnlich, wie im folgenden gezeigt werden soll.
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5.3 Simultane Hauptachsentransformation

(a) Sind A, B symmetrische Matrizen mit B > 0, so ist die Matriz B~ A
diagonaldhnlich und hat reelle Figenwerte. Genauer gilt:

Es gibt eine Basis B = (v1,...,vn) des K" und reelle Zahlen A1,...,An mit
Avi = MiBvi, ..., Avy = A\yBvy,  sowie (v, Bvi) = ik .

Die Zahlen i, sind die Nullstellen des Polynoms p(x) = det(A — zB).

(b) Fir x=y1vi+ -+ ynvy gilt

(x,Ax) = Y Aulyel”,  (x,Bx) = Y |uel*
k=1 k=1

BEMERKUNGEN. (¢) B™'A ist genau dann symmetrisch, wenn A und B ver-
tauschbar sind, AB = BA.

(d) B ist im allgemeinen keine ONB beziiglich des natiirlichen Skalarproduktes!

BEWEIS.
(a) Da die Matrix B positiv definit ist, wird durch

(w,v)g := (u,Bv)

neben dem natiirlichen Skalarprodukt (-, -) ein weiteres definiert. Der Operator
T : x — B! Ax ist beziiglich dieses Skalarproduktes symmetrisch:

<u,B71Av>B = <u7BB71Av> = <u7AV> = <Au,v>
= <Au7Blev> = <BilAu, Bv> = <BilAu7v>B,
da B7! nach 2.1(b) symmetrisch ist. Also gibt es fiir IK", versehen mit dem

Skalarprodukt ( -, - )5, eine ONB B = (v1,...Vvy) aus Eigenvektoren von T zu
reellen Eigenwerten:

TV/c = B_IAVk = /\kvk, d.h. AV/c = AkBVk,

(Vi, Vi) g = ik -
Der Rest folgt aus |[B™'A — zE| = |B~'(A—«B)| =|B~'|-|A - zB|.
(b) folgt aus 4.1 mit (x,Tx)5 = (x,A4x), (x,Bx)=(x,X)g.
(c) Ist B~'A symmetrisch, so gilt nach §19:4.3, Zusatz (a)

B'A = (B'A)" = A*(B™Y)* = AB™",

da B~! symmetrisch ist. Multiplikation mit B von links und rechts liefert AB =
BA. Aus AB = BA folgt analog B~'A = AB™! = A*(B™')* = (B~ A4)* durch
Multiplikation mit B~! von links und rechts . a
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5.4 Losung des Problems gekoppelter Massenpunkte
Wir betrachten fiir positiv definite Matrizen A, B das Anfangswertproblem

Bx(t) + Ax(t) = 0
mit vorgeschriebenen Anfangsdaten x(0) = xq, %(0) = x1.
GeméB 5.3 bestimmen wir eine Basis (vi,...,vy) des R™ mit
AVk = A]CBV/€7 <Vi7vk>B = <Viank> = 57,k

Nach 5.3 (b) sind alle A, positiv wegen A > 0.

Jeder Losungsvektor x(t) besitzt eine Basisdarstellung
() xt) = X (v
dabei gilt nach §T19 :2.2(b)
yr(t) = (v, x(t) ) = (vi, Bx(t)) = (Bvg,x(t)) .
Dabher gilt
Gr(t) = (Bvi, X(t)) = (vi, BX(t)) = — (v, Ax())
= —(Ave,x(t)) = =M (Bvi,x(t)) = — \e¥yr(t).
Mit wi = v/Ax erhalten wir also die Schwingungsgleichungen
k() + wiyk(t) = 0
mit den allgemeinen Losungen
yr(t) = agcoswit +bpsinwit (k=1,...,n).

Fir die Koeffizienten ar = yx(0), b = iyk (0) ergeben sich mit () die Bedin-
gungen

X0 = X(O) = Z apVg , X1 = X(O) = Z wkbkvk .
k=1 k=1
Aus diesen folgt

1
ar = <.BV1€7X0>7 bk: —<ka,X1>.
Wk
Hierdurch sind yi1(¢),...,yn(t) und damit auch x(¢) eindeutig bestimmt. Daf}
(*) mit diesen ag, by tatsichlich eine Losung liefert, ist leicht nachzurechnen.



Kapitel V

Analysis mehrerer Variabler

§ 21 Topologische Grundbegriffe normierter Raume

1 Normierte Raume

1.1 Vorbemerkungen. Auch in der mehrdimensionalen Analysis sind die Be-
griffe ,, Konvergenz“, ,,Stetigkeit, , Differenzierbarkeit* fundamental. Neu hinzu
treten ,,topologische* Begriffe, welche die Gestalt von Punktmengen betreffen,
wie ,offen*, , kompakt“, ,zusammenhéngend“. Alle diese Begriffe konnen auf
den Begriff des Abstands zweier Punkte, also letztlich auf die euklidische Norm
zuriickgefiihrt werden.

Der Begriff der Norm ist uns schon in mehreren Kontexten begegnet. Normen
treten auch in Band 2 bei unendlichdimensionalen Funktionenrdumen unter-
schiedlichster Ausprigung auf, z.B. im Zusammenhang mit der Quantenmecha-
nik. Die Begriffe und Sétze dieses Abschnittes sind zwar fiir den R™ gedacht,
doch fast alle Schliisse bleiben in beliebigen normierten Raumen giiltig. Daher
halten wir die Formulierungen dieses Abschnittes allgemein; den Lesern wird
empfohlen, sich die Verhéaltnisse in der Ebene zu veranschaulichen.

1.2 Norm und Abstand

Ein Vektorraum V iiber K ( = R oder C) heift normierter Raum, wenn er
mit einer Norm versehen ist, worunter wir eine reellwertige Funktion u — ||ul|
auf V mit folgenden Eigenschaften verstehen:

(@) [Jull =20 und |lul =0 <= u =0,

(b) lleull = lal lull fir o €K,

(¢) flut+o| < Jlull + vl (Dreiecksungleichung).

Als direkte Folgerungen aus (a), (b) und (c) ergeben sich

@ || élakuk | < émk\ luil| fiir ax € K, ux €V,

(e) |HuH — Hv\” <||lu—wl| (Dreiecksungleichung nach unten).
Der Nachweis von (e) erfolgt nach dem Muster von §7:3.3 [04].

Fiir u,v € V nennen wir |[u — v|| den Abstand von w und v. Fiir nichtleere
Mengen A, B C V definieren wir den Abstand durch

dist (A4, B) := inf{Hu—vH |lueAve B} .

Fir w € V, r > 0 nennen wir die Menge
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K. (u) := {v eViv—ul| < r}

die offene Kugel um u mit Radius r.

Eine Teilmenge M von V heifit beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt mit

||lu]| < R fiir alle uw € M.

1.3 Beispiele von Normen in IR"™ und C"

Analog zur euklidischen Norm ||x|| := /22 +---+ 22 im R" (vgl. §6:2.3)
definieren wir die euklidische Norm im C"™ durch

x| = g/lwaf* + -+ el

Im K" (= R"™ oder C") lassen sich noch weitere Normen definieren:
Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm.

Weitere wichtige Normen sind
[xlly = |z + -+ [aal, ]l = max {|z1],..., |zl } -

Die euklidische Norm wird manchmal auch mit ||-||, bezeichnet.

[(A]. Weisen Sie die Normeigenschaften nach und zeichnen Sie die Einheitsku-
geln K1(0) im R? fiir die Normen |[|-[|, und |-||_,.

Zwischen diesen drei Normen bestehen die Beziehungen
1
—= lIxll < lIxll, < [xll, < Valx],

NG

letzteres nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung:

Slefoe] < V124 124z P+ o+ |za]?
k=1

Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden wir im K™ die euklidische Norm.
Es sei hervorgehoben, daf$ der Betrag auf R bzw. C die Eigenschaften einer
Norm hat. R und C mit dem 7blichen Abstandsbegriff sind im folgenden mit-
einbezogen.

1.4 Normen auf unendlichdimensionalen Vektorraumen

(a) Cla,b] sei der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem kompakten
Intervall [a,b]. In §12:2.1 wurde gezeigt, dal durch

£l = max {|f(2)| | a <z <b}

eine Norm auf C [a, b] gegeben ist, die Supremumsnorm.
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(b) Fiir den Hilbertschen Folgenraum

2 = {a: (a1,a2,...) | ar €C, > lax|? konvergiert}
k=1

N

ist durch |a|| := ( > Jarl? )

eine Norm gegeben, vgl. §19:1.4.

2 Konvergente Folgen

2.1 Definition. Es sei V ein normierter Raum und (ux) eine Folge in V. Wir
sagen, die Folge konvergiert gegen u € V oder hat den Grenzwert (Li-
mes) u, wenn

lim |ju—wug| = 0.
k—o0
Wir schreiben dafiir

u = lim ug oder ur — uw fir k£ — o0o.
k— oo

2.2 Eigenschaften konvergenter Folgen
(a) Fine konvergente Folge kann nur einen Grenzwert besitzen.

(b) Eine konvergente Folge (uy) ist beschrankt, d.h. es gibt ein r > 0 mit

fuel| <7 fiir k=1,2,....

BEWEIS.

(a) Aus up — u, up — v fiir k — oo folgt
lu—oll = l[(w—ux) + (ur = V)| < [lu—urll + [lux — vl — 0

fir k — oo, also u =wv.

(b) Da (Jlu — uxl|) eine Nullfolge in R ist, ist sie beschrankt: |lu — ux|| < s fiir
k=1,2,.... Es folgt

Jull = flu+ (ur = )| < fJull + lux —uf| < Jull+5 = 7. O

2.3 Das Rechnen mit konvergenten Folgen
(a) Aus up — u, v — v folgt auy + Bvr, — au+ Pu fir o, € K.
(b) Aus ug —u folgt |luk|l — [lull.

(¢) Ist (uw) konvergent, so konvergiert auch jede Teilfolge von (ur) und hat
denselben Grenzwert.

BEWEIS.

Wortwortlich wie in § 2. : Fiihren Sie die Beweise aus, ohne an der angege-
benen Stelle nachzusehen. o
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2.4 Aquivalente Normen, Konvergenz im IR"

(a) Zwei Normen | -||,, |||, auf V heilen &quivalent, wenn es Konstanten
a,b >0 gibt mit

lull, < allully, [|lull, < blul, firale ueV.

Aquivalente Normen fiihren auf denselben Konvergenzbegriff.

Denn es gilt
lu—uil|; =0 < |lu—ul, =0 fir k— oco.

(b) Nach 1.3 sind die dort erklirten Normen ||-|, ||-|l;, ||-|l., poaarweise
aquivalent. Die Konvergenz ux — u in jeder dieser Normen ist dquivalent zur
koordinatenweisen Konvergenz.

Nach (a) gilt ndmlich
[u—ui]| -0 < [[u—u|; =0 <= [Ju—u|_, — 0.
Hat u — uy, die Koordinaten zj; (¢ = 1,...,n), so ergibt sich die zweite Be-

hauptung aus den Beziehungen

O

n
kel < -l (G=1,2,..n), fla—uklly = 32 |wel-
i=1

3 Offene und abgeschlossene Mengen

3.1 Offene Mengen

Das Konzept der Ableitung einer Funktion mehrerer Verdnderlicher in einem
Punkt erfordert die Kenntnis der Funktion in einer ganzen Umgebung dieses
Punktes. Wir lassen deshalb als Definitionsbereiche differenzierbarer Funktionen
nur offene Mengen zu:

Eine Teilmenge €2 eines normierten Raumes V heiflt offen, wenn 2 mit jedem
Punkt v auch noch eine Kugel K.(u) um w enthélt.

Die r—-Kugel um u € V
Kr(u) = {v eVi|v—ul| < r}

ist offen; dies rechtfertigt die Bezeich-
nung ,offene Kugel®.

Denn mit v € K, (u) liegt auch die Ku-
gel K. (v) mit e =7 —|Ju —v|| > 0 noch
in K,(u), wie man mit Hilfe der Drei-
ecksungleichung sofort nachpriift.

In R sind die Intervalle der Form |a, b],

Ja, oo und ]—o0, b[ offen, [TA].
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3.2 Eigenschaften offener Mengen

(a) 0 und V sind offene Mengen.

(b) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.
(¢) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen mufl nicht offen sein. Zum
Beispiel ist

Fle%w) — {0}

keine offene Menge.

BEWEIS.

(a) Die Offenheit von V ist offensichtlich. Aus Griinden formaler ZweckméaBig-
keit setzen wir die leere Menge als offen fest. Das ist auch deshalb gerechtfertigt,
weil die Aussage v € ) = K, (u) C §} nach den Verabredungen §4:2.2 richtig
ist.

(b) bleibt als leichte dem Leser iiberlassen.

(¢) Seien Qu,...,Q, offene Mengen in V und sei v € Q1 N--- N Qp,. Dann
gehort v zu jedem i, es gibt also Radien ry > 0 mit K, (u) C Q. Setzen wir
r=min{ry,...,rm}, so gilt K,(u) C QU N---NQp,. a

3.3 Aufgaben
(a) Zeigen Sie, dafl jeder Halbraum im R"™

{xE]R”\(x,a)>b} mit a#0, beR

eine offene Menge ist.

(b) Folgern Sie hieraus zusammen mit der Durchschnittseigenschaft 3.2 (¢), da8
{xeR"|ar <zr <bp fiir k=1,...,n} eine offene Menge im R" ist.

(c) Zeigen Sie: Zwei dquivalente Normen auf V (vgl. 2.4) erzeugen dieselbe
,» Topologie“, d.h. der Begriff offene Menge ist fiir beide Mengen derselbe.

3.4 Abgeschlossene Mengen

Eine Teilmenge A eines normierten Raumes V heifit abgeschlossen, wenn mit
jeder konvergenten Folge, deren Glieder in A liegen, auch der Grenzwert zu A
gehort:

up —u, uy €A = u€A.
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BEISPIELE

(a) In R sind Intervalle der Form [a,b], [a, oo und |—o0, b] abgeschlossen, man
beachte dazu §2:6.2.

(b) Die Menge N der Nullstellen einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist
abgeschlossen. Denn aus z € N, z, — z, folgt nach (a) = € [a,b], und wegen
der Stetigkeit von f folgt f(z) = klim f(zg) =0, also z € N.

3.5 Komplemente von offenen und abgeschlossenen Mengen

In einem normierten Raum V ist eine Teilmenge Q) genau dann offen, wenn ihr
Komplement V' \  abgeschlossen ist.

Hieraus folgt unmittelbar, dal A C V genau dann abgeschlossen ist, wenn V'\ A
offen ist.

BEWEIS.
»==": Q sei offen. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von V' \  ist zu zeigen

ur €EV\Q, w—u = ueV\Q.

Wire u € Q, so wiirde nach Voraussetzung K.(u) C Q fiir ein € > 0 gelten.
Wegen ur — u gibe es ein n. mit

|lu—ug|| <e fir k> ne,

d.h. u, € K. (u) C Q fiir k > ne, was ein Widerspruch zu uy € V' \ Q ist.

»,<=": Sei A abgeschlossen, Q@ =V \ A und u € Q. Angenommen, es gibt kein
r > 0 mit K,(u) C Q. Dann gibt es zu jedem k € IN ein ux € Kyp(u) mit
ur & Q, d.h. up € A. Wegen |lu — ug|| < % gilt klim ur = u. Da A abgeschlossen

ist, folgt u € A im Widerspruch zu u € V' \ A. O

3.6 Eigenschaften abgeschlossener Mengen

(a) 0 undV sind abgeschlossene Mengen,

(b) der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen,
(¢) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen braucht nicht abge-
schlossen zu sein. Dies zeigt das Beispiel

G [F1+i1-1] =]-11].

Der Beweis ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der de Morganschen Regeln §4:4.2,
aus 3.5 und aus den Eigenschaften offener Mengen 3.2, [0A].
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4 Inneres, Auﬁeres, Abschlufl und Rand einer Menge

4.1 Definition

Fiir Teilmengen M eines normierten Raumes V treffen wir folgende Definitionen:
Ein Punkt u € V heifit innerer Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt mit
K,(u) C M. Die Menge ]\(;[ aller inneren Punkte heifit Inneres von M .

u € V heifit AuBBerer Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt, so daBl K, (u) N M
leer ist, d.h. wenn v innerer Punkt von V' \ M ist.

Ein Punkt v € V heifit Randpunkt von M, wenn jede offene Kugel K, (u)
sowohl M als auch das Komplement V \ M trifft. Die Menge der Randpunkte
von M heifit Rand von M und wird mit M bezeichnet.

Der Abschlufl oder die abgeschlossene Hiille von M ist definiert durch

M := {u€V |u ist Grenzwert einer Folge aus M} .

SATZ. (a) Jeder Punkt w € V gehort zu genau einer der Mengen M, OM,
(V\ M)®, d.h. er ist entweder innerer Punkt, Randpunkt oder dufSerer Punkt.

(b) Es besteht die Beziehung M C M c M.

(c) ue M <= fir jedesr >0 gilt K.(u) N M # 0.

BEWEIs.

(a) und (b) folgen unmittelbar aus den Definitionen [TA].

(¢) ,="“: Gilt u = klingo ug, mit einer Folge (uy) aus M, so gibt es zu jedem
r >0 ein n, mit ||u — ug|| <7, d.h. mit ux € K, (u) fiir n > n,.

o= Gilt K,(u) N M # § fiir jedes 7 > 0, so gibt es zu jedem k € IN ein
up € M mit ug € Ky /p(u), dh. flu—ug| < £. O
4.2 Beispiele in IR

(a) Fiir I =[a,b] gilt T =]a,b[, O = {a,b}, T=[a,b].

(b) Fiir I =]a,c0] gilt T = [a,00[, I = {a} und I=1.

(c) Was ergibt sich fiir 7, 0Z und 77

(d) Q = R, denn jede reelle Zahl ist Grenzwert einer geeigneten Folge ratio-

naler Zahlen. Q ist leer, denn in jeder Umgebung einer rationalen Zahl liegen
irrationale Zahlen.

Mehrdimensionale Beispiele ergeben sich mit Hilfe stetiger Funktionen in 7.6.
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4.3 Eigenschaften von Innerem, Abschluf3i und Rand

BEWEIS.
(a) Sei u € M Dann gibt es definitionsgemaf ein r > 0 mlt K (u) C M. Wir

zeigen, daf} sogar K,(u) C M gilt, womit die Offenheit von M bewiesen ist: Zu
jedem v € K, (u) gibt es nach 3.1 ein € > 0 mit K. (v) C K,(u), also Kc(v) C M.

(b) Nach 4.1 (c) gelten folgenden Aquivalenzen:
ugdM <= Esgibteinr>0mit K,(u )y NM =0 <= ue (V\M)°.

(c) Aus M = M folgt nach (b) | die Abgeschlossenheit von M. Sei umgekehrt
M abgeschlossen. Wegen M C M nach 4.1 (b) bleibt zu zeigen M C M. Sei
also u € M, d.h. u = lim u, mit einer Folge (ux) aus M. Da M abgeschlossen

k—oo
ist, folgt u € M.
(d) und (f) als [(A]. Hinweis fiir (f): Zeigen Sie mit 4.1 (c), daB M \ M C OM.
Warum ist 9M ¢ M und M 1 M = 07
(e) folgt aus (f). |

4.4 Aufgaben. (a) M ist offen <= M = M = MnOM = 0.

(b) M ist abgeschlossen <= OM C M.

(©) Kr(w)={ueV]llu-v|<r}, 0K (u)={veV|[u—-v]|=r}
(d) Fir M #0gilt ueM <= dist(u,M)=0.

4.5 Dichte Teilmengen
Eine Teilmenge M von V heiit dicht in V, wenn M = V.
BEISPIELE. (a) @ ist dicht in R.

(b) Aus dem Weierstrafischen Approximationssatz § 12 : 2.8 folgt: Die Polynom-
funktionen p : [a,b] — R liegen beziiglich der Supremumsnorm dicht in C[a, b].
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5 Vollstandigkeit

5.1 Cauchy—Folgen
Eine Folge (un) in einem normierten Raum V heift Cauchy—Folge, wenn es
zu jedem € > 0 ein n. € IN gibt mit

|um — un|| < e fir m,n > n..

Es gilt:
(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge.
(b) Jede Cauchy—Folge ist beschrdnkt.

(c) Ist fiir eine Cauchy—Folge (un) eine Teilfolge konvergent mit Grenzwert u,
so konvergiert die Folge (un) selbst gegen wu.

BEWEIS als nach den Mustern in §2:9.6, 9.7, 9.9.

5.2 Vollstandigkeit

Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heifit vollstdndig, wenn jede
Cauchy—Folge (un) aus M einen Grenzwert v € M besitzt. Im Fall M = V
bedeutet dies: Jede Cauchy—Folge konvergiert.

Ein vollstandiger normierter Raum heifit Banachraum.

Grundlegende Beispiele fiir Banachrdume sind R und C, jeweils durch den Be-
trag normiert ( §2:9.6, § 7:3.6). Hierauf beruht die Vollstandigkeit einer grolen
Klasse weiterer Rdume. Fiir diesen Band geniigen die folgenden Beispiele.

5.3 Die Vollstandigkeit von IR™ und C™
R™ und C" sind vollstindig in jeder der Normen |-, ||-/l;, |||l von 1.3.
BEWEIS.

Der Begriff der Cauchy—Folge lauft in allen drei Normen auf dasselbe hinaus,
vgl. 2.4. Ist (ug) eine Cauchy—Folge, so gilt fiir die i—ten Koordinaten

ki = wm,il < Jlae —amll

also bilden die i—ten Koordinaten jeweils Cauchy—Folgen in R bzw. C. Wegen
der Vollstandigkeit von IR bzw. C existiert

u; = lim ug,; fir i=1,...,n.
k— o0

Die Vektoren uy konvergieren also koordinatenweise gegen einen Vektor u € IK".
Nach 2.4 folgt die Konvergenz u; — u in jeder der angegebenen Normen. O
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5.4 Die Vollstiandigkeit von C[a, b]

(a) Cla,b], versehen mit der Supremumsnorm

I1ll.c = max{|f(2)] |a<z<b},

ist vollstdndig.

(b) C'[a,b] ist in derselben Norm nicht vollstindig.

(c) Cla,b] ist mit der zum Skalarprodukt (f,g) = [ fg gehorigen Norm un-

8 —

vollstindig. Ndheres dazu in Band 2.

BEWEIS.

(a) Sei (fn) eine Cauchy—Folge in C|a,b], d.h. zu jedem £ > 0 gebe es ein n.
mit

[ fm = frull < € fir m,n>mn..
Fir jedes feste x € [a, b] folgt
[fm(@) = fo(@)] < [Ifm = fall <€ fir m,n>ne.

Das bedeutet, daBl (fn(x)) eine Cauchy—Folge in KK ist. Bezeichnen wir deren
Grenzwert mit f(z), so ist

(@) = fa(@)] = T |fn(2) = ful2)] < & fiix n>ne.

Die Folge (f») konvergiert also gleichméBig gegen f. Nach §12:3.1 ist f stetig.

(b) Sei f € Cla,b] \ C* [a,b]. Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz
ist f gleichméafiger Limes von Polynomen p,. Diese bilden eine Cauchy—Folge
in C! [a,b] mit der Supremumsnorm, deren Limes f aber nach Voraussetzung
nicht zu C' [a, b] gehort. O

6 Kompakte Teilmengen

6.1 Der Satz von Bolzano—Weierstrafl in IR™ und C"

Ist M C K™ eine beschrankte Menge, d.h. M C K. (0) fir ein r > 0, so besitzt
jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS.

(a) Beweis fiir den R*: (x,) = (an,bs) sei eine beschrinkte Folge in R2.
Wegen

lan], [bn] < ||Xn]] < r fir n=1,2,...
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sind (an) und (b,) beschrénkte Folgen in R. Nach Bolzano—Weierstrafl §2:9.8
besitzt (an) eine konvergente Teilfolge: an, — a. Weiter besitzt die Folge (bn,, ),
eine konvergente Teilfolge: by,; — b. Setzen wir x = (a,b), so gilt

HX_Xma'Hl = |a—amj{+|b—bmj{ — 0 fiir j—oo.

(b) Der Beweis fiir den R™ mit » > 2 ist nun reine Routine: n—maliges
Auswahlen von Teilfolgen nach dem Muster von (a).

(c) Da C mit R? identifiziert ist ( |z + dy| = \/x? + y? ), folgt die Behauptung
fiir C aus (a). Der Beweis fiir C? verliuft jetzt ganz analog zu (a), und der
Beweis fiir C" ergibt sich wie in (b). O
Hiernach sind wir also sicher, dafi die Folge (ei‘/ik )
Teilfolge besitzt.

Wéhlen sie aus der Folge (cos %k,zk) in C? konvergente Teilfolgen aus.
Welche Grenzwerte konnen auftreten ?

in C eine konvergente

6.2 Kompakte Mengen

(a) Eine Teilmenge M eines normierten Raumes V heifit kompakt, wenn jede
Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M enthalt.

SATZ. Jede kompakte Menge ist beschrinkt und abgeschlossen.

BEWEIS.

(i) Abgeschlossenheit: Sei (u,) eine konvergente Folge in M, u, — u. Nach
Voraussetzung besitzt (u,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert v € M,
also ist u =v € M.

(ii) Beschranktheit: Ist M nicht beschrankt, so gibt es zu jedem n = 1,2,...
ein un, € M mit ||un|| > n. Dann ist auch jede Teilfolge unbeschrénkt, kann also
nicht konvergieren nach 2.2 (b). O

(b) Sarz. Im R™ und C" gilt auch die Umkehrung: Jede beschrankte und
abgeschlossene Menge in R™ und in C™ ist kompakt.

Einpunktige Mengen sind also kompakt. Intervalle [a, b] mit a,b € R hatten wir
in §1 zu Recht kompakte Intervalle genannt.

BEWEIS.

Ist M C IK" beschriankt, so besitzt jede Folge aus M nach Bolzano—Weierstrafl
eine konvergente Teilfolge. Ist M auch abgeschlossen, so gehort der Grenzwert
zu M. O

(¢) In jedem nmormierten Raum V ist die Einheitskugel {v € V | ||v|| < 1} be-
schrankt und abgeschlossen [UA]. In unendlichdimensionalen Riumen ist die
FEinheitskugel jedoch nicht kompakt.
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Wir zeigen dies fiir Skalarproduktraume: Mit Hilfe des Orthonormalisierungs-
verfahrens §19:3.1 konnen wir uns ein Orthonormalsystem wvi, v2,... in V ver-
schaffen. Fir dieses gilt

2 2 2
[vall = 1 und Jlvm —onl” = [Jom|” + [lvall” = 2.

Keine Teilfolge von (v,) kann konvergieren, weil keine Teilfolge eine Cauchy—

Folge sein kann.

(d) SaTz. Jede kompakte Menge ist vollstandig.

Denn ist M kompakt und (u,) eine Cauchy—Folge in M, so gibt es eine Teilfolge
(wny, )k, die gegen u € M konvergiert. Nach 5.1 (¢) konvergiert dann die Folge
(un) selbst gegen u.

6.3 Der ﬂberdeckungssatz von Heine—Borel

FEine Teilmenge M eines normierten Raumes V' ist genau dann kompakt, wenn
es zu jeder beliebigen Uberdeckung von M durch offene Mengen,

Mc |, QcCV offen,

i€l
eine endliche Teiliberdeckung gibt,
MC QU UQ,.

Wir verzichten auf den nicht ganz einfachen Beweis und verweisen auf [HEUSER
Bd. 2, §111].

7 Stetige Funktionen

7.1 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Es seien Vi und V2 normierte R4ume mit Normen [|-[|;, |||l und f: M — V%
eine Funktion auf einer Teilmenge M C Vi. Diese haufig auftretende Situation
kennzeichnen wir kurz durch die Schreibweise

f ViDOM— Vs,
(a) Sei f:ViDM — Vs und up € M. Wir definieren

lim f(u) =v <= lim f(un) =v
M>3u—ug n— oo

fiir jede Folge (un) aus M mit un — uo .
Aquivalent dazu ist die Bedingung: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit
I f(w) — f(uo)l], < € firalle u€ M mit 0<|u—uol, <94.

Dies ergibt sich durch sinngeméfe Ubertragung von §8:1.5.
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(b) Die Funktion f: Vi3 D M — V> heifit stetig an der Stelle uo € M, wenn
flur) — f(uo) fiir jede Folge (ug) in M mit ur — uo,

d.h. wenn f(uo) = Mahm f(u) gilt. Aquivalent dazu ist nach (a) die Bedingung

Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 mit

I f(u) = fuo)||, < e firalle we M mit [u—wuol, <9, kurz
FIM O Ks(uo)) C Ke(f(uo));

dabei bezeichnet f(A) die Bildmenge von A C M unter f.

(¢) Eine Funktion f: Vi D M — V2 f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt
a € M stetig ist.

7.2 Beispiele stetiger Funktionen

(a) Jede konstante Funktion Vi — Va ist stetig.

(b) Die Identitat 1:V — V, u— u ist stetig.

(¢) Jede lineare Abbildung A : R"™ — R™, x — Ax ist stetig.

Denn mit A = (a;x) gilt nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

HmwzgxgpMQQ Z( M;ﬁ):wﬁwﬁ
mit der Matrixnorm

[Ally == (ZZ azy )

i=1lk=1

HM:

)=

Hieraus folgt
[Ax — Ay|| = [[Ax=y)l < Al lIx =¥l

woran wir unmittelbar die Stetigkeit ablesen.

(d) Skalarprodukte sind stetig, d.h. die Abbildung f : v +— (u,v) von einem
Skalarproduktraum V iiber K in den Koérper K ist stetig. Das folgt sofort aus
der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung:

(o) = (v, 00)] = [(v,u—u0)| < [l - |ju— o]
(e) Normen sind stetig: In jedem normierten Raum V gilt
Un —uo = |[[un|| — [luoll -

Das folgt aus “\un\| — HUOM < |lun — uo|| nach 1.2 (e).
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7.3 Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen
Gegeben sind zwei Funktionen

fVioM—-Vy, g:VaDN—-Vz mit f(M)CN.

SATZ. Aus der Stetigkeit von f im Punkt uo € M und der Stetigkeit von g im
Punkt vo = f(uo) folgt die Stetigkeit von go f: M — V3 im Punkt uo.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition 7.1 (b) [TA].

7.4 Linearkombination stetiger Funktionen

Seien Vi und Vo normierte Raume tber dem gleichen Kérper IK und sei M eine
Teilmenge von V1. Aus der Stetigkeit der Funktionen

fLg:ViDM— Vs
folgt die Stetigkeit jeder Linearkombination
af +bg: Vi DM — Vo (a,beK).

Die Gesamtheit aller stetigen Funktionen von M mnach Va bildet somit einen
K-Vektorraum.

Dies folgt unmittelbar aus der Abschéatzung
[[(af+bg)(u)—(af+bg)(uo)lly = lla(f(u)—f(uo))+b(g(u)—g(uo))ll,
< lal - [ f (w) = f (o)l +[b] - [lg(w) = g(uo)|l, -

7.5 Produkt stetiger Funktionen. Ist V ein normierter Vektorraum vber
K und sind

frg:VOM—-K

stetige Funktionen, so ist auch f - g stetig auf M.
Denn es gilt f(un) — f(uo), g(un) — g(uo) = f(un)g(un) — f(uo)g(uo)

(Rechnen mit konvergenten Folgen in K).

7.6 Das Urbild offener und abgeschlossener Mengen
Wir erinnern an die Definition der Urbildmenge

f7H(B) = {ue M| f(u) € B}
fiir eine Funktion f: Vs D M — V2 und B C Va.

SATZ. Fir eine stetige Funktion f: Vi D M — Va gilt:
(a) Ist M offen, so ist f~1(B) offen fiir jede offene Menge B C Va.
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(b) Ist M abgeschlossen, so ist f~'(B) abgeschlossen fiir jede abgeschlossene
Menge B C Vs.

BEMERKUNG. Dieser Satz gestattet es, durch Ungleichungen mit stetigen Funk-
tionen beschriebene Mengen als offen bzw. abgeschlossen zu erkennen.

So sind beispielsweise fiir stetige Funktionen f,g:V D M — R die Mengen
{u€ M| f(u) >0} = f'(R+) abgeschlossen, falls M abgeschlossen,
{fue M| f(u) <g(w)} = (g— f) ' (Rso) offen, falls M offen ist und
{u€e M| f(u)g(u) =c} abgeschlossen, falls M abgeschlossen ist.

BEWEIS.

(a) Sei B C V: offen. Fiir jedes ug € f~'(B) ist vo := f(uo) € B, also gibt es
ein ¢ > 0 mit K.(vg) C B. Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 mit
F(M N Ks(uo)) C Ke(vo) C B. Da M offen in Vi ist, kann § > 0 gleich so klein
gewahlt werden, dafl K5(uo) C M. Damit gilt f(Ks(uo)) = f(MNKs(uo)) C B
bzw. Ks(uo) C f~(B).

(b) Sei B C V2 abgeschlossen und (ug) eine Folge in f~1(B) mit Grenzwert u
(u € M wegen M = M). Zu zeigen ist v € f~'(B). Wegen der Stetigkeit
ist f(u) = klim f(ug). Dabei ist f(ur) € B, also auch f(u) € B wegen der

Abgeschlossenheit von B. f(u) € B bedeutet aber u € f~(B). a

7.7 Stetigkeit der Abstandsfunktion

Fir den Abstand dist (u, M) = inf{|ju —w| | w € M} eines Punktes u wvon
einer nichtleeren Menge M gilt

|dist (u, M) — dist (U,M)| < luw—0].

Insbesondere ist die Abstandsfunktion u w— dist (u, M) stetig.

BEWEIS.
Sei v € V und € > 0. Dann gibt es nach Definition des Infimums ein w € M mit

|lv —w| < dist (v, M) +e¢.
Hieraus folgt fir u e V
dist (u, M) < [lu—w|| = [lu=v+v—-wl] < flu=2|+][v—-w|
< |lu—v| + dist (v, M) + ¢ fiir jedes € > 0, also
dist (u, M) — dist (v, M) < |Ju — .

Durch Vertauschen der Rollen von u und v folgt die Behauptung. a
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8 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

8.1 Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt
Ist f: V1 DM — Vo stetig und K C M kompakt, so ist f(K) kompakt.

BEWEIS.

Sei (vn) eine Folge in f(K), d.h. v, = f(un) mit u, € K. Wegen der Kompakt-
heit von K gibt es eine Teilfolge (un, ), deren Limes u in K liegt. Wegen der
Stetigkeit von f folgt

Uny, = f(unk) - f(u) ef(K)

8.2 Der Satz vom Maximum und vom Minimum

Jede auf einer nichtleeren kompakten Menge stetige, reellwertige Funktion besitzt
dort ein Maxzimum und ein Minimum.

BEWEIS.

Es geniigt den Satz vom Maximum zu beweisen; der Satz vom Minimum folgt
dann durch Betrachtung von —f. Sei also f : V O K — R stetig und K
kompakt. Nach 8.1 ist f(K) eine nichtleere kompakte Teilmenge von R, damit
beschrankt und abgeschlossen. Setzen wir s = sup f(K), so gibt es eine Folge
(sn) in f(K) mit s, — s. Da f(K) abgeschlossen ist, folgt s € f(K), also
s = f(u) mit geeignetem u € K. |

Im R"™ charakterisiert der Satz vom Maximum die kompakten Mengen:

AUFGABE. Zeigen Sie: Eine nichtleere Teilmenge M des R™ ist genau dann kom-
pakt, wenn jede stetige Funktion f: M — R ein Maximum besitzt. (Betrachten
Sie geeignete Abstandsfunktionen.)

8.3 Der Abstand von kompakten Mengen

(a) Der Abstand eines Punktes uw € V wvon einer kompakten Menge K C V
wird angenommen: Es gibt einen Punkt v € K mit

||lu— || = dist (u, K).
Das folgt direkt aus der Stetigkeit der Abstandsfunktion v — ||u — v]|.

(b) Im R™ wird auch der Abstand eines Punktes u von jeder abgeschlossenen
Menge A angenommen.

Denn ist r > dist (u, A) und K die kompakte Menge K,.(u) N A, so gilt

dist (u, A) = dist (u, K) [04].

In unendlichdimensionalen normierten Raumen ist die Aussage (b) i.a. falsch.
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(c) Seien A und K disjunkte nichtleere Teilmengen eines normierten Raumes
V', A sei abgeschlossen, und K sei kompakt. Dann haben diese Mengen einen
positiven Abstand.

Der Abstand zweier disjunkter abgeschlossener Mengen kann dagegen Null sein.
Beispiel in der Ebene: 2—Achse und CGraph der Exponentialfunktion [TA].

BEWEIS.

Nach 7.7 ist die Funktion u + dist (u, A) stetig auf K, nimmt dort also ihr
Minimum an. Wéare dieses Null, so gibe es ein v € K mit dist (v, A) = 0.
Nach 4.4 (c) wire dann v € A im Widerspruch zu AN K = (. O

8.4 Gleichmaflige Stetigkeit

FEine auf einer kompakten Menge K stetige Funktion f : Vi D K — Vs ist dort
gleichmdfig stetig, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daf

||f(u) —f(v)H2 < ¢ fir alle u,v € K mit |Jlu—v|, <.

Dies ergibt sich durch Ubertragung des Beweises §8, Abschnitt 6; dieser ver-
wendet nur die Bolzano—Weierstraf3i—Eigenschaft und die Stetigkeit von f .

9 Zusammenhang, Gebiete
9.1 Wege
Eine stetige Abbildung
@ila,b] =V, ()
bezeichnen wir als Weg mit Endpunkten ¢(a) und ¢(b).
BEISPIELE.
(a) Fiir u,v € V liefert
pit—uttlv—u) fir 0<t<1
die Strecke zwischen u und v. Die Stetigkeit folgt aus
Hga(s) H Hs—t v—u” ls —t||lv—ul .
(b) Fiir u,v,w € V liefert
u+t(v —u) fir 0<t<1,
elt) = {v+(t—1)(w—v) fir 1<t<?2

einen Weg. Die Bildmenge entsteht durch Aneinandersetzen der Strecken zwi-
schen u und v sowie zwischen v und w.

(¢) Verbindet man die Punkte wuo,u1,...,un € V durch Strecken, so erhélt
man einen Polygonzug mit Endpunkten wo und un, gegeben durch eine stetige
Abbildung ¢ : [0, N] = V nach dem Muster von (b).
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Aneinandersetzen von Wegen. Sind ¢ : [a,b] — V, @2 : [c,d] =V Wege
mit ¢1(b) = p2(c), so liefert

p1(t) fir a <t <b,
Y(t) =
pa(c+ (t—0)) fir b<t<b+d—c

einen Weg ¢ : [a,b+d—¢c] — V.

9.2 Zusammenhingende Mengen

Eine Menge M C V heifit wegzusam-
menhéngend, wenn sich je zwei Punk-
te von M durch einen Weg verbinden
lassen, der ganz in M verlauft.

BEISPIELE

(a) Die Kugel K, (uo) in V ist wegzusammenhéangend, weil sich je zwei Punkte
u,v € Ky (uo) durch eine Strecke in Kr(uo) verbinden lassen .

(b) In R sind die wegzusammenhingenden Mengen die Intervalle. Denn zwei
Punkte a < b eines Intervalls lassen sich durch den Weg ¢ : [a,b] — [a,b], t — ¢
verbinden. Ist umgekehrt M C R wegzusammenhéngend, so gibt es zu je zwei
Punkten o < 3 aus M eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — M mit ¢(a) = a,
(b) = B. Nach dem Zwischenwertsatz ist [a, 5] C ¢([a,b]) C M. Also ist M ein
Intervall nach dem Hilfssatz §8:4.7.

(¢) Nicht zusammenhéngend ist die aus zwei disjunkten Kreisscheiben beste-
hende Menge M in R?

{1 +y" <1} U{(@+1)° +4° <1}.

Jeder Weg t — o(t) = (¢1(t), p2(t)) mit Endpunkten in verschiedenen Kreis-
scheiben mufl M verlassen. Dies scheint evident; eine strenge Begriindung ergibt
sich durch Anwendung des Zwischenwertsatzes fiir o1 [04].

9.3 Stetige Bilder wegzusammenhingender Mengen

Ist f : Vi D M — Vs stetig und M wegzusammenhangend, so ist auch f(M)
wegzusammenhangend.

Insbesondere ist das Bild einer wegzusammenhéngenden Menge unter einer re-
ellwertigen stetigen Funktion ein Intervall.

BEWEIS.

Fir v1,v2 € f(M) wahlen wir w1, u2 € M mit f(u1) = v1 und f(u2) = v2. Nach
Voraussetzung gibt es einen Weg ¢ : [a,b] — V1 in M mit ¢(a) = u1, ¢(b) = us.
Die Hintereinanderausfiihrung von ¢ und f,
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Y = fop:fab—Va,

ist ein Weg in f(M) mit ¥(a) = v1, ¥(b) = ve. f(M) ist somit wegzusam-
menhéngend. a

9.4 Gebiete und polygonale Wege

FEine nichtleere, offene, wegzusam-
menhéngende Menge 2 C R™ heifit ein
Gebiet.

SATZ. In einem Gebiet 0 lassen sich
je zwei Punkte durch einen Polygonzug
verbinden, der ganz in  verlduft.

BEWEISSKIZZE.

x,y € Q seien beliebige Punkte, und ¢ : [a,b] — R"™ sei ein Weg von x nach
y mit K := ¢([a,b]) C Q. Als stetiges Bild eines kompakten Intervalls ist K
eine kompakte Menge. Da 02 abgeschlossen und zu K disjunkt ist, ist r =
dist (K, 99) > 0 nach 8.3. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von ¢ konnen
wir Zwischenpunkte a = to < t1 < -+ < tny = b finden mit

le(tr—1) —p(tr)]| <7 fir k=1,...,N.

Die Strecke zwischen ¢(tx—1) und ¢(tx) liegt ganz in ©, somit auch das Polygon
mit den Ecken x = ¢(t0), ¢(t1),...,¢(tn) =Y. O

§ 22 Differentialrechnung im IR"

1 Differenzierbarkeit und Ableitung

1.1 Zur Notation

Im folgenden ist 2 C R™ immer ein Gebiet, d.h. offen und wegzusammenhén-
gend. Unter einer Umgebung eines Punktes a € () verstehen wir ein Gebiet U
mit a € U, z.B. eine Kugel K,(a). Eine Umgebung einer kompakten Menge
K ist ein Gebiet U mit K C U.

Die Formulierung ,,fiir [¢t| < 1 soll bedeuten ,fiir alle hinreichend kleinen ¢*.

Wir betrachten Abbildungen

f:R"DQ—-R™, x—f(x)= : = fi(x)e1 + -+ fm(x)em
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Die Funktionen fr : Q@ — R mit &£ = 1,...,m heilen die Komponentenfunk-
tionen von f. Fiir m > 2 nennen wir f : Q@ — R™ eine vektorwertige
Funktion, fiir m = 1 auch eine Skalarfunktion.

Aus Platzgriinden verwenden wir héufig die Zeilenschreibweise:
x=(Z1,...,%n),
f(X) = (fl(x)7 . 7fm(x)) = (fl(‘rlv e 7mn)7' . '7f’m(a“17' . 71‘")) N

Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden wir immer das natiirliche Skalar-

produkt und die euklidische Norm; dabei bezeichnen wir die Normen in R™ und
R™ mit demselben Symbol ||-||, solange keine Verwechslungen moglich sind.

Unter dem kartesischen Produkt A x B zweier Mengen A C R", B ¢ R™
verstehen wir die Menge

{(x7y) = (1, Tn, Y1, -, Ym) | X E A, yGB} c R™™.

Lineare Abbildungen A :R"™ — R™ beschreiben wir im folgenden immer durch
ihre Matrizen beziiglich der kanonischen Basen; wir bezeichnen diese deshalb mit
demselben Buchstaben: A = (a;x). Nach §21:7.2 gilt

m n 1
lAx]] < [[All; %[l mit [[All, = (3 3 lawl* )* .
i=1k=1

1.2 Differenzierbarkeit und Ableitung

Eine Abbildung f : R™ D Q@ — R™ heifit an der Stelle a € Q differenzierbar,
wenn es eine lineare Abbildung A : R"™ — IR™ gibt, so daf} fiir alle x € Q

f(x) = f(a) + A(x —a) + R(x —a) mit lim Rix-a) _,

X — a Hx—aH

Differenzierbarkeit an der Stelle a bedeutet also, daf$ f in einer Umgebung von
a durch eine affine Abbildung

x — f(a)+ A(x — a)
so gut approximiert werden kann, daf$ der Fehler
R(x—a) = f(x) —f(a) — A(x —a)
fiir x — a starker als von erster Ordnung gegen Null geht (vgl. §9:2.2).

SATZ. Die lineare Abbildung A ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmit;
sie heifst Ableitung von f an der Stelle a und wird wahlweise bezeichnet mit

df(a), f'(a), Df(a).

Die Eindeutigkeit zeigen wir in 1.5.



408 §22 Differentialrechnung im R"

Die Differenzierbarkeit an der Stelle a driicken wir auch so aus:

f(a+h) = f(a) + df(a)h+ R(h) fiir [h] <1, wobei lim Iﬁﬁﬁ) -0
h— 0

Da © offen ist, gilt K,(a) C Q fiir r < 1. Die Beziehung ist dann fiir ||h|| < r
sinnvoll.

Die Abbildung f heifit im Gebiet 2 differenzierbar, wenn f an jeder Stelle
a €  differenzierbar ist.

1.3 Beispiele und Anmerkungen

(a) Eine affine Abbildung f : R™ — R™, x — ¢ + Ax ist iiberall differenzier-
bar, und es gilt f'(a) = A fiir alle a € Q. Denn

f(x) = f(a) + A(x —a) mit Restglied R=0.

(b) Eine quadratische Form Q(x) = (x, Ax) auf R™ mit AT = A ist iiberall
differenzierbar; fiir die Ableitung gilt

Q'(a)h = 2(Aa,h).
[0A]: Verwenden Sie die Abschitzung ||Ah|| < ||A|l,|/h]|.

(¢) Der praktische Nachweis der Differenzierbarkeit und die Berechnung der
Ableitung werden in 1.6 behandelt.

(d) Fir differenzierbare Skalarfunktionen f:R D Q — R gilt nach §9:2.2

f(@) = @)+ £'(0) (@~ @) + R(z —a) mit Jim @ — 0.

Die Ableitung im Sinne der Definition 1.2 ist die lineare Abbildung
h— f'(a)h.

Wir haben diese bisher stillschweigend mit der Zahl f’(a) identifiziert. Der Un-
terschied in den beiden Auffassungen wird dadurch deutlich, dal im Sinne der
Definition 1.2 die linearen Funktionen x +— ax die einzigen sind, die mit ihrer
Ableitung iibereinstimmen.

(e) Eine Funktion f ist genau dann an der Stelle a € Q differenzierbar, wenn
g(x)=f(x+a) mit x+aec®
an der Stelle 0 differenzierbar ist; [UA].
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1.4 Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Ist £:R" D Q — R™ an der Stelle a € Q differenzierbar, so ist f dort stetig.

BEWEIS.
Wir verwenden die Bezeichnungen von 1.2. Wegen 1lir% R(h)/||h|| = O gibt es

zu e =1 ein § > 0, so dafl K;(a) € Q und
R(h)/||h|| < e =1 firalle h mit 0<|h|] <.

Nach 1.1 gilt ||Ah|| < ||A|l, [|h|. Damit erhalten wir
If(a+h) — f(a)|| = [Ah+R(b)| < (|Al,+1)|h]. o

1.5 Partielle Ableitungen und Jacobimatrix

Fir f:R"D>Q — R und a = (ai1,...,an) € Q betrachten wir die Funktion
einer Variablen

t— flat+ter) = flar,...,ap—1,0k +t,0541,...,an),

wobei e der k—te kanonische Basisvektor des IR™ ist. Falls diese Funktion an
der Stelle ¢t = 0 differenzierbar ist, nennen wir

or

(@) = Sia+ten)

t=0
die partielle Ableitung von f nach der Variablen x; an der Stelle a. Wir
differenzieren also f nach der Variablen zj, wobei wir die anderen Variablen
als Konstante behandeln. Existieren diese Ableitungen nach allen Variablen, so
heiflit f an der Stelle a partiell differenzierbar. Partielle Differenzierbarkeit
ist eine schwéchere Eigenschaft als Differenzierbarkeit; Naheres hierzu folgt in
1.6 und 1.7.

Es ist iiblich, bei anderer Benennung der Variablen die partiellen Ableitungen
auch mit dem Variablennamen zu versehen, z.B. bei f(z,v, 2)

0 0 0
Laws), v, Faws.

Sehr praktisch sind auch die folgenden Bezeichnungen:
oif(a),...,o0nf(a) baw. Ouf(x,y,2), Oyf(x,y,2), 0.f(x,y,2).

BEISPIEL. Fiir f(x,v,2) = 2%e¥ +sinz ist

ﬁ _ y 8_f _ 2y 8_f _
aw(%y:Z) = 2ze ) ay(xvyvz) =T e, az(xayvz) = Cosz.
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SATZ. Ist £ : R" D Q — R™ in a € Q differenzierbar, so sind die Komponen-
tenfunktionen fi,..., fm in a partiell differenzierbar, und die Ableitung df(a)
ist eindeutig bestimmt durch ihre Matriz beziiglich der kanonischen Basen in R™
und R™,

() 5is(a) o
N Rk (F2(@) = (@ufita).
(@) - Pnla)

Diese heifit die Jacobi—Matrix von f an der Stelle a. Da wir durchweg mit
den kanonischen Basen arbeiten, identifizieren wir die Jacobi—-Matrix mit der
Ableitung:

i@ = (fE@) = @),
Die Spalten von df(a) bezeichnen wir mit d:f(a),...,d.f(a).
BEWEIS.
Die in 1.2 eingefiihrte lineare Abbildung habe beziiglich der kanonischen Basen
el,...,e, des R" und ef,...,e,, des R™ die Matrix A. Zu zeigen ist
Aep = ), o (a)e; fir k=1,...,n.

=1 Oy,

Das ergibt sich durch Grenziibergang t — 0 (¢ # 0) aus den Beziehungen

zm: filatten) = fila) , _ flatter) — f(a)
t v t
=1
_ Aley) +Rlter) _ , ~ Rlter)
- t =T el

Die rechte Seite hat nach Voraussetzung den Limes Aey. Also existiert auch der
Limes der linken Seite, und zwar koordinatenweise nach §21:2.4. O

Fiir eine skalare Funktion f:R"™ D 2 — R erhalten wir insbesondere

0 0

fiir jeden Vektor h = (h1,...,h,) € R".
Eine traditionelle Notation hierfiir ist

_ or of
df = &Cldxl—i—...—&— axndxn.

df (a)h =
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Hierbei werden die ,,Differentiale® df,dx1,...,dx, als,infinitesimale Zuwéchse*
interpretiert. Klarer, wenn auch weniger anschaulich ist es jedoch, dzj als Pro-
jektion h = (h1,...,hyn) — hi zu deuten, siehe auch 3.1.

1.6 Das Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit

Ezistieren fir £ : R"™ D Q — R™ die partiellen Ableitungen der Komponenten
fi,..., fm an jeder Stelle in Q wund sind diese stetige Funktionen auf 2, so
wst £ in ganz Q differenzierbar. Die Ableitung ist durch die Jacobische Matrix
gegeben:

df(x) = (Wi

8Ik

(x)) fir xeQ.

Mit Hilfe dieses Satzes ist die Entscheidung iiber Differenzierbarkeit und die Be-
rechnung der Ableitung einfach, da partielle Ableitungen mit Hilfe der gewdhn-
lichen Differentialrechnung bestimmt werden kénnen.

BEWEIS.

(a) Zunéchst sei f eine reellwertige Funktion zweier Variablen. Wir diirfen
0.B.d.A. annehmen, daf

fR*>Q—R und a=(0,0)€Q,

vgl. 1.3 (e). Zu gegebenem & > 0 gibt es wegen der Stetigkeit der partiellen
Ableitungen ein § > 0 mit Ks(0,0) C ©Q und

|8zf(377y) - 6zf(0,0)| < £,
|3yf(x,y) - ayf(oa 0)| <e

fir alle (z,y) € K5(0,0).

Sei im folgenden (z,y) € K;5(0,0).
Dann liegt auch der Streckenzug mit
den Ecken (0,0), (z,0), (z,y) ganz in
K5(07 0).

Mit dem Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung ergibt sich

Yy

(*) f(x,y) = f(Z',O) + fayf(w7t) dt

x

= f(0,0) + [8.f(s,0)ds + fy(?yf(m,t) dt.
0

0
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Diese Darstellung niitzen wir wie folgt aus: Zunéchst schreiben wir f(z,y) in
der Form

f(x,y) = £(0,0) + 202 f(0,0) +y 9y f(0,0) + R(z,y)
mit

R(x,y) = f(:r7y) - f(070) - xalf(oa 0) - yayf(oa 0) .
Nach (x) folgt

Ra,y) = [ (0:4(5,0) — 0.£(0,0)) ds + [ (0, f(x.t) — 0,£(0,0)) dt
also ’ '
|R(z,y)| < |0fz\81f(s70) — 0:£(0,0)| ds| + |b7 |0y f (. t) = 9y f(0,0)] dt |
<lale+lyle <202 +y2) e fir 22 +y2 < 4.
Somit gilt
lim M =0,

(z,y)—(0,0) 2 _|_y2
was die Differenzierbarkeit von f an der Stelle (0,0) bedeutet.

(b) Bei einer Funktion von n > 3 Variablen f : R®™ D @ — R gehen wir
ganz entsprechend vor, indem wir a = 0 und x durch den achsenparallelen
Polygonzug mit den Ecken

0,...,0), (z1,0,...,0), (z1,22,0,...,0),...,(T1,...,%Tn)

verbinden.

(¢) Esseinun f: R"™ D Q — R™ vektorwertig. Nach (a) und (b) ist jede
Komponentenfunktion f; an jeder Stelle a € 2 differenzierbar, es gilt also fiir
1=1,...,m

fila+h) = fi(a)+ Z (), + Ri(h) mit lim, o S0 = 0.
Hieraus folgt mit der kanonischen Basis (e1,...,em») von R™

Zfza+h Zfz el+zzafl (@)he; + 3" Ri(h

zlkl i=1

f(a+h)

= f(a) + Ah+ R(h),

wobei A = (ﬂ(a)> die Jacobimatrix ist und R(h) := > Ri(h)e; gesetzt

Oxg
=1

wurde. Es gilt somit nach der Dreiecksungleichung
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0 fir h 0. m]
||h|| Z ||h|| o0 R

1.7 Beispiele und Anmerkungen

(a) f:R? — R?, (x) — (e Cf)sy).
Yy e” siny

Die Komponenten fi(z,y) = e®cosy, fa2(z,y) = e"siny sind partiell differen-
zierbar, und es gilt

afs . of .
%(x,y) = € cosy, ay (z,y) = —e" siny,
Ofa R dfa o

5y (©rY) = e siny, oy (z,y) = €” cosy.

Da die partiellen Ableitungen stetig sind, ist f nach 1.6 differenzierbar und
besitzt die Ableitung

e® cosy —e” siny

e” siny e® cosy )
(b) Partielle und totale Differenzierbarkeit. In der Physik ist auch die
Bezeichnung , total differenzierbar® statt ,,differenzierbar“ gebrduchlich. Aus to-
taler Differenzierbarkeit folgt nach Satz 1.6 die Existenz der partiellen Ablei-

tungen. Allein aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt noch nicht die
Differenzierbarkeit. Sei z.B.

flz,y) = 3729:-yy2 fiir (z) # (8) und f(0,0) = 0.

Dann existieren die partiellen Ableitungen in jedem Punkt a € IR?, insbesondere
gilt 9, £(0,0) = 9, £(0,0) =0 [TA]. Wegen

lim f(z,0) = 0, lintf(a:7a:) = %

z—0

ist f an der Stelle (0,0) nicht einmal stetig. Nach 1.6 kénnen also auch die
partiellen Ableitungen nicht stetig sein. Priifen Sie das nach!

(¢) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und deren Determinante fiir die beiden
Abbildungen R? — R? bzw. R® — R3:

, r cos r T cos @ sin v
( ) — ( ) 90>’ ) — rsinp sind | .
® rsm %) r cos v
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2 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

2.1 Die Kettenregel

Sei g:R" D Q — R™ an der Stelle x € Q differenzierbar, ferner sei f :
R™ D Q — R' an der Stelle y = g(x) € Q' differenzierbar und g(Q) C @,
also

f

0 -5 o 5 R

Dann ist auch die Hintereinanderausfihrung fog : Q — R' an der Stelle x
differenzierbar, und es gilt

d(f o g)(x) = df(y)dg(x).

Fiir die Jacobimatrizen ergibt sich nach Ausfithrung der Matrizenmultiplikation

OUio®) oy = 59 () 095 () mit =1, 0 k=1,....n.

al'k jzla_yj 81‘k

BEWEIS.
Wir setzen zur Abkiirzung A = dg(x), B = df(y). Nach Voraussetzung gilt

g(x+h) = g(x) + Ah+R(h) und lim T = 0,
h — 0

f(y + k) = f(y) + Bk +S(k) und lim % - 0.
k — 0

Hieraus ergibt sich
(fog)(x+h) =f(gx+h)) = f(g(x) + Ah+ R(h))
= f(g(x)) + B - (Ah+ R(h)) + S(Ah + R(h))
= (fog)(x) + BAh+T(h), wobei
T(h) := BR(h) + S(Ah + R(h)).

Wir zeigen T(h)/||h|| — 0 fir h — 0: Zu gegebenem ¢ > 0 mit € < 1 gibt es
nach Voraussetzung Zahlen §1,82 > 0 mit K, (x) C Q, Ks,(y) C @' und

[R()[| <elh| fir [b] <d, (S| <elk] fir [kl <dz.

Setzen wir

. 02
6 := min< 61, ———— 5 ,
{1 |A|2+1}
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so gilt fir ||h|| <&

|BRM))| < |1B], IRM)| < B, < Ih],

4B + R(b)| < | Al [l + < b)) < (4], + 1) [Ia] <65
Fir k:= Ah+ R(h) gilt somit |k|| < 2, also y +k € Q' und

ITM)| < [|Bllye bl +¢[lAh + R(b)|| < & (I[Bll, + [|All, + 1) [h]. O

2.2 Aufgabe. Fir £ >0, y > 0 und u,v € R seien

f(u,v) = (u2—v2> und g(z,y) = 2 <log Y x2+y2>.

2uv arctan £
x
Bestimmen Sie die Ableitung d(f o g)(z, ).

2.3 Linearitiat der Ableitung. Sind f,g : R" D © — R™ an der Stelle
a € Q differenzierbar, so ist auch aof + g : x — af(x) + Gg(x) fir o, 8 € R
dort differenzierbar, und es gilt

d(af + fg)(a) = adf(a) + fdg(a)  [0A].

2.4 Produkt— und Quotientenregel

(a) Mit f,g: R" D Q — R ist auch f - g an der Stelle a € Q differenzierbar,
und es gilt

d(f - 9)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df(a).

(b) Im Fall g(a) # 0 folgt ferner die Differenzierbarkeit von f/g und

I\ (o) = 9@ df(a) — f(a)dg(a)
d(Q)() g(a)?

Durch Fortlassen der Argumente erhalten die beiden Regeln die iibersichtliche
Gestalt

g#—f@.

_ AN
d(fg) = fdg+gdf, d<g> 7

BEWEIS.
(a) Sei F(u,v) =wv.Dann ist dF(u,v) eine 1 X 2-Matrix:

dF(u,v) = (v,u),



416 §22 Differentialrechnung im R"

und die Kettenregel ergibt mit G(x) = <£(X)>

d(f9)(x) = d(F o G)(x) = (9(x), f(x)) dG(x) = g(x) df (x) + f(x) dg(x)
[UA]. (Wie sieht die Matrix dG(x) aus ?)
(b) Analog zu (a) mit H(u,v) =u/v [04]. O

2.5 C"—Funktionen und C"—Abbildungen

(a) Eine Abbildung f : R® D Q — R™ heifit stetig differenzierbar (C'—
differenzierbar, C'-Abbildung) auf , wenn alle particllen Ableitungen
0 fr. auf Q existieren und dort stetig sind. Nach dem Hauptkriterium 1.6 sind
C'-Abbildungen differenzierbar auf Q. Die Gesamtheit aller C'~Abbildungen
f: Q — R™ bezeichnen wir mit C*(Q, R™). C'~Funktionen sind stetig diffe-
renzierbare Funktionen f : Q — R; ihre Gesamtheit wird mit C'(Q) bezeichnet.
Nach 2.3 und §21:7.4 ist C*(2,IR™) ein Vektorraum iiber R.

(b) Eine C'-Funktion f : R™ D> Q — R heifit C?-differenzierbar auf Q,
wenn alle partiellen Ableitungen 9;f dort C'-differenzierbar sind, d.h. wenn
ihre partiellen Ableitungen

B 0% f 0 af
ala]f - 8:618[6] T 8%1 (8_$J>

in Q existieren und dort stetig sind. f heit C*~differenzierbar auf Q, wenn die
0;0; f ihrerseits stetig partiell differenzierbar sind, wenn also

_ o*f 0 o*f
ala]akf - 8x18x]8xk T (91‘1 (8;5]63%

auf () existieren und stetig sind. Entsprechend ist C"—Differenzierbarkeit
(r=0,1,2,...,00) definiert. In 2.6 werden wir zeigen, daf} es auf die Reihenfolge
der Differentiation nicht ankommt. Die Gesamtheit aller C"—differenzierbaren
Funktionen bezeichnen wir mit C"(£2); die stetigen Funktionen werden auch
C°-Funktionen genannt.

Eine vektorwertige Funktion heifit C"—Abbildung (f € C"(2,R™)) wenn alle
Komponentenfunktionen zu C"(§2) gehéren, (r =0,1,2,...,00).

SATZ. Fir jedes > 0 ist C"(Q,R™) ein Vektorraum iber R.

BEWEIS.

Die Vektorraumeigenschaft der stetigen Funktionen ist bekannt. Die iibrigen
Behauptungen folgen leicht durch Induktion nach r [TA]. O
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2.6 Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
Fiir jede C?—Funktion f auf Q C R"™ gilt nach Hermann Amandus SCHWARZ:

g0 0 0

— fii k=1,.
Ox; 3xkf dzr 8ﬂczf ur 4,
Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden

Satz iiber Parameterintegrale. Ist g : R? D Q — R C!-differenzierbar und
liegt das Rechteck [a,b] X [c,d] in Q, so liefert

G(z) = | g(z,y)dy

“%&

eine auf [a,b] stetig differenzierbare Funktion mit
d

Der Beweis wére an dieser Stelle zwar nicht schwer zu fithren, soll aber in all-
gemeinerer Form unter §23:2.3 gegeben werden.

Q3|Q

BEWEIS von 2.6.
Fiir einen gegebenen Punkt a € Q und ¢ # k setzen wir

p(u,v) = f(a+ ue; +veg).

Zu zeigen ist dann 9,0,¢(0,0) = 9,0 v(0,0) .

Die Funktion ¢ ist in einer Umgebung U des Nullpunktes definiert. U enthélt
eine Kreisscheibe K;5(0,0) mit § > 0 und diese wieder ein kompaktes Quadrat

Q={v) | u<rp<r} (r=5>0).

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

e(u,v) = ¢(u,0) + javgo(u, t)dt.
0

in @, und nach dem Satz iiber Parameterintegrale fiir g = 0, gilt
Qup(u,v) — up(u,0) = [0uduip(u,t)dt.
0

Daraus folgt, wieder nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

OvOup(u,v) = 0u0vp(u,v) in Q. m|
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2.7 Aufgaben. Zeigen Sie:
(a) Die Funktionen x — cos(k,x), x +— sin(k,x) mit k € R" sind beliebig
oft differenzierbar. Beide geniigen der Differentialgleichung Awu + ||k||*u = 0
mit A :=0101+ ... +0n0n .

(b) Die Funktion x + exp(—||x||~?) fiir x # 0 ist bei geeigneter Fortsetzung
in den Nullpunkt C*°—differenzierbar auf R". Verwenden Sie §9:6.3 (d).

(c) Seien F,G : R — R beliebige C*~Funktionen und ¢ > 0. Zeigen Sie fiir
u(t,z) := F(z + ct) + G(x — ct), daB u der Wellengleichung

1 824 _ d%u

c2 912 — Oc?
gentigt. Machen Sie sich klar, wie sich die Graphen der Funktionen
z— F(x+ct), z+— Gz —ct)

in Abhéngigkeit vom Zeitparameter ¢ bewegen.

3 Gradient, Richtungsableitung und Hauptsatz
3.1 Der Gradient

Fir C'~Funktionen f :Q — R ist die Ableitung an einer festen Stelle a €
nach Definition eine Linearform:

df(a): R" - R, hw—df(a)h.
Diese wird das Differential von f an der Stelle a genannt. Die Jacobi—-Matrix
ist

(81]‘(21)7 .. 78nf(a)) .

Fir h = ) hpe; erhalten wir die Koordinatendarstellung
k=1

k=1
Es ist zweckmafig, diese Summe als Skalarprodukt der Vektoren
81 f(a) h1
Vi(a) = : , h=1]":
Onf(a) hn
aufzufassen, also
df(a)h = (Vf(a),h).

Der Vektor V f(a) heifit Gradient von f an der Stelle a; der Name ergibt sich
aus der in 3.2 folgenden Interpretation.

Die Ableitungsregeln 2.3, 2.4 lauten in Gradientenschreibweise
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(a) V(af+Bg) = aVf+ Bnablag (Linearitit des Gradienten),

d) V(fg) = fVg+gVf (Produktregel),
(¢) V (i) = w (Quotientenregel);
g g
letzteres wie in 2.5 auflerhalb der Nullstellenmenge von g.

Zeigen Sie fiir die euklidische Abstandsfunktion

x> f(x) = [|x|| = ,/éxi,

daB f ist C'-differenzierbar auBerhalb des Ursprungs ist und Vf(x) = x/||x||
fiir x # 0 gilt.

3.2 Kettenregel und Richtungsableitung

Unter einem C'~Weg im R"™ verstehen
. . 1 . .
wir eine C'—Abbildung &(t)
p: I —-R"
auf einem Intervall I. Die Bildmenge

@(I) heiit Spur von . Fiir jedes ¢t € T
ist der Tangentenvektor durch

But)

definiert; in Randpunkten von I ist die Ableitung als einseitiger Grenzwert im
Sinne von §9:2.3 zu verstehen. Die Stetigkeit von ¢t — @(t) ist gleichbedeutend
mit der Stetigkeit der Funktionen t — ¢y (¢) fir k=1,...,n.

Deuten wir ¢(t) als den Ort eines Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢, so ist ¢(t)
der Geschwindigkeitsvektor.

Die Kettenregel. Ist f € C'(Q) und ¢ : I — Q ein C'~Weg, so gilt

L 1e(0) = (V(e),&(1)) =

NgE

(e (1) pr(t) .-

k

1

BEWEIS.
(a) Fir offene Intervalle I folgt das direkt aus der Kettenregel 2.1:
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4
dt

df(x) = (D1f(x),...,00f(x)) und dep(t) = ¢(t).

fle) = df(x) - dp(t) mit x = p(t), wobei

(b) Ist I nicht offen und a ein Randpunkt von I, etwa der linke. Durch ¢(t) :=
pla)+(t—a)p(a) fiir a—d <t < a 1Bt sich ¢ in stetig differenzierbarer Weise
iber I hinaus fortsetzen. Wegen der Stetigkeit von ¢ und der Offenheit von 2
gilt ¢(t) € Q fiir genligend kleines . Wir diirfen also immer die Situation (a)
unterstellen. O

Die Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v ist definiert
durch

t=0 "

d
Of(a) = —fla+tv) |
Nach der Kettenregel, angewandt auf ¢(t) =a+tv, ¢(t) = v, ergibt sich

O.f(a) = (Vf(a),v).

Fir v = e; ist O, f(a) die partielle Ableitung 9;f(a). Fir ||v|| = 1 gibt die
Funktion ¢ — f(a + tv) das Verhalten der Funktion f liangs der Geraden
g={a+tv|te R} im gleichen MaBstab wieder, also ist J,f(a) die Steigung
des Graphen von f langs dieser Geraden. Daher wird der Begriff ,,Richtungs-
ableitung® in der Literatur z.T. nur fiir Vektoren v der Lange 1 verwendet.

Gradient und Richtung stirksten Anstiegs. Im Fall ||v|| = 1 gilt nach
der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

O f(2)| = [(VF(a),v)| < (Vi@
und im Fall Vf(a) # 0 wird die grofitmogliche Anstiegsrate ||V f(a)|| genau

dann erreicht, wenn

V(&)

V = ———

IV f(@)l"
Somit gibt Vf(a) die Richtung stérksten Fortschreitens (lat. gradiens: fort-
schreitend) an.
3.3 Aufgaben
(a) Eine Punktmasse an der Stelle a erzeugt das Gravitationspotential

ym

U6 =~
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Berechnen Sie die auf eine Einheitsmasse im Punkt x # a wirkende Gravita-
tionskraft VU(x).

(b) Berechnen Sie VF(||x|) fiir x # 0, wobei F eine C'~Funktion auf R
ist.

3.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im IR"
(a) Sei f:R™ D Q — R eine C'~Funktion und ¢ : [, 3] — Q ein C'~Weg
mit den Endpunkten a = ¢(a), b = @(8). Dann gilt:

B

f(b) = f(a) = [(Vf(e(t),p(t))dt.

@

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Kettenregel 3.2 und dem eindimensionalen
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung §11:5.3

|

fb) - f(a) = i [(p(t))dt

U

8
(0(8)) = flela)) = [

(VI(e(t),¢(t))dt.

R —w

Wir kommen auf diese Beziehung im Zusammenhang mit konservativen Vektor-
feldern und ihren Potentialen zuriick (§24: 5.2). Der Hauptsatz erlaubt es, aus
Informationen iiber die Ableitung Schliisse auf das Verhalten der Funktion im
Groflen zu ziehen. Eine erste Folgerung ist der

(b) Schrankensatz. (i) Sei f € C'(Q), und die Verbindungsstrecke S der
Punkte a und b liege ganz in Q. Dann gilt

[f(b) = f(a)] < M|Ib—al| mit M =max{|Vf(x)||xeS}.

(ii) Fir vektorwertige Funktionen f:R™ D Q — R™ gilt unter entsprechenden
Voraussetzungen

If(b) —f(a)|| < L|b—a| mit L= maLX{de(x)H2 | x € S}.

BEWEIS.
(i) Mit (t) =a+t(b—a) fiir 0 <¢ <1 ergibt sich aus (a) mit Hilfe der
Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

F06) = f@)| = | [(VF(e),b—a)dt | < [1(VF(e(t),b—a)|dt
0 0
< JIVEe®) - lIb—aldt < M|b-al.
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1 1 1 1 1
(ii) Es gilt | Ju |2 = | Ju-1 |2 < f|u\2 . f12 = |u|?> (Cauchy-Schwarz fiir
0 0 0 0 0

1

das Integralskalarprodukt (u,v) = [uv, §19:1.5, §19:1.3(c)). Mit (i) folgt
0

I1£(b) — £(2)]* < |Ib—al* [ S IVAlp@)IPde < L [b—af?. O

0 =1

3.5 Das Verschwinden der Ableitung

Verschwindet der Gradient einer C'—Funktion f auf einem Gebiet Q, so ist f
dort konstant.

BEMERKUNG. An dieser Stelle wird klar, warum wir als Definitionsbereiche dif-
ferenzierbarer Funktionen nur Gebiete verwenden. Ohne die Voraussetzung des
Wegzusammenhangs folgt aus dem Verschwinden der Ableitung nicht die Kon-
stanz von f. Ist beispielsweise 2 = 21 U 22 mit disjunkten offenen Mengen €2y
und Q2 und ist f(x) =1 fiir x € O, f(x) =2 fiir x € Q2, so ist Vf(x) =0 fiir
alle x € ), aber f nicht konstant.

BEWEIS.
Wir fixieren einen Punkt xo € . Ein beliebiger Punkt x € 148t sich nach
§21:9.4 mit x¢ durch einen polygonalen Weg mit Ecken xXo,xX1,...,Xny = X

verbinden. Anwendung des Mittelwertsatzes 3.4 auf die einzelnen Verbindungs-
strecken ergibt

fxo) = f(x1) = ... = f(xn) = f(x). 0

3.6 Aufgaben.

(a) Zeigen Sie: Eine C'~Funktion f auf der gelochten Ebene R?\ {0} ist genau
dann kreissymmetrisch oder radial, d.h. von der Form f(x) = F(||x||) mit einer
C!-Funktion F auf R0, wenn

—x201 f(x1,22) + 1 02f(z1,22) =0 fur alle x = (x1,22) #0.

Hinweis fiir ,,<="*: Zeigen Sie, dafi f auf jeder Kreislinie ||x|| = » > 0 einen
konstanten Wert F(r) hat und weisen Sie die C'-Differenzierbarkeit von F
nach.

(b) Eine Funktion f :R"™\ {0} — R heifit positiv homogen vom Grad p,
(p € R), wenn f(tx)=t?f(x) fiir jedes ¢t > 0 und x # 0 gilt. Zeigen Sie fiir
C'-Funktionen mit dieser Eigenschaft die Eulersche Homogenitétsrelation

pf(x) = (Vf(x),x).
Z.B.ist f(x)= /|1 2n| positiv homogen vom Grad n/2.
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4 Der Satz von Taylor

4.1 Zur Methode

Die Taylorentwicklung einer Funktion f € C"(Q2) an einer Stelle a € 148t sich
wie folgt auf die eindimensionale Taylorentwicklung zuriickfiihren: Wir unter-
suchen f langs aller in Q liegenden Strecken [a,a+h]:={a+th|0 <t <1},
betrachten also ¢ : [0,1] — R, ¢ — f(a + th). Die Taylorentwicklung von
¢g(1) im Nullpunkt ergibt eine Entwicklung von f(a + h). Da es ein 6 > 0
gibt mit Ks(a) C Q, gilt [a,a+ h] C Q fur ||h|| < 4. Die Taylorentwicklung
g(1) = g(0) + g'(9) ergibt den

Mittelwertsatz. Sei f € C'(Q2), und die Strecke [a,a+ h] liege in Q. Dann
gibt es ein ¥ €10, 1[ mit

fla+h) = f(a) + (Vf(a+dh),h).
BEWEIS als [UA].

4.2 Taylorentwicklung zweiter Ordnung

Sei f € C*Q) und a € Q. Dann gibt es zu jedem Vektor h = (h1, ..., hy), fir
den die Strecke [a,a+h] in Q liegt, ein ¥ € )0, 1] mit

2 2 00kf(at Ih)hih

l\DI»—A

fath) = f@) + 3 f(@h +

Wir schreiben jetzt f’(x) fiir die Jacobi-Matrix und bezeichnen die Matrix der
zweiten partiellen Ableitungen (Hesse—Matrix) mit

') = (00 f () -

Diese ist symmetrisch wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfol-
e (2.6).

Die Taylorentwicklung von f erhélt damit die besonders einpriagsame Form
1
fla+h) = f(a) + ['(@)h + 5 (b, f"(a+dh)h).

BEWEIS.
Nach der Kettenregel gilt fiir ¢g(¢) = f(a+ th)

(1) = 32 0uf(atth)hy,

k=1
also
= Z Z 6kfa+th Zzalakfa—&—th)hhk
k=1 i=1 i=1k=1
Die Behauptung folgt jetzt aus g(1) = g(0) + ¢'(0) + %g"(ﬂ) ) O
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4.3 Taylorentwicklungen héherer Ordnung lassen sich ebenfalls nach der
oben geschilderten Methode gewinnen. Wie man die auftretenden Vielfachsum-
men in den héheren partiellen Ableitungen mit Hilfe der ,,Multiindexschreib-
weise® in eine iiberschaubarere Form bringen kann, finden Sie in Bd. 2, §11 und
bei [BARNER-FLOHR, Bd. 2, §14.4].

4.4 Aufgaben. (a) Approximieren Sie 1.04%%® mittels Taylorentwicklung
zweiter Ordnung von z¥ an der Stelle a = (1,1). Schétzen Sie den Fehler ab.

(b) Geben Sie fiir C>~Funktionen f :R?* — R die Taylorentwicklung dritter
Ordnung an.

(¢) Bestimmen Sie das Taylorpolynom mit Gliedern bis zur dritten Ordnung
fir f(z,y) = €® cosy im Nullpunkt. Vergleichen Sie dieses mit dem Produkt

2
der gewohnlichen Taylorpolynome (1 +x+ 952—2 + 956—3> (1 - %)

4.5 Lokale Extrema
Eine Funktion f:R" D Q — R hat in a € Q ein lokales Minimum (Maxi-
mum), wenn es ein r > 0 gibt mit

fla) < f(x) (f(a) > f(x)) firalle x € K,(a) C Q.

Ein lokales Minimum oder Maximum heifit auch lokales Extremum.

Ein Punkt a € Q heiit ein stationdrer oder kritischer Punkt einer C!—
Funktion f:Q — R, falls Vf(a) =0.

Die Bedingungen fiir ein lokales Extremum lassen sich vollig analog zum eindi-
mensionalen Fall formulieren. Dazu erinnern wir an den Begriff ,,positive Ma-
trix“ §20:4.6: Fiir symmetrische Matrizen A bedeutet A > 0, dal (h, Ah) >0
fiir alle h € R™ gilt. A > 0 bedeutet die positive Definitheit dieser quadrati-
schen Form und ist gleichbedeutend damit, daf} alle Eigenwerte von A positiv
sind.

SATZ.

(a) Hat f € C?(Q) ina € Q ein lokales Minimum (Mazimum), so ist notwen-
digerweise

f(a)=0 und f'(a)>0 (f"(a) < 0) .
(b) Die Bedingungen
f(a)=0 und f"(a)>0 (f”(a) < 0)

sind hinreichend fiir ein lokales Minimum (Mazimum) an der Stelle a € Q.

(c) Nimmt die quadratische Form h — ( f"”(a)h,h) sowohl positive als auch
negative Werte an, so ist a keine Extremalstelle von f.
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BEWEIS.

(a) Fir einen festen Vektor h betrachten wir
g(t) = f(a+th) fir |t <1.
Hat f an der Stelle a ein lokales Minimum, so gilt

g(t) = fla+th) > f(a) = g(0),
also hat g an der Stelle 0 ein lokales Minimum. Mit 4.2 und §9:8.1 folgt

g'(0) = (Vf(a),h) = 0
und

:iiaakf Yhihi = (b, f"(2)h ) > 0,

dies fiir alle h € R™. Aus der ersten Beziehung folgt f'(a) = Vf(a) =0

(b) Die Hesse-Matrix f(a) sei positiv definit und A > 0 ihr kleinster Eigenwert.
Nach §20:4.1 gilt

(h,f"(a)h) > A||h|* fiir alle h e R".
Wir behaupten, daf} es ein 6 > 0 gibt mit Ks(a) C 2 und
() (h 1 (x0h) > % Ih|? fiir alle x € Ks(a) und alle h € R”.
Ist dies gezeigt, so folgt aus der Taylorentwicklung 4.2 mit Vf(a) =0
fa+h)~ (@) = (b f"(a+oh) > Jh]F >0

fiir h# 0 und x:=a+h € Ks(a), was die Behauptung darstellt.

Zum Nachweis von (x) niitzen wir die Stetigkeit von ;0 f aus: Zu € = \/(2n)
gibt es ein 6 > 0 mit Ks(a) C Q und

(x)—ai(?kf(a)| < % fir |x—a|l<$é

und i,k =1,...,n. Fir x € Ks(a) ist dann

|
Mit Cauchy-Schwarz und der Abschétzung 1.1 folgt dann

(b, f"(x)h) = (b, f"(a)h) + (b (f"(x) - f"(2)h)
AIBJZ = IR () = £ (@)hl > AlR[* = [ (x) = /@)l ]

D=

<2
7

76 = 1@, = (£ X10:0:f 60 - 20k f @) )

A\

> % [h)® fir alle x € Ks5(a) und alle h € R™.
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Ist die Hesse-Matrix negativ definit, so betrachten wir — f statt f.

(c) folgt direkt aus (a). O

4.6 Zur Methode der kleinsten Quadrate (vgl. §16:6.3 und §20:4.7)

Gegeben sei eine m X n—Matriz A mit m > n und Rang A = n sowie ein
Vektor y € R™. Dann hat die Funktion

Fx) = || Ax—yl|?

eine eindeutig bestimmte strikte Minimalstelle. Diese ist gegeben durch die ein-
deutig bestimmte Losung a € R™ der Gleichung

ATAx = ATy.

BEWEIS.
Nach §16:6.3 gilt mit der symmetrischen n x n-Matrix ATA = (cix)

9 f(x) = 2> cjpxr —2 Y aiyi, also Vf(x) = Q(ATAX - ATy).

k=1 =1

Wegen 0;0; f(x) = 2cji = 2¢ij gilt f”(x) = 2AT A fiir alle x € R". Nach § 20:
4.7 ist die Matrix AT A positiv definit, und die Gleichung

Vix) =0 < ATAx = A"y

ist eindeutig 16sbar. Bezeichnen wir die Losung mit a, so gilt nach dem Satz
von Taylor

fla+h) = f(a) + (h,A"Ah) > f(a) fiiralle h#0.
Dies liefert f(a) < f(x) fiir alle x € R" mit x # a. O

4.7 Der Graph einer Funktion

Eine geometrische Vorstellung vom Verlauf einer Funktion f: R®> D Q — R
konnen wir uns mit Hilfe des Graphen

{@y, fz,9) | (x,y) € Q}

verschaffen.

Wir fixieren (a,b) € Q und setzen F(z,y) := (z,y, f(z,y)). Dann sind
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s +— F(a+s,b), t+— F(a,b+t) mit |s,|t| K1

Kurven auf dem Graphen, genannt Koordinatenlinien durch F(a,b). Deren
Tangentenvektoren in s =0 bzw. t =0 sind

1
= 9;F(a,b) = ( 0 ) ,
=0 O f(a,b)

0
= 9yF(a,b) = ( 1 )
= 9y f(a,b)

Die von wvi,vs aufgespannte Ebene
durch F(a,b) ist die Tangentialebe-
ne des Graphen im Punkt F(a,b).

d
- YFa+
vi T (a+s,b)

d
- %
Vo pr (a,b+1)

In einem stationdren Punkt (a,b) von
fist vi = e1, v2 = e2, d.h. die Tan-
gentialebene durch F(a,b) ist parallel
zur z,y—Ebene.

Die nebenstehende Figur zeigt ein
Stiick des Graphen der Funktion

flz,y) = %yQ +1—cosz.

Die Funktion hat in (0,0) ein lokales
Minimum und in (—m,0) einen stati-
ondren Punkt, in dem kein lokales Ex-
tremum vorliegt, [UA].

Da der Graph in der Umgebung des
Punktes F(—m,0) = (—m,0,0) eine sat-
telformige Gestalt hat, nennt man einen
stationdren Punkt, in dem kein lokales Extremum vorliegt, einen Sattelpunkt.

Geben Sie zwei Kurven durch den Sattelpunkt (—=,0) an, in denen f
ansteigt, bzw. absteigt.

4.8 Aufgaben

(a) Bestimmen Sie die im Quadrat @ = [0,2n] x [0, 27] liegenden stationdren
Punkte von f(z,y) = %(cosx—&—sin y)” + cosz - siny, und untersuchen Sie
diese auf ihre Extremaleigenschaften. Bestimmen Sie das Maximum und das
Minimum von f auf Q.

(b) Sei f(x,y) = 3z + 4oy + 2y* + 2%y? . Besitzt f ein Maximum bzw. ein
Minimum auf R?? Wenn ja, geben Sie dieselben an.
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5 Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen

5.1 Diffeomorphismen

Eine Abbildung f : U — V von Gebieten U,V C R" heiffit C"—Diffeomor-
phismus zwischen U und V (r > 1), wenn f eine C"—Abbildung ist und
eine C"—differenzierbare Umkehrabbildung f~!: V — U besitzt.

Diffeomorphismen werden oft auch Koordinatentransformationen genannt.
Das einfachste Beispiel einer Koordinatentransformation ist die Beziehung zwi-
schen Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten in der Ebene:

® y 7 sin ¢
Diese Abbildung ist ein C*°—Diffeomorphismus, wenn wir sie geeignet einschrén-
ken, z.B. auf das Gebiet
U = {(r,w) |r>0, —7r<<p<7r}.
Als Bildmenge ergibt sich die langs der negativen x—Achse geschlitzte Ebene
V =R*\{(z,0) |z <0} .

Offenbar ist f : U — V C*>—differen- 4
zierbar. Die Bijektivitat und die expli-
zite Angabe der Umkehrfunktion ergibt
sich aus der nebenstehenden Figur: Wir
erhalten f~' durch

r=+\/z%2+y?, W:Qarctanxf_r 7
/2

['A]: Rechnen Sie nach, daf r

\

fog=1y, gof=1y

fiir die durch (z,y) — (r,¢) gegebene

C*°—Abbildung g.

Meist ist die explizite Angabe der Umkehrabbildung zu mithsam oder unmog-
lich. Der folgende Satz und der Umkehrsatz 5.2 geben ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium fiir die Diffeomorphismuseigenschaft, das keine explizite
Kenntnis der Umkehrfunktion verlangt.

SATZ. Fir einen C"—Diffeomorphismus £:U — V ist die Jacobi-Matriz df(x)
an jeder Stelle x € U invertierbar. Das Differential der Inversen g = 1
ist gegeben durch

dg(y) = df(x)™" fir xcU und y=f(x)€V.
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Das ergibt sich sofort mit der Kettenregel: Aus gof = 1y folgt
E =dly = d(gof)(x) = dg(y) df(x).

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir in vielen Fallen auch ohne explizite Kenntnis
der Umkehrabbildung deren Ableitung bestimmen.

Fiir die Polarkoordinatentransformation

() (1 e = (e o)
%) r sin ¢ sin @ 7 COS
ist beispielsweise leicht nachzupriifen, dafl

(dE(r, ) " = = (TCOW TSin‘”).

r \ —sing cosyp

Mit z =rcosyp, y =rsinp erhalten wir also fiir die Umkehrabbildung g

2 2 2 2
de(z,y) = 1 (a:\/ai +y2 Yyt +y )

2 + y? Yy z

5.2 Der Umkehrsatz

Sei f: R" D Q — R" eine C"-Abbildung (r > 1), deren Jacobi-Matriz df(a)
an der Stelle a € Q invertierbar ist. Dann gibt es eine Umgebung U von a in
Q und eine Umgebung V von f(a), so daff die auf U eingeschrankte Abbildung

f‘U:U—>V7 x — f(x)

ein C"—Diffeomorphismus zwischen U und V ist.

Der Umbkehrsatz, auch Satz von der lokalen Umkehrbarkeit genannt, si-
chert also die C"—Umkehrbarkeit von f ,;im Kleinen“, d.h. nach Einschréankung
auf eine geeignete Umgebung von a.

Auf die Darstellung des Beweises verzichten wir aus Platzgriinden und verweisen
auf [BARNER-FLOHR, Bd. 2, §14.6], [HEUSER, Bd. 2, §171].

Halten Sie sich vor Augen, dafl die explizite Angabe der Umkehrabbildung im
allgemeinen unmoglich ist, so zum Beispiel bei

x r+y+e”
— .
Y T+y+ey

Aus dem Umkehrsatz folgt aber, dafl diese Abbildung ein C*°—Diffeomorphismus
zwischen einer geeigneten Umgebung U von (0,0) und einer geeigneten Umge-
bung V von (1,1) ist [7A].
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FOLGERUNG. Ist die C"—Abbildung f : R" D Q — R" mit r > 1 auf dem Gebiet
Q injektiv und ist df(x) an jeder Stelle x € Q invertierbar, so ist ' = £(Q)
ein Gebiet und f ein C"-Diffeomorphismus zwischen  und €.

Denn zu jedem Punkt b = f(a) € Q' gibt es nach 5.2 eine Umgebung V C ',
die Bildmenge einer Umgebung U von a unter dem C"—Diffeomorphismus f | -
ist. Somit ist Q' offen; ferner besitzt f ’ - eine C"-Umkehrung g, die auf V
mit f~! {ibereinstimmt. SchlieBSlich ist ' wegzusammenhingend nach §21:9.3.

5.3 Auflésung von nichtlinearen Gleichungen

Sei f eine C'~Funktion auf einem Gebiet . Unter der Auflésung einer Gleichung
flx1,...,2n) =0

nach einer Variablen, etwa nach ., verstehen wir eine C'~Funktion ¢ mit der
Eigenschaft

flxi,...,2n) =0 <= zp=p(@1,...,Tn-1).
Voraussetzung ist natiirlich, dafl es iberhaupt Losungen dieser Gleichung gibt,
d.h. die Existenz wenigstens eines Losungspunktes ¢ = (ci, ..., cn) mit f(c) = 0.

Bei nichtlinearen Funktionen f wird die formelmé#flige Angabe solch einer ,,im-
pliziten Funktion“ ¢ im allgemeinen unmdglich sein, wie zum Beispiel bei der
Gleichung e* 1Y + 2 + 4% —2=0.

Wir haben deshalb als erstes zu kléren, unter welchen Bedingungen die Aufls-
sung einer Gleichung wenigstens theoretisch moglich ist.

Eine Auflésung wird im allgemeinen nur lokal, das heifit in einer Umgebung des
Losungspunktes ¢ moglich sein. Wir machen uns dies an der Kreisgleichung

22 +y?—1=0
klar. Fir y > 0 liefert ¢(z) = V1 — 2?2 eine Auflésung nach y, fir y < 0
haben wir ¢(x) = —v/1 — z? zu wéahlen. In Umgebungen der Losungspunkte
(1,0) und (—1,0) kénnen wir die Gleichung z*+y* —1 = 0 zwar nicht nach y,
dafiir aber jeweils nach x auflésen. (Machen Sie eine Skizze!)

Ist die Existenz einer differenzierbaren Auflésung ¢ der Gleichung f(z,y) = 0
nach y in einer Umgebung des Losungspunktes (a,b) gesichert, so folgt aus der
Gleichung f(z,p(z)) =0 fir |z — a] < 1 nach der Kettenregel

0= %f(x,sg(x)) = 9xf(a,b) + 9y f(a,b) ¢ (a).

Im Fall d,f(a,b) # 0 konnen wir damit ¢’(a) berechnen, ohne die implizite
Funktion ¢ formelméfBig zu kennen. Entsprechendes gilt fiir Funktionen von
drei und mehr Verdnderlichen.
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Eine Zustandsgleichung fiir ein Gas stellt eine Beziehung F(p,v,T) = 0 zwi-
schen dem Druck p, dem Molvolumen v und der Temperatur 7" her. Ein Beispiel
ist die van der Waalssche Zustandsgleichung.

F(p,v,T) := (p+ %)(v—b) —RT =0.
Angenommen, eine Zustandsgleichung F(p,v,T) = 0 sei in einer Umgebung
eines Tripels (po,vo,To) nach v aufgeldst,

F(p,(p,T), T) =0 mit einer C'~Funktion v = ¢(p,T).
Dann folgt durch Differentiation nach p

oF oF o7 _
a_p(p7U7T) + %(p7U7T) a_p(paT) - 07

woraus sich im Fall %—f # 0 sofort g—‘;(p, T) ergibt. Analog erhalten wir g—;ﬁ .

Die hiernach explizit bestimmbaren Koeffizienten

,_l(@> _ _19» a71<@) _ Loy
T w\dp/r T wop’ T w\oT/, " woT

werden die Kompressibilitat und der thermische Ausdehnungskoeffizient ge-
nannt.
5.4 Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir verwenden im folgenden Satz die Bezeichnung

RP™ = R? x R™ = {(x,y) | X = (21,0, 29), ¥ = (41, ym) } -

SATz. Sei £: RP xR™ D Q — R™ eine C"-Abbildung mit r > 1. Ist an einer
Stelle ¢ = (a,b) € Q mit f(c) =0 die Auflésebedingung

Ofi
det <3yk (c)) # 0

erfillt, so gibt es Umgebungen U und V mit
acUCRP, beVCR™, UxV CQ,

so daf die Gleichung f(x,y) =0 in U x V eindeutig nach y auflosbar ist:
Es gibt genau eine C"—Abbildung ¢ : U — V mit der Eigenschaft

f(x,y) =0 <= y=¢(x) fir (x,y)eUxV.
Durch die Gleichung f(x,y) = 0 ist ¢ also implizit bestimmt, wahrend die
explizite (formelmé&Bige) Angabe meistens nicht moglich ist.

Der Beweis folgt in 5.7 nach der Diskussion der Anwendungssituationen.
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BEISPIEL. Fiir f(z,y) = Re(z + iy)® mit k > 2 ist an der Stelle (0,0) die
Auflésebedingung verletzt. Durch Polardarstellung sehen wir, dafl die Null-
stellenmenge aus k Ursprungsgeraden besteht. Eine Auflésung der Gleichung
f(z,y) =0 nach = oder y ist also in der Nahe des Nullpunkts unmdoglich.

5.5 Parametrisierung von Lésungsmannigfaltigkeiten
Essei 1<m<n und f: R" D Q — R™ eine C"-Abbildung mit r > 1. Die
Nullstellenmenge

N = {X€Q|f(x):O}, kurz N = {f =0},

heiffit Losungsmannigfaltigkeit, wenn N nicht leer ist und die Gradienten der
Komponentenfunktionen

Vfi(x), ..., Vin(x)

in jedem Punkt x € N linear unabhéngig sind. Dies bedeutet, daf3 die Jacobi—
Matrix df(x) in jedem Punkt x von N den Maximalrang m besitzt (m linear
unabhéngige Zeilen). Wir diskutieren zunéchst den Fall m = 1.

(a) Eine Gleichung (m = 1). Sei N = {f = 0} eine Losungsmannigfal-
tigkeit, d.h. Vf(c) # 0 fir jedes ¢ € N. Wir fixieren einen Punkt ¢ € N
und nehmen 9, f(c) # 0 an, was durch eine Umnumerierung der z1, ... , er-
reicht werden kann. Wir verwenden jetzt die Bezeichnungen x = (x1,...,Zn—1),
Y:=2Tn, a=(c1,...,n-1), b:= cn. Dann schreibt sich die Gleichung fiir N
f(x7y) = f(l‘lw'wlt’nfl’y) = 03

und f erfiillt an der Stelle ¢ = (a,b) die Auflésebedingung 9, f(a,b) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (p = n — 1, m = 1) konnen wir die
Gleichung f =0 in einer Umgebung von ¢ = (a,b) nach z, =y auflosen:

f@1,..  Zn—1,y) =0 <= y=op(x1,...,Tn-1)

mit einer in einer Umgebung von a definierten C'~Funktion ¢ (Figur in (b)).

Die Ableitungen von ¢ an der Stelle a lassen sich aus den Ableitungen von f
an der Stelle ¢ berechnen: Differenzieren wir die Gleichung

0=1f (xl, coy o1, (1, .. ,mnfl))
nach x;, so erhalten wir mit der Kettenregel

0if(c)
Onf(c)’

0 = 0;f(c) +Onf(c)Dip(a), also Oip(a) = —

Durch mehrfaches Ableiten der obigen Gleichung lassen sich alle hoheren Ab-
leitungen von ¢ bis zur Ordnung r aus f bestimmen.
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(b) Mehrere Gleichungen. Sei N = {f = 0} eine Losungsmannigfaltigkeit,
c € N und Rangdf(c) = m. Wir diirfen wieder — ggf. nach Umbenennung der
Variablen im R"™ und Umstellung der Gleichungen — annehmen, dafl

N = {(x,y) [ f(x,y) =0} mit x=(1,...,2p), Y= (Y1, -+, Ym),

und daB fir ¢ = (a,b) die Auflésebedingung

det ( gy’ (c)) #0 R™A

k
erfiillt ist. Wir kénnen dann nach dem
Satz iiber implizite Funktionen das
Gleichungssystem f(x,y) = 0 in einer
Umgebung W von ¢ nach yi,...,ym
auflosen:

yl = 301(1:17"'7:817)5

RP

\ 4

Ym = (,Om(xl,-..,xp),

wobel ¢1,...,¢m C"—Funktionen in einer Umgebung U von a sind.

Aufgrund des Satzes tber implizite Funktionen kénnen wir also die Lésungs-
mannigfaltigkeit N = {f = 0} lokal durch p = n — m Parameter beschreiben.
Wir sagen, N hat die Dimension p oder N besitzt p Freiheitsgrade.

Die Ableitungen der Funktionen ¢1,...,¢m erhalten wir analog zu (a) durch
Differentiation der m Gleichungen

fi (ml,‘..,a:p,gpl(a:1,...,xp),...,apm(a:h...,a:p)) =0

nach den freien Variablen z1,...,z,. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssys-

: i [ 8fi
tem mit der Matrix <8yk (c))

5.6 Aufgaben

a) Zeigen Sie, dafl das Gleichungssystem

(a)
Fi(@,y,2) = @ 42— "W 4 T =,
folz,y,2) =z +y+2z+2sin(z+y+2)=0

in einer Umgebung des Nullpunktes nach z und y aufgeldst werden kann und
bestimmen Sie den Tangentenvektor der Losungskurve an der Stelle z = 0.

Geben Sie einen moglichst groflen Bereich an, in dem die Auflésung méglich ist.
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(b) Bestimmen Sie fiir eine durch f(z,y,2) =0 mit Vf(z,y,2) # 0 gegebene
Fliache die Tangentialebene in einem Punkt (zo,yo,20) mit

f(x07y07'20) = 07 azf($07y0720) # 0

Was ergibt sich fiir das Ellipsoid mit der Gleichung

8
<
N

fley,z) = 5+5+5-1=0

)

an der Stelle (zo, Yo, 20) = %(07 b,c)?

5.7 Zum Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen

(a) Im Fall p = m =1 geben wir einen
elementaren Beweis mit Hilfe des Zwi-

schenwertsatzes. Wir diirfen 0.B.d.A. y4
(a,b):(0,0), 8yf(0,0)>0 + + + + + +

annehmen.

Wegen der Stetigkeit von 9, f gibt es e(z)

ein r > 0 mit '

Oy f(x,y) >0 fir |z, |y] <r.

8
]y

‘Wir setzen
R={(z,y) | |z| <rfyl <7},

A =min {9,/(z,) | (&.y) € R},
i = max {|0:f(z,y)| | (x.) € R}.

Weil y — f(0,y) streng monoton steigt, gilt f(0,—r) < f(0,0) =0 < f(0,7).
Wegen der Stetigkeit der Funktionen z — f(z, —r) und = — f(z,r) finden wir
ein ¢ > 0 mit

flz,—r) <0 < f(z,r) fir |z|<o<r.

Fiir jedes = € |—p, o[ wechselt die streng monotone Funktion y — f(x,y) ihr
Vorzeichen, besitzt somit nach dem Zwischenwertsatz genau eine Nullstelle in
]—r,r[, die wir mit ¢(z) bezeichnen.

Fiir jedes € U := ]—p, 0| ist also p(z) € V := |—r,r[, und es gilt fiir
(z,y) eUXV:

flx,y) =0 <= y = o(z).



5 Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen 435
Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen ¥1 = 91(x, h), Y2 = Y2(x,h) in |0, 1],
so dafl mit der Abkiirzung k = p(z + h) — @(z) gilt
0 = flz+he(x+h)) - f(z, o))
() = flethe@+h)—flzt+he)+ f(@+he) - fz o)
= Oy f(z+ h,p(x) + 92k) k + Oz f (x + V1h, p(z)) h.

Hiermit erhalten wir die Stetigkeit von (:

Oy f(z + h, p(x) + D2k)

oz +h) — o(x)| = k| = < £l

Aus (%) und der Stetigkeit (k — 0 fiir h — 0) folgt die Differenzierbarkeit von
P

vy o el h)—e(x) 0z f(z + Y1h, p(z))
¢(z) = liny 7 = 5 F @ ho() + 0aR)
Oy f(z,o(x))

Da 0, f und 9, f (r — 1)-mal stetig differenzierbar sind, gilt dies auch fiir ¢’.

(b) Der Beweis 14t sich im Fall 9,f(c) # 0 relativ leicht auf eine Gleichung
f(z1,...,xn-1,y) = 0 verallgemeinern. Halt man alle z; mit Ausnahme einer
Variablen zj, fest, so ergibt sich wie in (a) die stetige partielle Differenzierbarkeit
der Auflésung y = @i (xk).

(¢) Im Fall beliebiger Dimension geben wir eine Beweisskizze mit Hilfe des
Umkehrsatzes: Wir erweitern f : RPT™ 5 Q — R™ zur Abbildung

F: Q>R (x,y) — (x,f(x,y)) .

F ist C"—differenzierbar, und es gilt mit ¢ = (a, b)
F(c) = (a,f(a,b)) = (a,0).

Fiir die Jacobimatrix rechnet man aus

1 00 0

ofi
5@ | gi@ | pm
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Diese Matrix besitzt p+m linear unabhéngige Zeilen, ist somit umkehrbar. Nach
dem Umkehrsatz 5.2 besitzt F eine lokale C"—differenzierbare Umkehrabbildung
G, fiir die wir schreiben

() W(u,v) » m
G.<v> <<I>(u,v))€]R x R™.

F(G(u,v)) = (f(qé((l:l";)))> fir (u,v) nahe (a,0),

&
7N
< &
"
Il

G(F(x,y)) = G(x,f(x,y)) fir (x,y) nahe (a,b).

=
/N
< M
~——
I

Setzen wir in (a) v = 0, so ergibt sich
u = PY(u,0) und 0 = £f(G(u,0)) = f(u, &(u,0)).
Wir definieren ¢ durch ¢(u) := ®(u,0). Diese Abbildung ist C"differenzier-

bar in einer Umgebung von a, und es gilt f(x,¢(x)) = 0. Umgekehrt folgt aus
f(x,y) = 0 nach (b)

x\ N [ ¥(x,0)\ x
(5) = c=0 = (30) = (o) D

5.8 Niveau- und Gradientenlinien

Essei f:R?D Q— R eine C'Funktion. Fiir ¢ € R nennen wir
Ne = {(z,y) € Q| f(z,y) = ¢}

eine Niveaumenge von f. Ist N, nichtleer und
Vf(z,y) # (0,0) fur alle (z,y) € Nc,

soist No ={f =c} = {f — ¢ =0} eine eindimensionale Losungsmannigfaltig-
keit und kann nach 5.5 lokal durch C'~Kurven

t— (t,y(t)) oder ¢ — (z(t),1)

beschrieben werden. Wir nennen in diesem Fall N, eine Niveaulinie.
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BEispIEL. Es sei
fla,y) = 1- (@ —1)" =y

Die Niveaumenge N, ist fiir ¢ < 0 ei-
ne geschlossene Kurve; fir 0 < ¢ < 1
besteht N, aus zwei geschlossenen Kur-
ven. No ist keine Niveaulinie, wird aber
zu einer solchen, wenn der kritische
Punkt (0,0) entfernt wird. N; besteht
aus den kritischen Punkten (1,0) und
(—=1,0) und ist deshalb keine Niveauli-
nie.

ya

Unter einer Gradientenlinie von f ver-

stehen wir einen C'~Weg v : I — Q

(I ein offenes Intervall), dessen Tangentenvektor an jeder Stelle in Richtung des
Gradienten von f zeigt:

P(t) = MOV F($(1) # 0 mit A(t) > 0.

SATZ. Gradientenlinien und Niveaulinien schneiden sich in rechten Winkeln.

Denn beschreibt s — ¢(s) = (s,y(s))
(oder (z(s),s)) lokal eine Niveaulinie
N und ist ¢t — () eine Gradienten-
linie mit ¥ (to) = ¢(s0) =: a, so folgt
aus f(¢(s)) = ¢ nach der Kettenregel

= (Vf(a),¢(s0))

s=sq

0= <L 7p(s))

(P(to), p(s0) )
A(to) '

Die nebenstehende Figur zeigt die
Niveau— und Gradientenlinien einer
Funktion mit zwei lokalen Maxima und
einem Sattelpunkt, darunter den Gra-
phen dieser Funktion. Fassen wir die-
sen als eine Landschaft auf, so ent-
spricht jeder Niveaulinie eine Héhen-
linie (Fig.). Wie in 3.2 gezeigt wur-
de, zeigt der Gradient von f in jedem
nichtstationdren Punkt der Landkarte
in Richtung des steilsten Anstiegs.
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(a) Wie mu$ fur den Wanderer im Graphengebirge auf dem Weg steilsten
Anstiegs der Faktor A(¢) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ gewéhlt werden, damit
er mit der konstanten Geschwindigkeit v > 0 voran kommt ?

(b) Begegnet er einem auf einer Hohenlinie laufenden Spazierginger, so schnei-
den sich ihre beiden Wege senkrecht.

Fiir C'~Funktionen von n > 3 Variablen sind die Niveaumengen N. # (§, auf
denen der Gradient nicht verschwindet, (n — 1)-dimensionale Losungsmannig-
faltigkeiten, genannt Niveauflichen. Auch diese werden von Gradientenlinien
orthogonal durchsetzt.

6 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

6.1 Notwendige Bedingungen, Lagrange—Multiplikatoren

Gegeben seien C!-Funktionen g, f1,..., fm auf Q C R", und es sei m < n.
Ferner sei N # () die Losungsmenge des Gleichungssystems

filx) =0, ..., fm(x) =0

Wir suchen die lokalen Minima der Funktion g auf der Menge N, also diejenigen
Punkte ¢ € N mit der Eigenschaft

g(c) < g(x) fir alle x € NN K,(c)

mit einem geeigneten r > 0.

Entsprechend sind lokale Maxima von g unter der Bedingung x € N definiert.
Diese lokalen Minima und Maxima werden auch als die lokalen Extrema von
g unter den Nebenbedingungen f; =0, ..., f,» = 0 bezeichnet.

Der folgende Satz erspart uns die explizite Auflosung des Gleichungssystems
und liefert eine einfache notwendige Bedingung fiir die lokalen Extrema.

SATZ. Sei N eine Losungsmannigfaltigkeit, und g habe unter den Nebenbedingun-
gen fi =0,...,fm =0 an der Stelle ¢ € N ein lokales Extremum. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Zahlen (Lagrange—Multiplikatoren) Ai,..., A € R
mit

fjAVfJ

d.h. die Funktion g — > \jf; hat in c einen stationdren Punkt.
j=1

Zur Bestimmung einer Extremalstelle ¢ = (c1,...,¢n) hat man also fiir die
n + m Unbekannten ci,...,¢n, A1,..., Am die n + m Gleichungen
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filer,...;en) =0 i=1,...,m,
Okg(er, ..., f: Ajokfi(er,...,en) k=1,...,n
zu losen. B
BEWEIs.

Durch Umnumerierung der unabhéngigen und abhéngigen Variablen wie in
5.5 (b) schreiben wir (x,y) € R™ x R? (p = n — m) anstelle von x € R"
und erhalten

ofi

det( ())750

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt es eine Umgebung U x V von
c = (a,b) und eine C'-Abbildung ¢ = (¢1,...,¢m) : U — V mit p(a) =b
und

fx,y) =0 < y = p(x) in UxV.

Nach Voraussetzung hat g(x,¢(x)) an der Stelle a ein lokales Extremum (jetzt
ohne Nebenbedingungen). Ferner gilt fi(x,¢(x)) =0 in U fir k=1,...,m
Mit der Kettenregel folgt fiir ¢ = 1,...,p mit (a,¢(a)) =c

dig(c) + Zapﬂg c)dipj(a) = 0,

Jj=1
&fk(c) + Z Bpﬂ-fk(c) &-goj(a) =0, (k =1,.. ,,m) .
=1
Fir
vii=eit+ ), Oipjp(a)e; (i=1,...,p)
j=p+1
gilt also

(vi,Vg(c)) =0 und (v, Vfe(c))=0 (k=1,...,m),

d.h. die Vektoren Vg(c), Vfi(c),...,Vfm(c) liegen im Orthogonalraum U+
von U = Span {vi,...,Vvp}. Die Matrix mit den Spalten vi,..., v, hat die Ge-

stalt
( E, )
de(a) ). .

(wobei Ep, die p x p—Einheitsmatrix ist) und hat somit den Rang p. Also sind
V1,...,Vp linear unabhiingig. Es folgt dimU = p, also dimUt =n—p=m
nach §19:3.2(c). Da Vfi(c),...,Vfn(c) nach Voraussetzung linear unabhéin-
gig sind, bilden diese eine Basis von U?, also gilt mit eindeutig bestimmten
Zahlen A1,...,Am

Vg(e) = MVfi(e)+...+ AnVin(ec). m|
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6.2 Hinreichende Bedingungen

Fiir C2~Funktionen g, f1,..., fm auf Q C R™ mit m < n sei die Losungsmenge
N von fi =---= fm = 0 wie in 6.1 eine Losungsmannigfaltigkeit.

Hinreichend fiir ein lokales Minimum von g unter den Nebenbedingungen fi1 =
<o+ = fm = 0 an der Stelle ¢ € N ist die Existenz von Zahlen A1, ..., Am € R,
so daf fir

Gi=g-— Y A\l
j=1

folgendes gilt:

(a) VG(c) =0,

(b) {v,G"(c)v) >0 fiir alle Vektoren v # 0, die senkrecht auf den Gradienten
Vfi(ce),...,Vfm(c) stehen.

Beweis als AUFGABE fiir Interessierte. Setzen Sie ®(x) := (x,(x)) mit der
Auflésung ¢. Berechnen Sie 9;0;(g o ®)(c) und eliminieren Sie die darin auf-
tretenden zweiten partiellen Ableitungen von ®, indem Sie 9;0;(fro®) = 0 und
VG(c) = 0 ausniitzen. Es ergibt sich (go®)”(c) = (Go®)"(c) = ®'TG"(c)®’.

Beachten Sie, dafl Span {Vfl(c)7 .oy Vim(c) }L = Span {81<I>(a)7 e ,aplﬁ(a)} .

6.3 Aufgaben
(a) Fiir a > 0und ac—b? > 0 seien

g(z,y) =2>+y° und f(z,y) = az® + 2bay + cy® — 1.

Zeigen Sie, dafl die Bestimmung lokaler Extrema von g unter der Nebenbedin-
gung f = 0 auf ein Eigenwertproblem fiihrt und die Hauptachsen der Ellipse
(bzw. des Kreises) f(z,y) = 0 liefert, vgl. §20:4.3.

(b) Die Herstellungskosten einer Kiste ohne Deckel seien proportional zur Ober-
flache plus % mal der Summe der Kantenquadrate, also durch

flz,y,2) = vy +2z2 +2yz + %xQ + ng 43,2

mit den Kantenlangen x,vy, 2z gegeben. Machen Sie das Volumen zyz zum Ma-
ximum unter der Nebenbedingung f(z,y,z) = 32.

(c) Seien f(z,y,z) = x2+%y2+%22, g(z,y,2) = :c2+2:cy—§z3 . Bestimmen Sie
das Maximum von g(z,y, z) unter der Nebenbedingung f(z,y, z) < 1. (Existenz
des Maximums? Wie steht es mit lokalen Extrema im Innern {f < 1} 7 Die
Methode des Lagrange—Multiplikators fir {f = 1} fihrt auf vier Gleichungen
mit zehn Losungen, die miteinander zu vergleichen sind.)
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6.4 Anwendung auf die Boltzmann—Statistik
In §4:8.6 wurde nach Bedingungen dafiir gefragt, dafl

N!

maximal wird unter den Nebenbedingungen, dafi die Teilchenzahl N und die
Energie U = ) &;N; vorgegebene Konstanten sind.

i=1
Zur analytischen Behandlung dieser Frage bei sehr groflen Besetzungszahlen
N; werden diese wie kontinuierliche Variable behandelt. Mit Hilfe der Stirling—
Approximation n! ~ v27mn (n/e)™ (§10:1.5) ergibt sich

logW ~ NlogN — Y Nilog N; + 3 log N — ZlogN— 10g27r
i=1 i=1
Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Naherungsgleichung mit g(Ni,..., N;)
und fragen nach einem Maximum von g unter den Nebenbedingungen

fl(Nl,...,Nr) = Z Nl = ]\/v7 fQ(Nl,...,Nr) = ZgzNz = U
i=1 i=1
Fiir ein solches gibt es Lagrange—Multiplikatoren A1 = —a, A2 = —(0 mit
Vg+aVfi +8Vfa=0. Aus

dg 1 ofi _ Ofa
N, log N — logNk—&— N AN, 1, N, Ek

(k=1,...,r) folgt daher

log N — log N, + — +a+pfer =0,

1
2N 2N,
und nach Vernachlissigung von 1/2N, 1/2N}, ergibt sich

Ni = Ne*toer,

Wegen N = > N, = Ne® Z ePer ist a = —log Z ePek . Setzen wir noch
k=1

k=1

T
o= e%%k 5o erhalten wir fiir die Besetzungszahlen
k=1

N
Nk = —eﬁsk .

g

Mit Hilfe der hinreichenden Bedingungen 6.2 14t sich zeigen, daf3 diese ein
Maximum fiir g unter den Nebenbedingungen liefern .



442 §23 Integralrechnung im R"

In der Thermodynamik wird die Grofle S = k log Winax die Entropie der Ver-
teilung (NVi,...,N,) genannt und gezeigt, dal 3 mit der absoluten Temperatur
T durch die Gleichung § = — % verbunden ist, wobei k die Boltzmann—
Konstante ist.

Nach Vernachlédssigung aller relativ kleinen Terme in der Naherungsformel fiir
Wmax erhalten wir

S = k(NlogN — ZNilogNi)
i=1

= —kNZﬂlog&

1
= kN1 —U
N BN 80+ T

mit

§ 23 Integralrechnung im IR™

1 Das Integral fiir Treppenfunktionen

1.1 n—dimensionale Quader

Unter einem n—dimensionalen Quader oder n—dimensionalen Intervall
verstehen wir das kartesische Produkt von m beschrankten eindimensionalen
Intervallen I, ..., I,

I=11 x ... x1I,.
Aufler der Beschranktheit unterliegen die Intervalle I, ..., I,, keiner Bedingung;

sie diirfen offen, abgeschlossen, halboffen und einpunktig sein. Es sei wieder

1 firxel
Xr(x) = die charakteristische Funktion von I.
0 firx¢glI

Das Volumen V(I) = V" (I) eines Quaders definieren wir als Produkt aller
Seitenléngen, also

V(D) = (b1 —a1) -+ (bn — an),

wenn ar < by die Intervallgrenzen von Ij sind. Ein Quader heiflit entartet,
wenn sein Volumen Null ist, d.h. wenn mindestens eines der I einpunktig ist.

Das Volumen ist translationsinvariant:

V(c+1)=V(I) fir jede Translation mit einem Vektor c.
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1.2 Rasterung von Quadersystemen

Zu gegebenen kompakten Quadern Ii,...,In C R"™ gibt es kompakte Quader
Ji, ..y I im R™ mit paarweise disjunktem Innern,

JiOJe =0 fiw i £k,
so dafl
LU...UIy = J1U...UJy

gilt und jedes I; die Vereinigung geeig-
neter Ji ist.

Wir nennen Ji,...,Jym eine Raste-
rung von [q,...,IN.

Im ebenen Fall n = 2 verlingern wir
samtliche bei den I1,...,In vorkom-
menden Rechteckseiten zu Geraden in
der Ebene. In diesem Raster markie-
ren wir alle Rechtecke, die in einem
der I; liegen und bezeichnen diese mit
Ji, oo I

Im Fall n > 3 gehen wir genauso vor; die Rasterung des R"™ erfolgt durch
Verlangerung aller Seitenflachen.

1.3 Treppenfunktionen

Sei I C R"™ ein kompakter Quader. Jede reelle Linearkombination

N
Y = E arXr,
k=1

aus charakteristischen Funktionen von Quadern I C I heifit Treppenfunk-
tion auf /. Die Treppenfunktionen auf I bilden also einen Vektorraum iiber R,
auf dem ||| = [|¢l|, = max{|¢(x)| | x € I} eine Norm liefert.

Zwei Treppenfunktionen ¢, 1) nennen wir &quivalent oder fast iiberall gleich
(¢ = 9 f.i.), wenn sie sich hochstens auf Quaderrdndern unterscheiden. Fiir
jede Treppenfunktion ¢ gibt es kompakte Quader J; mit paarweis disjunktem
Innern, so daf3

M
Y = ZCiXJi f.a.
i=1
(disjunkte Darstellung). Zu je zwei Treppenfunktionen ¢, ¢ gibt es eine ge-
meinsame disjunkte Darstellung

M M
Y = ECiXJi f.ﬁ.7 1/1 = EdiXJi fu
i=1 =1
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Beides ergibt sich nach 1.2 durch Rasterung aller in ¢ bzw. in ¢ und % auftre-
tenden Quader. Es folgt

M M
ap+BY = > (aci + Bdi) Xy, L., |o| = D les| Xy, L.
i=1 =1

1.4 Das Integral von Treppenfunktionen
Fiir eine Treppenfunktion ¢ auf [ in disjunkter Darstellung

N
p = Z cxXr, fii.
k=1

definieren wir das Integral durch

k=1

fﬁ,@ = i CkV(]k).

Wir schreiben dafiir auch f p(x) d"x . Dafl diese Definition Sinn macht, d.h. da§
I

die Art der Darstellung keine Rolle spielt, sei den Lesern als iiberlassen.

(Zwei aquivalente disjunkte Darstellungen von ¢ lassen sich mittels gemein-

samer Rasterung aller auftretenden Quader durch eine verfeinerte disjunkte

Darstellung mit gleichem Integral ersetzen.)

Fiir einen Quader J C I setzen wir

f<p = fcp(x)d”x = fchJ.

I

1.5 Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen

(a) Aquivalente Treppenfunktionen haben dasselbe Integral.

(b) f(CV‘P'f‘ﬁw) = af§0+,3f1/1 (Linearitit).
(c)

v

0 fi. = [¢ >0,

]
I

<Y fi = [o
I

IN
IN

J 4 (Monotonie).
T

@ | fe| < [lel < llelvD).

N
(e) Fiir jede (auch nicht disjunkte) Darstellung ¢ = > cxX1, von ¢ gilt
k=1

z

Ck V(]k) .
1

Jo =
I k
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Die Aussage (a) folgt per Definition; (b) ergibt sich durch gemeinsame disjunkte
Darstellung von ¢, ¢ gemaf 1.3.

N
Fiir (c) ist zu beachten, daB bei disjunkter Darstellung ¢ = > X1,

@ >0 fii. < ¢, >0 furalle I mit V(I;)>0.
Der Rest von (c) ergibt sich durch Betrachtung der Treppenfunktion

Y- 20
und Ausniitzung der Linearitit. (e) folgt direkt aus (b).
Zu (d): Ist ¢ = é\f: ¢kX1, in disjunkter Darstellung, so gilt |cx| < ||¢]|

k=1

1.6 Sukzessive Integration
Seien I C R?, J C RY kompakte Quader. Vektoren z € RPT7 schreiben wir in
der Form

z=(x,5) = (1,.. ., Tp,Y1,---,Yq) -

Dann gilt fiir jede Treppenfunktion ¢ auf I x J:
(a) Fiir jedes feste x € I liefert y — o(Xx,y) eine Treppenfunktion auf J,

(b) ¥(x) = fgo(x, y) d%y ist eine Treppenfunktion auf I,
J

(© [ e@)dt iz = [Yx)d"x = [( [o(xy)dly ) d’x
IxJ I I J
BEWEIS.

Jede Treppenfunktion ¢ auf I x J hat die Form

N

= > aXnxyy -
k=1

Fiir festes x € I liefert

N
y — ‘P X y Z CkXIk XJk(y)

definitionsgeméafl eine Treppenfunktion auf J mit

[o(x,y)doy = ix (VL) = ().
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Dies stellt eine Treppenfunktion auf I dar. Nach 1.5 (e) folgt

J(x)dPx = icqu(Jk)Vp(Ik) = fj ek VPYI(Iy x i)

k=1 k=1

| ¢(z)d* iz, O
IxJ

1.7 Additivitat des Integrals. Fir jede Zerlegung eines Quaders I,

o N
I—Ulkmztlﬂ =0 fir i#3 gilt fga:Zf
i=11;

=1

Der Beweis ergibt sich, indem man aus I1,...,Ix und den in ¢ auftretenden
Quadern eine Rasterung herstellt, [UA].

2 Integration stetiger Funktionen iiber kompakte Quader

2.1 Definition des Integrals

Jede auf einem kompakten Quader I stetige Funktion f ist gleichmdfSiger Limes

einer Folge von von Treppenfunktionen i auf I. Fir diese existiert klim f Dk,
— 00 I

und dieser Grenzwert ist fir jede approximierende Folge derselbe.

Wir erklaren das Integral von f durch
JFx)d"x = lim [ .
T k—o0 T

Hiufig bezeichnen wir dieses Integral kurz mit [ f.
T

Der Beweis ergibt sich wortlich wie in §11:2.3 und §11:3.1. [UA]: Fiihren Sie
den Beweis, ohne an der genannten Stelle nachzusehen !

Hinter dem Symbol d"x (= dzidxz---dxn, auch dx, dV" oder dV"(x)
geschrieben) steht die Vorstellung eines ,n—dimensionalen Volumenelements,
vgl. §11: 3.2. — Fiir n = 2, 3 sind die folgenden Schreibweisen iiblich:

by by
fff (z,y)dxdy statt ff fir I =[a1,b1] X [a2,b2],

aj as
by by by
J [ [ fxy,z)dedydz fiir I=[a1,bi] x [a2,b2] X [as, bs] .

ay azaz
f f(z,y)dzdy deuten wir im Fall f > 0 als Volumen des Korpers zwischen dem

T
Rechteck I in der (z,y)-Ebene und dem Graphen von f iiber I.
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2.2 Eigenschaften des Integrals
(a) [(af(x)+Bg(x)d"x = a [ f(x)d"x + B [g(x)d"x (Linearitit),
I I

(b) f<g = [fx)d"x < [g(x)d"x (Monotonie),

T
| [fx)d™x | < [1f)ld"x < [If|V(I),
T T
d) [|fx)|d'x =0 = f=0.
T
Dabei ist ||f|| = max{|f(x)| | x € I}. Fiir die Beweise gilt das oben Gesagte.

2.3 Parameterintegrale
(a) Sei I ein kompakter Quader im R™ und Q ein Gebiet im R™. Ist f(x,y)

als Funktion aller Variablen stetig in I x €, so ist das Parameterintegral

y = F(y) = [ f(x,y)d"x

stetig in €.
(b) Existieren zusdtzlich alle partiellen Ableitungen a (x y) in I x Q und

sind diese dort stetig, so ist F eine C'—Funktion auf Q, und es gilt

oF _ f .
6—%)’ Din —(x,y)d"x (k=1,...,m).
I
BEWEIS.

(a) Wir fixieren ein y € Q und wahlen r > 0 so, da§ K = K, (y) C Q. Da f auf
I x K gleichméafig stetig ist, gibt es zu gegebenem ¢ > 0 ein § mit 0 < § < 7,
so daBl |f(x,2z) — f(x,y)| < € fir alle x € I und alle z,y € K mit ||z —y]| <.
Nach 2.2 (c) gilt fir ||z —y|| <&

|F(z) — |f f(x,y))d” x| < eV(I).

(b) Nach §22:1.6 und (a) geniigt es, den Fall m = 1, also F(¢ ff x,t)d"x

zu betrachten. Wie oben fixieren wir ¢, wahlen K = [t —r,t+ 7] C Q und finden
ein ¢ > 0 mit | %(xs) - g—{(xﬂf) | < e fiir alle (x,s) € I x K mit |s —t| < p.

Nach dem Mittelwertsatz fiir s — f(x,s) gibt es zu jedem x € I und fir alle
s,t mit 0 < |s — t| < g eine echt zwischen s und ¢ liegende Zahl 9, so daf$l

f(X,S)—f(X,t)_a_f _ ’8f af

s —1t ot (X7 t) E(x7 79) ot (X t) < g,
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denn es gilt 0 < | — t| < p. Somit haben wir fiir 0 < |s —t| < g

F(s)— F(t) of x,s) — f(x,t) Of
‘7 / (x,t)d"x ‘/( p— at( ))dx

s—t ot
<eV(I).

of

ot (x,t) d"x und ist nach (a) stetig in ¢. O

Dabher existiert F'(t) = /

I

2.4 Sukzessive Integration

(a) Fir jede auf einem Rechteck [a,b] X [c,d] stetige Funktionen f gilt

J [ f@ydedy = [( [ flz,y)dy) de = [ ([ f(z,y)dx) dy.

Das Integral tber ein Rechteck lafit sich also auf die sukzessive Berechnung
gewohnlicher Integrale zurickfihren. Man beachte, dal nach 2.3

d b

F(z) = [ f(z,y)dy und G(y) = [ f(z,y)dx

stetige Funktionen liefern.

(b) Ganz analog gilt fir jede auf einem Quader I x J stetige Funktion f

[ fey)dixdly = [([fxy)dly) d'x = [ ([ f(xy)d’x) dly,
I J J I

IxJ

wobei I C RP, J C R? kompakte Quader sind. Daher 143t sich das n—dimensio-
nale Integral letztlich auf die sukzessive Berechnung gewohnlicher eindimensio-

naler Integrale zurtickfithren: Fiir I = [a1,b1] X -+ X [an, bn] gilt
b1 b b
Jrx)d'x = [ ( f( Ii f(wl,...,xn)dxn) ) dl‘z) dz1,
I al ag QAn,

wobei die Reihenfolge der Integration keine Rolle spielt.

BEWEIS.
(a) Nach Definition des Integrals gibt es Treppenfunktionen ¢ mit

1
If—exll < = und ffwkwy)dmdy — fffwydmdy

a c

Dabei gilt nach 1.6
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[ [er(@y)dedy = [ ([ on(z,y)dy)de = [p(x)da,

d
wobei ¥y (x) = f vk (z,y) dy wieder Treppenfunktionen sind. Fiir diese gilt

c

d —c

[F@) = n(@)] = | [ (Fw) —onlwp)) dy | < S5,

also
b b d b —a)d—¢

| F@)de— [ [one ) dedy| = | [ (Fla)—vaa)) da| < L2,
Hieraus folgt die erste Behauptung
b d b d b b d
fff(ﬂc,y)dxdy:kllngoffwk(x,y)dwdy:fF(x)dﬂc:f(ff(x,y)dy) dx .

Vertauschen der beiden Rollen von = und y liefert die zweite Behauptung.

(b) ergibt sich vollig analog. m]

2.5*% Additivitat des Integrals
(a) Ist ein kompakter Quader I die Vereinigung kompakter Quader Iv,...,In
mit Iy NI, =0 fir k#1, so gilt

ff(x)d"x = Z ff(x)d"x.

I k=11,

(b) Fiir einen kompakten Quader I gelte I = U I, wobei die I, kompakte
k=1

o
Quader mit paarweis disjunktem Innern sind, und jeder kompakte Quader J C I
von endlich vielen der Iy, tberdeckt wird. Dann gilt

Jrx)d'x = i J f(x)d"x.

k=11,

BEWEIS.
(a) Fir jede Treppenfunktion ¢ gilt nach 1.7

[e=Zi

=11,
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Sind ¢; Treppenfunktionen mit ||f —¢;|| — 0 und [¢@; — [ f, so folgt die
1 I
Behauptung durch Grenzilibergang.

(b) Zu vorgegebenem e > 0 wihlen wir einen kompakten Quader J C I mit
N

V(I) — V(J) < e. Nach Voraussetzung gibt es ein N mit J C |J Ix. Durch
k=1
Rasterung verschaffen wir uns endlich viele Quader Ji,...,Jy mit paarweise

disjunktem Innern, sodafl I =L U---UIxyUJi U---U Jy. Dann ergibt sich
nach (a)

N

Iff—ZfH:!f)Jf_f!stHéV@)snfns. 0

I k=1 I, i=

-

i

3 Das Volumen von Rotationskorpern

3.1 Das Volumen zwischen zwei Graphen

Sind g < h stetige Funktionen auf einem kompakten Rechteck I = [a,b] X [c,d],
so hat der Bereich Z zwischen den beiden Graphen

Z={(x,y,2) la<z<b c<y<d, g(x,y) <2< h(z,y)}

das Volumen

b
V(Z) = [[(Mx,y)—g(z,y)) dedy.

0 —a

Das ist anschaulich plausibel und ordnet sich der in Abschnitt 7 gegebenen
allgemeinen Volumendefinition unter.

3.2 Das Volumen von Rotationskérpern im IR3

Sei r: [a,b] — [0, R] eine stetige Funktion. Durch Rotation der Flache
{(x,y,z) la<z<b, y=0, 0§z§r(m)}

um die x—Achse entsteht ein Rotationskorper
K = {(x,yy;) la<z<b, y*+2°< r(x)z} .

(Machen Sie sich das anhand einer Skizze klar!)

Setzen wir fir a <z <b, — R<y<R

o {\/m falls [y| < r(z)
xr,y) =

0 fir r(z) < |y| <R,



4 Das Integral stetiger Funktionen iiber offene Mengen 451

so ist f stetig auf [a,b] x [-R, R] und V(K) gleich dem Volumen von

K" = {(z,9,2) | (2,9) € [a,0] x [-R, R], — f(z,y) < 2 < f(z,9) }.

Also gilt nach 2.4

b R b T(z)
ff xydxdy*Qf( \/T —ydy)
a —R a —r(x)

Nach §11:7.4 (a) erhalten wir

V(K) =2 [3r(z)’de =« [r(z)*dx.

8=

Das Volumen ergibt sich also durch Aufintegrieren iiber alle an K beteiligten
Kreisscheiben.

3.3 Das Kugelvolumen

Im Fall r(z) = v/R? — 22 hat die R-Kugel Kz(0) das Volumen

R
7T/ (R2 — a:2) der = w (2R3 — %R‘Q’) = %ﬂ'R?).

—R

3.4 Aufgabe. Berechnen Sie das Volumen eines Kreiskegels mit Hohe A und
Grundkreisradius R, dessen Spitze im Nullpunkt und dessen Achse in der posi-
tiven x—Achse liegt.

4 Das Integral stetiger Funktionen iiber offene Mengen

4.1 Quaderzerlegung offener Mengen

Zu jeder michtleeren offenen Teilmenge 2 des R™ gibt es eine Folge von kom-

pakten Quadern Ii,Is2,... mit paarweise disjunktem Innern, so daf
(a) Q= U Ik,
k=1

(b) jede kompakte Teilmenge von 2 bereits durch endlich viele dieser Quader
tuberdeckt wird.

Jede solche Zerlegung von €2 nennen wir eine Quaderzerlegung von (2.

Wir fithren den Beweis der einfacheren Notation halber nur fir n = 2; der
Allgemeinheit wird dadurch kein Abbruch getan.
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BEWEIS.

(a) Wir iiberzichen die Ebene mit dem
Netz aller Geraden z = k, y = | mit
k,l € Z. Die so entstehenden kompak-
ten Einheitsquadrate nennen wir Qua-
drate nullter Stufe. Ko sei die Vereini- |_
gung aller Quadrate nullter Stufe, wel-
che in 2 liegen.

Nun unterteilen wir das Quadratnetz
durch Einziehen von Halbierungslinien.
Es entstehen Quadrate erster Stufe mit J
Kantenlange % und mit Eckpunktko-
ordinaten der Form im mit m € Z. |_|

2
K, sei die Vereinigung aller Quadrate
erster Stufe, welche nicht in Ko liegen
(Fig.).
Durch weiteres Einziehen von Halbierungslinien gewinnen wir Quadrate zweiter
Stufe; Ko ist dann die Vereinigung aller Quadrate zweiter Stufe in €, welche
nicht zu Ko U K7 gehoren. Fahren wir mit diesem Verfahren fort, so erhalten
wir Quadratvereinigungen Ko, K1,... mit

oo

U K, C Q.

i=0
Wir zeigen

i=0

Sei x € Q und K,.(x) C Q. Wahlen wir m mit 27™v/2 < 7, so liegt jedes x
enthaltende Quadrat m~ter Stufe ganz in €2, wird also durch K,, erfait. Somit
gilt x € U K; C U K.

1=0 =0
Die Vereinigung aller K; enthélt genau abzéhlbar unendlich viele Quadrate.

Uberabzihlbar viele kénnen es nicht sein, denn die linken unteren Eckpunkte
haben rationale Koordinaten, und jeder dieser Eckpunkte kommt nur einmal
vor. Endlich viele kénnen es auch nicht sein, denn die Vereinigung endlich vieler
kompakter Quadrate ist kompakt und nicht offen.

(b) Ist K eine kompakte Teilmenge von €2, so gibt es ein r > 0 mit K,(x) C
fiir alle x € K. Fiir Q = R? ist dies klar. Andernfalls hat Q einen Randpunkt,
und wir setzen r = %dist (K,09). Wir wihlen ein m € IN mit 27™/2 < r und

m m
erkennen wie oben, dafl K C U K;. Alle Quadrate in U K; haben mindestens
i=0 i=0
Kantenlange 27"". Da K beschrankt ist, geniigen endlich viele von diesen, um
K zu iiberdecken. O
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4.2 Das Integral iiber offene Mengen

Eine stetige Funktion f:R"™ D Q — R heifit iiber  integrierbar, wenn es
eine Zahl M > 0 gibt, so daf

N
> JIfx)d"x < M
k=11,

fiir je endlich viele kompakte Quader I1,...,In in Q mit paarweise disjunktem

Innern. Fiir eine {iber 2 integrierbare Funktion f definieren wir das Integral
durch

Jf=[fxad Z Jf(x

Q Q =11

wobei I1, I, ... irgendeine Quaderzerlegung von €2 ist.

SATZ. Die rechtsstehende Reihe konvergiert und hat fiir jede Quaderzerlegung
von §) denselben Wert.

BEMERKUNGEN. (a) Diese Integraldefinition entspricht dem uneigentlichen In-
tegral iiber offene Intervalle in R ([TA], vgl. §12:4).

(b) Ist f auf einem kompakten Quader I stetig, so ist f nach 2.5 (b) auch tiber

das Innere von I im Sinne von 4.2 integrierbar, und fiir Q2 = I gilt
Jr=1Jr
Q I

(¢) Die Hilfsmittel zur praktischen Berechnung des Integrals (Ausschopfungs-
satz, Transformationssatz, sukzessive Integration) werden spéater bereitgestellt.

BEWEIS. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt aus

i!ff(X) x| < Zf\f )d"x < M fiir alle N € N.
k=1 1y

k=11,
Die Unabhéngigkeit von der speziellen Quaderzerlegung ergibt sich auf folgende

Weise: Sei Q@ = |J I = |J Ji. Dann ist I, N J; wieder ein (evtl. entarteter)
k=1 =1

Quader oder aber leer. Man kann sich leicht klarmachen, dafl die nichtleeren

I, N J; bei geelgneter Durchnumerlerung eine Quaderzerlegung von {2 liefern.

Wegen I, = U I.NJ; und J; = U I, N J; gilt nach 2.5 (b)

l1 k=1

ff*Z J f und ff—Z [ f, dasselbe fiir |f].

=1 I,,nJ; k=1 I,NJ,
Aus dem groﬁen Umordnungssatz fiir Reihen §7:6.6 folgt

ff— <2ff) z(z [ =%S7[r o

=11 =11,nJ; =11,nJ, =17,

=
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4.3 Eigenschaften des Integrals
(a) Linearitdt. Mit f und g ist auch af + Bg tber Q integrierbar und

f (af(x) +,6’g(x)) d"x = osz(x) d"x + ﬂfg(x)d"x.

Q

(b) Monotonie. Fir integrierbare Funktionen f,g mit f < g gilt
Jrx)d"x < [g(x)d"x.
Q Q

(c) Integralabschitzung. DefinitionsgemafS ist f genau dann iber Q inte-
grierbar, wenn |f| dber Q integrierbar ist. Es gilt dann

| [fe)d™x | < [[f(x)]d"x.
Q Q

(d) Majorantensatz. Ist f : Q@ — R stetig und gibt es eine integrierbare
Funktion (Majorante) g: Q — Ry mit |f| < g, so ist [ dber Q) integrierbar.

(e) Zerlegung in positiven und negativen Teil. Fine stetige Funktion f
ist genau dann uber Q integrierbar, wenn ithr positiver und negativer Teil

fe=301+1), F-=30/1-1)

beide tber Q2 integrierbar sind. Es gilt dann
Jfx)d"x = [ fi(x)d"x — [ f-(x)d"x.
Q Q Q

(f) Ist f dber Q integrierbar, so ist f auch tber jede offene Teilmenge Qo von
Q integrierbar und es gilt

[ &) dx < [|f(x)|d"x.
Qo Q

Alle Beweise ergeben sich in einfacher Weise aus der Definition und den ent-
sprechenden Eigenschaften des Integrals iiber kompakte Quader .

4.4*% Additivitat des Integrals
Seien Q1,Qa, ... paarweis disjunkte offene Mengen. Eine auf Q = |JQx stetige
k

Funktion f ist genau dann tber Q integrierbar, wenn f tber jedes Qi integrier-

bar ist und die Reihe f |f| konvergiert. Es gilt dann
k=1 Q,

ff(x)d"x = i ff(x)d"x.

k=10
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BEWEIS als : Quaderzerlegungen von 1,€s,... ergeben zusammen bei
geeigneter Numerierung eine Quaderzerlegung von ). Die Behauptung folgt
dann aus dem groflen Umordnungssatz §7:6.6. O

4.5 Integrierbarkeit beschrinkter stetiger Funktionen

Jede auf einer beschrinkten offenen Menge ) beschrdnkte stetige Funktion ist
tber 2 integrierbar.

BEWEIS.

Nach Voraussetzung gibt es einen kompakten Quader I mit Q C I und eine
Schranke C fiir |f|. Sind I1,...,In kompakte Quader in 2 mit paarweise dis-
junktem Innern, so gilt

i J1f(x)]d"x < Cévuk) < Cov(). 0

k=11,

4.6 Ausschopfende Folgen

Die offenen Mengen 21 C Q2 C Q3 C ... bilden eine Ausschépfung von (2,
wenn

Q= Q% und Qs jeweils eine kompakte Teilmenge von € ist.
k=1

BEISPIELE.
(a) Die Rechtecke Qi = |—k, k[ x |-k, k[ schopfen R? aus.

oo N
(b) Sei Q= J Ir eine Quaderzerlegung und Qn das Innere von Vi = |J Ix.

k=1 k=1
Die Qn bilden eine aufsteigende Folge mit Qn C Q. Jeder Punkt xo € Q liegt
in wenigstens einem Quader Ij. Liegt er im Innern, so gehort er zu Q. Liegt
xo auf dem Rand von Iy, so gibt es noch weitere I; mit xo € I;. Man macht
sich leicht klar, dafl xo im Innern der Vereinigung aller (endlich vielen) I; mit
xo € I; liegt.

BEMERKUNG zu (b). Sei Q1 C Q2 C ... eine beliebige ausschiopfende Folge.
Dann gibt es zu jedem Qy ein Viy mit Qi C Vi, und jede kompakte Teilmenge
K wvon Q liegt in einem geeigneten ;.

Denn einerseits ist € kompakt und wird daher nach 4.1 schon von endlich
vielen der I1, I, ... iberdeckt. Ist andererseits K C €2 kompakt, so liegt jeder
Punkt von K in einem geeigneten €2;. Nach dem ﬁberdeckungssa‘cz von Heine—
Borel §21:6.3 geniigen daher endlich viele ;, um K zu iiberdecken. Als €,
nehmen wir deren Vereinigung.

4.7 Der Ausschopfungssatz

Sei Q1 C Qo C ... eine Ausschépfung von Q. Eine stetige Funktion f ist genau
dann tber 2 integrierbar, wenn die Folge der Integrale
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J 1F()ld x

Q

beschrankt ist. In diesem Fall gilt
Jrx)d"x = lim [ f(x)d"x.
Q k—»ooﬂk

Man beachte, da8 f auf jeder der kompakten Mengen Qj beschrinkt, also |f]
iiber jedes €2 integrierbar ist nach 4.5.

BEWEIS.
Aus der Integrierbarkeit von f folgt [ |f| < [|f| nach 4.3 (f). Sei umgekehrt
Q Q
die Folge der Integrale f | f| beschrankt. Dann sind auch die Integrale f f+ und
Qp Qy
f f— beschrankt. Nach 4.3 (b) geniigt es daher, den Satz fiir stetige Funktionen
Q

f > 0 zu beweisen. Fiir diese existiert o := lim f f nach dem Monotoniekrite-
— 00
Qp

rium. Sei I1, I2, ... eine Quaderzerlegung von 2. Nach der Bemerkung 4.6 gibt

N
es zu jedem Vy = I; U---U Iy ein ; mit Vy C i, also Z ffgffga.

k=11, Q
Somit ist f nach 4.2 integrierbar mit f f < a. Da es zu jedem € ein Vy mit
Q
Q i i = li < 1l = . a
r C VN gibt, gilt o klirrgo Qf f < ]\}E[lm f f ff
* Vy Q

5 Parameterintegrale iiber offene Mengen

5.1 Stetigkeit von Parameterintegralen

Seien Qo C R™, Q C R™ offene Mengen, und es sei f(x,y) stetig fir alle
(x,y) € Qo x Q. Weiter gebe es zu jedem kompakten Quader K C Qo eine
integrierbare, stetige Funktion gk : 2 — R4 mit

|f(x,¥)] < gx(y) firalle x€e K, yeQ.

Dann ist das Parameterintegral
Fx) = [f(x,y)d"y
Q

stetig auf Q.

BEMERKUNG. Die Voraussetzung ist insbesondere erfiillt, wenn es eine von K
unabhéngige Majorante g gibt. Diese Voraussetzung ist jedoch fiir viele Anwen-
dungen zu grob.
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BEWEIS.

Sei xg € Qo, K C Qo ein kompakter Quader mit x¢ im Innern von K und
g = gk die dazu passende Majorante. Zu gegebenem ¢ > 0 wahlen wir Intervalle

Ii,...,In aus einer Quaderzerlegung von €2 so aus, daB fir Vy =L U--- U In
N
J9=J9-> Jog<ce
Q\Vy Q k=11,

Nach 2.3 (a) gibt es ein § > 0 mit Ks(x0) C K, so daBl

N
S| [ (f6y) = f(x0,y)) d'y | < e fiir [lx —xof < 4.
k=1 I,

Fiir ||x — xo|| < ¢ gilt dann
| F(x) = F(x0) | = | [ (f(x,¥) — f(x0,5)) d"y |

Q

< | J (Foy) = flxo,y)) dy | + ! (£ Gy + £ (x0,3)]) dy
VN O\ Vi

SIﬁ:‘f(f(X7Y)—f(XO7Y))dy|+2 f g < 3e. O
=1 I O\ Vi

5.2 Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

Unter den Voraussetzungen 5.1 sei f zusdtzlich auf Qo x Q stetig nach x diffe-

renzierbar, und zu jedem kompakten Quader K C o gebe es eine integrierbare,

stetige Funktion hx mit

b
8$i

(x,y)’ < hi(y) firalle (x,y) e KxQ und i=1,...,m.

Dann ist F eine Ct—Funktion auf Qo, und es gilt

OF _ of e
8xi(x) = /awi(x,y)d y fur i=1,...,m.

Q

Der Beweis ergibt sich nach dem Vorbild von 5.1 mit Hilfe von 2.3 (b) [04].

5.3 Parameterintegrale mit stetigen Grenzen

Im folgenden schreiben wir u < v, wenn fiir alle Komponenten die Beziehung
u; < v; gilt. Ist Q der offene Quader {x | u < x < v}, so schreiben wir

J f(x)d"x an Stelle von [ f(x)d"x.
Q

u
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SATZ. Sei Q@ C R" offen und g,h : Q@ — R™ seien stetige Funktionen mit
g(x) < h(x) fir alle x € Q. Ferner sei f(X,y) stetig fur alle x € Q und alle
y € R™ mit g(x) <y < h(x). Schliefilich gebe es zu jedem kompakten Quader
I C Q eine Konstante C1 mit

Ifxy) < Cr
fir alle x € I und alle y € R™ mit g(x) <y < h(x).
Dann ist

A
h(x)
Fx) = [ flx,y)d"y
g(x) _¢_
stetig in Q. % h
BEMERKUNG. f muf} nicht beschrankt T
sein !
BEWEISSKIZZE. g
Der Einfachheit halber sei m = 1. Zu
jedem xo € € und gegebenem ¢ > 0 To Q
gibt es einen Quader : : : >
~——

I={x||x=xoll, <6}, I
so daf

lg(x) — g(x0)] < e, |h(x)—h(xo)] < e firalle xel.
Fiir diese x ist

h(xg)—e
F(X) - F(XO) = f (f(X, Y) - f(x07Y)) dny + R(Xv XO)
g(x0)+e

mit R(x,x0) < 4eC;V(I). Das Integral auf der rechten Seite ist wieder ein In-
tegral iiber einen festen kompakten Quader und strebt nach der Bemerkung 5.1
gegen Null fiir x — xo. a

6 Sukzessive Integration
6.1 Integration iliber die Ebene
Hinreichend fiir die Integrierbarkeit einer stetigen Funktion f iber R? sind die

folgenden Bedingungen:

(a) Zu jedem kompakten Intervall I gibt es eine integrierbare Majorante gr mit
|f(z,9)| < g1(y) fir alle y € R und alle z € I.
“+oo
(b) G(z)= [ |f(z,y)|dy ist integrierbar iber R.

“+oo
Unter diesen Voraussetzungen sind G(z) und F(z) = [ f(z,y)dy stetig, und

—0o0
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es gilt
+oo +oo  +oo
[ f@,y)dedy = [ Fx)de = [ ([ f(z,y)dy)dz
R?2 —oo —00 —00
BEWEIS.

(a) Die Konvergenz der G und F darstellenden Integrale folgt nach dem Ma-
jorantenkriterium fiir gewShnliche uneigentliche Integrale.

(b) F und G sind stetig nach 5.1.

(¢) f+ und f- erfiillen dieselben Voraussetzungen wie f. Nach 4.3 (¢) geniigt
es also, den Satz fiir positive stetige Funktionen f zu beweisen.

(d) Integrierbarkeit von f. Jede Vereinigung kompakter Rechtecke liegt in einem
geeigneten Rechteck [—R, R] X [—R, R]. Fiir ein solches gilt unter der Voraus-
setzung f > 0 (also F = G)

[ [ f@ydedy = [ ([ flx,y)dy) de < [ F(z)da
“R-R “rR -R “Rr
+oo

< [ F(z)de = M.

—+oo
Also ist die Integrierbarkeitsvoraussetzung 4.2 erfiillt und es gilt [ f < [ F.
R2 —oo

(e) Wir zeigen

+oo

JE<][] +e

— 00 R2
fiir jedes € > 0. Dazu wéhlen wir ein M > 0 mit

+oo M c
1 F(x)dx < F(x)dx + =,
M) P < | Fade +
ferner eine stetige Majorante g = gas mit
(2)  |f(z,y)| < g(y) fur alle y € R und alle x € [-M, M].
Nun wéhlen wir N so, daf

€

@3 gyd fg dy—fg dy < .

ly|l=N -N aM
Dann ergibt sich aus (1),(2),(3) die Behauptung (e),

400 M N M

fF(a:)da: < f (ff(a:,y)dy)da: + f( f 9(y dy)da:-i——

—oo -M —N —M |y|>N

< [ flwy)dedy + €. o

R2
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6.2 Vertauschung der Integrationsreihenfolge

Erfullt f(z,y) die Voraussetzungen 6.1 und f(y,x) entsprechende Voraussetzun-
gen (Vertauschung der Rollen von x und y), so gilt

+o00 400 +oo  +oo +oo  +oo
[ f@ydedy = [ ([ fey)dy)de = [ ([ flz,y)de) dy.

BEMERKUNG. Unter den Voraussetzungen 6.1 allein ist die Konvergenz des Inte-

—+oo
grals f f(z,y)dz fir alle y € R noch nicht gesichert. Z.B. gilt fiir die Funk-

—oo

tion f(z,y) = e (+2?) gie Abschitzung |f(z,y)| < eIl ferner ist

+oo 0
R e
—o0 0

“+oo
iiber R integrierbar. Aber [ f(x,0)dz existiert nicht.

—oo

6.3 Sukzessive Integration im IR". Sei n =p+ ¢ und f(x,y) stetig fir
alle x € RP, y € R% Dann ergibt sich die zu 6.2 analoge Formel

[ f@dz= [ ([ fxydy)dx= [([fxy)dx)dy

R” RP R4 R4 IRP

bei sinngeméBer Ubertragung der Voraussetzungen 6.1 und 6.2. Auch der Beweis
kann wortwortlich iibernommen werden.

6.4 Ein allgemeiner Satz iiber sukzessive Integration

Wir verwenden die Bezeichnungen von 5.3.

SATZ. Sei Qo ein Gebiet des R™, und g, h: Qo — R"™ seien stetige Funktionen
mit g(x) < h(x) fir alle x € Qo. Weiter sei | stetig auf

Q= {(x,y) ER™™ | x€ 0, g(x) <y< h(x)}.

Gibt es dann zu jedem kompakten Quader I C o eine Konstante Cr mit
|lf(x,y)| < Cr firalle x€I, g(x) <y <h(x), so sind

h(x) h(x)

F(x) = [ fx,y)d™y und Gx) = [ [f(x,y)ld"y

g(x) 8(x)

stetig in Qo. Ist G uber Qo integrierbar, so ist auch f uber § integrierbar und
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h(x)
ff(z)d"+mz = fF(x)d"x = f ( f f(x,y)dmy)d"x
Q Qg Qo gx)

Diese Voraussetzungen sind z.B. dann erfiillt, wenn 2 in einem kompakten Qua-
der liegt, auf dem f stetig ist.

Der Beweis ergibt sich ahnlich wie der von 6.1 und wird wegen des technischen
Aufwandes weggelassen.

6.5 Anwendung auf Gebiete im IR®
Das Gebiet Q C R? sei wie folgt durch Graphen stetiger Funktionen begrenzt:

Q= {(z,9,2) la<z<b, g1(z) <y <hi(x), ga(,y) < z < ha(z,y)} ,
wobel g1(x) < hi(x) stetig auf |a, b und g2(z,y) < h2(z,y) auf

Q = {(z,y) la<z<b gi(z) <y <hi(z)}
stetig sind. Dann ergibt zweifache Anwendung von 6.4

b hi(z) ha(z,y)

ff(x,y,z)dwdydz = f( f ( f f(x,y,z)dz)dy)dw.

Q a  gi1(z) g2(z,y)
Formulieren Sie Bedingungen fiir die Richtigkeit dieser Formel.

6.6 Beispiele und Aufgaben
(a) Nach 6.4 und §11:7.4 (a) gilt

1—x2

[ o= [(] rw)ae=af i =

x24y2<1 -1 /1—w2

(b) Zeigen Sie: Konvergieren fiir die auf R stetigen Funktionen f,g die un-

—+oo
eigentlichen Integrale f f(z)dz, f g(y)dy, so ist f(x)g(y) iiber R? inte-

grierbar, und es gilt -
+00 400 +oo
fff()(dwdy—(ff dz ) ([ gy)dy) .

(c) Zeigen Sie, daB (z* — y) e~ (Y iiber Rso x Rso integrierbar ist, und
bestimmen Sie das Integral.
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7 Das n—dimensionale Volumen

7.1 Das Volumen offener Mengen

Besitzt die offene Menge 2 C R™ die Quaderdarstellung Q = |J Ix, so defi-
k=1

nieren wir ihr n—dimensionales Volumen durch
V' (Q) = EV”(Ik),
k=1

falls diese Reihe konvergiert. Andernfalls setzen wir V" () := oco. Diese De-
finition ist unabhéngig von der speziellen Quaderdarstellung. Das ergibt sich
aus 4.2, wenn man beachtet, daf3

Vh(Q) = [1d"x.
Q

Fiir kompakte Quader I C R™ ist V™ (I) nach 2.5 (b) der elementargeometri-
sche Inhalt, d.h. das Produkt der Kantenlangen.

Bei Teilmengen des IR? sprechen wir vom Flicheninhalt, im R> vom Raum-
inhalt. Wenn keine Verwechslungen moglich sind, schreiben wir V() statt
V().

Beschrankte offene Mengen besitzen nach 4.5 stets endliches Volumen. Aber
auch eine unbeschrankte Menge kann endliches Volumen haben, wie z.B.

Q= {(az,y)eRz\az>17 O<y<%}.
Mit
9(x) =0, h(z) = —

ergibt sich nach 6.4

ViHQ) = [ldzdy = [( [ 1dy)dx:fxi2dx:1.
Q 0

1 1

7.2 Das Volumen von Parallelflachen

Fiir das Innere 2 eines von den Vektoren ai,...,a, aufgespannten Parallel-
flachs wird sich in 8.2 das Volumen

V(Q) = |det(ai,...,a,) |

ergeben. Dieses Ergebnis stellt die Verbindung zu dem in §17:4 axiomatisch
eingefiithrten Volumenbegriff her.
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7.3 Das Volumen zwischen zwei Graphen

Sei Qo eine beschrinkte offene Menge des R™™!, und seien g,h : Qo — R
stetig und beschrankt mit g(x) < h(x) fir alle x € Qo. Dann hat die Menge

Q= {(x,y) € R" | x € Qo, g(x) <y < h(x)}
das n—dimensionale Volumen
vrQ) = [ (h(x) —g(x)) d"'x.
Qo

Das folgt wegen V" (€2) = [ 1 direkt aus 6.4.
Q

BEISPIELE

(a) Die Fliache zwischen der z—Achse und dem Graphen einer stetigen Funktion

f 1 — Rso (I ein offenes Intervall) ist demnach [ f(z) da.
1

(b) Ist K ein Rotationskoérper der in 3.2 beschriebenen Art, so gilt fiir das

o o b
Volumen von K die Beziehung V*(K) = [r(x)? dz.
Im folgenden untersuchen wir den Beitrag der Rander zum Volumen.

7.4 Nullmengen
Gegeben ist eine offene Menge ) endlichen Volumens und eine kompakte Teil-

menge K. Dannsind K und Q\K ebenfalls offene Mengen endlichen Volumens.
Unter welchen Bedingungen leistet 0K keinen Beitrag zum Volumen, d.h. wann
gilt

o

vr Q) = VMK) + VM(Q\K)?

Es ist zu vermuten, dafl bei allzu ausgefranstem Rand von K diese Beziehung
nicht erfiillt ist. Wir prazisieren im folgenden, was wir unter einem gutartigen
Rand verstehen wollen.

Definition. Eine beschrankte Menge M C R™ heifit eine Nullmenge (auch
Jordan—Nullmenge), wenn es zu jedem ¢ > 0 endlich viele Quader I1,...,In
gibt mit

N N
McC I und > V') < €.
k=1 k=1

FEine unbeschrinkte Menge heifit Nullmenge, wenn jede beschréankte Teilmenge
eine Nullmenge ist. Demnach ist jede Teilmenge einer Nullmenge wieder eine
Nullmenge, und eine endliche Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Null-

menge .
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Entartete Quader sind Nullmengen, also auch jede Randflache eines Quaders
und damit auch jede ,,Koordinatenebene“ {(z1,...,2n) | zx = c}. Nichtleere
offene Mengen sind keine Nullmengen [TA].

In der Lebesgueschen Integrationstheorie (sieche Band 2) wird der Begriff ,,Null-
menge“ etwas weiter gefafit.

Beispiele von Nullmengen

(a) Graphen stetiger Funktionen. Ist I C R™™' ein kompakter Quader und
f: I — R stetig, so ist der Graph

{(xf(x) | xe 1}

eine Nullmenge im R"™ [(4].

(b) C'-Bilder von Nullmengen. Sei m > n und ¢ : R™ D Q — R™ eine C'~
Abbildung. Liegt die V"—Nullmenge N in einer kompakten Teilmenge K C €2,
so ist @(N) eine Nullmenge im R™. Insbesondere sind C'-Bilder von Qua-
derrdndern Nullmengen.

Den BEWEIS und mehr iiber (Jordan—)Nullmengen finden Sie bei [HEUSER 2,
§202].

7.5 Das Integral iiber gutberandete kompakte Mengen
Eine Menge M heifit gutberandet, wenn ihr Rand eine Nullmenge ist.

SATZ. Ist 2 offen und K eine gutberandete kompakte Teilmenge von €, so gilt
fir alle tber Q integrierbaren Funktionen f

JIxdx = [[fx)d"x + [ f(x)d"x.
Q o

Q\K

Wir definieren daher das Integral {iber die kompakte Menge K durch

Jrx)d'x = [ f(x)d"x.

Hat 2 endlichen Inhalt, so gilt fiir gutberandete kompakte Mengen K C (2

V(Q) = V(K) + V(Q\ K),

und wir definieren

o

V(K) == V(K), V(OK):=0.
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BEWEIS.
Es geniigt wieder, positive Funktionen f zu betrachten. Nach 4.3 (f) und 4.4 mit
Q=K, Qo =Q\ K, Q=0 fir k>3 folgt

ff>ff+ R

O\K

Wir wéhlen eine endliche Vereinigung B kompakter Quader mit 0K C B und
setzen M := max{f(x) | x € B}. Sei € > 0 vorgegeben und 0K C [1 U---U Iy
N

mit Y V(Ix) < €. Nach 1.2 diirfen wir voraussetzen, dafl die I; kompakt

k=1
sind und disjunktes Inneres haben. Ferner diirfen wir sie so klein wéhlen, dafl

B: :=1U---UlIy C B. Offenbar 143t sich €2 wie folgt disjunkt zerlegen:
Q= (K\B:)UB:U(Q\(KUB:)) = Q1 UB:UQa,

wobei 21,2 offen sind. Aus den Quaderzerlegungen

2 = UQ17 Qo = URj
i=1 j=1

entsteht durch Hinzunahme von I, ..., In eine Quaderzerlegung von 2. Nach
Definition des Integrals und nach 4.3 (f) folgt
Jf= ff+ff+§jff J1+ ] g+em. O
Q k=1 I}, 2 Q\K

8 Der Transformationssatz und Anwendungen

8.1 Der Transformationssatz

Sei ¢ : [a,b] — [, 8] bijektiv und C'~differenzierbar mit ¢'(z) # 0. Dann gilt

B b
Jfw)dy = [ fle(@)) ¢ ()| dx,

wie sich aus der Substitutionsregel §11:7.1 durch Fallunterscheidung ¢’ > 0,
¢’ < 0 ergibt. Dem entspricht im IR™ der folgende

SATZ. Sei ¢ : Q@ — Q' ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen §
und Q' des R", d.h. bijektiv und mitsamt der Umkehrabbildung C' ~differenzier-
bar. Dann gilt

| fy)d y—ff )) | det ¢’ (x)] d"x

e (2)

fiir alle Funktionen f € C(Q), fiir welche eines der beiden Integrale konvergiert.
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Die Determinante |det ¢’(x)| der Jacobi-Matrix wird die Funktionaldeter-
minante oder Jacobi—Determinante genannt.

Der Beweis des Satzes ist aufwendig; wir verweisen auf [FORSTER 3, pp. 16-21]
und [BARNER-FLOHR Bd. 2, 16.4, pp. 314-325].
Die folgenden Betrachtungen fiir n = 2 sollen den Satz plausibel machen:

(a) Nach Definition des Integrals iiber offene Mengen geniigt es, den Satz fiir
Rechtecke I zu beweisen:

[ fy)d y—ff ) | det o' (x)| d*x

(1)
Da die Rénder nach 7.4, 7.5 keine Rolle spielen, diirfen wir I als kompakt
voraussetzen.
(b) Wir iiberziehen I schachbrettartig mit einem Netz kleiner Rechtecke I}, =
[k, Y] mit Flicheninhalt V (I)) und bilden fiir g(x) = f(¢(x))|det ¢’(x)| die
N

zugehorige Treppenfunktion _ g(xx)Xz, . Dann gilt
k=1

ff ) ldet’ (x)|d’x = [g(x)d®x ~ Y g(xi)V (Ix)

k=1

dies umso genauer, je feiner die Raster-
unterteilung gewahlt ist.

(¢) ¢(x) kann auf jedem Teilrechteck
I, in guter N&herung durch die affine
Abbildung

X = @(xk) + @' (xk) (x — x)

ersetzt werden. Dann ist ¢(Ix) néhe-

rungsweise ein Parallelogramm mit In- ¥ /
halt |det ¢’ (xx)|V (1), vgl. §17:4.4.
(d) Die Rastereinteilung von I erzeugt
auf (I) ein krummliniges Raster; die
Bilder ¢(Ix) sind dabei nahezu Par-
allelogramme Py, auf denen f nahe-
rungsweise konstant ist. Daher gilt

| ryd

e(I)

Q

N N
kz_:lf(qi(x;e)) 2_: ))ldet ¢’ (xx)| V (Ix)

= [ Fp ) det (09
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8.2 Folgerungen fiir das Volumen
(a) Das Volumen eines Parallelflachs P =a+{t1a1+ -+ tha, |0<t <1}
15t
V™"(P) = |det(ar,...,an)].
Denn ist A die Matrix mit den Spalten ai,...,a, und ¢(x) = a+ Ax, so ist

P das Bild des Einheitswiirfels W unter ¢, und ¢’ ist die Abbildung x — Ax.
Also gilt nach 8.1

V'(P) = [1d"y = [1|det A|d"x = |det A|V"(W) = |det A|.
P w

(b) Das Volumen ist bewegungsinvariant. Ist x +— T(x) = a+ Ax eine Bewe-
gung des R", d.h. A € SO, , det A =1, so gilt V(Q2) = V(T(?)).

8.3 Integration kugelsymmetrischer Funktionen
Ist V(r) stetig fiir » > 0, so heifit die Funktion
fix—V(xl), xeR*\{0}

eine kugelsymmetrische Funktion.
(a) Ist A€ SOs und f iiber Q = Kgr(0)\ {0} integrierbar, so gilt

[ vixhdx = [ V([Ax])d’x [0a].

0<|lx||<R 0<|lx||<R
(b) Die Transformation auf Kugelkoordinaten ist gegeben durch
r r sin¥ cos ¢
®: || — | rsindsing fir >0, 0<d9<m, 0<p <27
%) r cos
Fiir diese gilt
det ®' (1,9, ¢) = r’sind

SATz. Ist v2V(r) diber 10, R] integrierbar, so gilt
R

V(|Ix|) d*x = 477/7"2V(r) dr.
o<||x||<R 0

Insbesondere ergibt sich

3 3
/ d_x = 27R?> und / d x2 = 47R
(x| [Ix]]

0<||x]I<R o<||xlI<R
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BEWEIS.

Sei 0 < p < R. Das Bild des Quaders @ = ]Q,R[X](L %[X]O,?w[ unter ® ist
bis auf einen Schlitz, also bis auf eine Nullmenge, eine halbe Kugelschale. Nach
(a) und dem Transformationssatz folgt durch sukzessive Integration

27

f 2V (r) sin 9drddde
0

O —

J Vixhd®x =2 [ V(lx|)d’x =2 [

o<|lx[[<R 2(Q)

2w

fo( 2V (r sm19f dnp)drdﬁ
e O

R
sinﬂdﬂ) dr = 4m [r*V(r)dr.

0 f (TQV(T)

o

O — ol

Die rechte Seite ist beschriankt, also folgt die Behauptung nach dem Ausschopf-
ungssatz fiir ¢ — 0. Der Rest als [0A]. O

8.4 Das Gaufische Fehlerintegral

Als Anwendung der Integrationstheorie zeigen wir

“+ o0
_ 1,2
/e 2% dxr = V21
—o0
BEWEIS.

—+o0
(a) Das Integral A:= [ e=2°° dz existiert nach §12:4.8(c).

(b)  Zuriickfihrung auf ein Doppelintegral. Wir wenden die Folgerung 6.6 (b)
des Satzes 6.1 iiber sukzessive Integration an auf die Funktion

f(x7y) = e_%(zz_‘—yz) = e—%z2 e_%yz
und erhalten
+oo +oo e
1.2 I
A2 — /e_EI dzx /e_iy dy = //f(x,y)dl:dy.

(¢) Nach dem Ausschopfungssatz 4.7 gilt

A? = lim [[f@,y)dedy mit Q, = {(x,y) | %< \/962+y2<n}.
n—oo Qn
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(d) Sei 5, :=Q,\{(z,0) | x <0}. Da der Schlitz Q, \ €, eine Nullmenge ist,
gilt

A% = lim fff(x,y)d:cdy.
n—oo Q/n

(e) Transformation auf Polarkoordinaten. Die Polarkoordinatenabbildung
%) r sin ¢
bildet nach §22:5.1 das Rechteck

}l n[x]—w [ = {l<r<n —T<p< T}
'I’L7 Y - n I SD

diffeomorph auf den geschlitzten Kreisring €2, ab. Mit dem Transformationssatz
und sukzessiver Integration folgt

//f(x,y)dwdy = / /re_%Tzdwdr
,

1/n —m
_1,2
= /(re 2 /1dg0>dr
1/n —m
1,2 d _1,2
:277/7"6 2 drz—?w/d—e 27 dr
r
1/n 1/n
= —2me 2" oo 271'(9_1/(2"2)—9_"2/2).
1/n

(f) Mit (d) folgt die Behauptung A = lim 27r(e_1/(2"2) —e_"2/2) = 2r. 0

n—oo



Kapitel VI

Vektoranalysis

§ 24 Kurvenintegrale

1 Kurvenstiicke

1.1 Regulire Kurven

Wir nennen eine C'*~Kurve auf einem
Intervall I,

Oél(t)
a:I—-R", t—at)= ,
an(t)

reguliar, wenn der Tangentenvektor
&(t) an keiner Stelle ¢t € I verschwin-
det.

Die Bildmenge (1) heifit die Spur von

.
a, vgl. §22:3.2. Q
BEISPIELE. \
(a) Die Archimedische Spirale \—>
PN (t C?st)
tsint
ist fiir ¢ > 0 eine reguldre Kurve.
(b) Die Schraubenlinie
0 o

rcost
t— | rsint (teR)
ht

ist fiir 72 4+ h? > 0 regulir.
(c) Die Zykloide

t —sint
t teR
- (1 — cost) ( )
ist nicht regular, weil der Tangentenvektor an den Stellen ¢t = 0, £27,... ver-
schwindet.

Verifizieren Sie, daf§ die Zykloide durch Abrollen eines Kreises vom Radius 1
auf der x—Achse entsteht.

Bestimmen Sie den Grenzwert des Tangenteneinheitsvektors [c(t)|| " &(t) bei
rechts— und linksseitiger Anndherung an ¢ = 0.
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1.2 Kurvenstiicke

Eine Menge C C R"™ heifit C"—Kurvenstiick, kurz Kurvenstiick, wenn C
die Spur einer injektiven, reguldren C"™—Kurve o : [a,b)] = R" mitr > 1,a<b
ist.

Jede solche Darstellung a von C nennen wir eine C"—Parametrisierung von

C, kurz Parametrisierung.

Die ganze Schraubenlinie ist kein Kurvenstiick, wohl aber das Bild jedes kom-
pakten Intervalls unter der Parametrisierung 1.1 (b).

1.3 Parametertransformationen

Zu je zwei C"—Parametrisierungen eines Kurvenstiickes C,
a:la,b —R", B:lcd —R",

gibt es einen C"—Diffeomorphismus h von [a,b] auf [c,d], welcher beide inein-
ander tuberfihrt:

a(t) = B(h(t)) fir jedes t € [a,b] .

Wir nennen h eine Parametertransformation von C. Die Diffeomorphieei-
genschaft besagt: h bildet [a,b] bijektiv auf [c,d] ab und h,h™! sind beide
C"—differenzierbar. Aus der Kettenregel folgt, dafl h’(t) # 0 fiir jedes ¢ € [a, b].
BEWEISSKIZZE.

Durch h(t) := 87" o a(t) ist eine bijektive Abbildung [a,b] — [c,d] definiert.
Zum Nachweis der C"-Differenzierbarkeit von h reicht es, zu jedem so € [a, D]
eine Umgebung zu finden, auf der h C"—differenzierbar ist. (In den Randpunk-
ten sind einseitige Umgebungen zu betrachten.) Ist das gezeigt, so ergibt sich
durch Vertauschung der Rollen von o, 3, dai auch h™' C"—differenzierbar ist.
Es sei so € [a,b] und to := h(so), also a(so) = B(to).

Wegen B(to) # 0 ist wenigstens eine Komponente von Null verschieden, die-
se sei Br(to). Nach dem Umkehrsatz §22:5.2 besitzt t — [i(t) eine C"—
differenzierbare Umkehrfunktion f auf einer Umgebung von Si(to). Fir die
Kurve 7 — ~(7) := Bo f(r) gilt dort vx(7) = Bk o f(7) = 7. Hieraus folgt

a:,@oh:,@ofofﬁloh:'yoffloh, insbesondere
ar =yof 'oh=f"loh, dh h=foay.

Damit ist h als Hintereinanderausfithrung der beiden C"—differenzierbaren Funk-
tionen f und aj eine C"—differenzierbare Funktion auf einer Umgebung von so.

Einen ausfiihrlicheren Beweis finden Sie in [BARNER-FLOHR II, §17.5]. O
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2 Linge und Bogenliange

2.1 Die Lange eines Kurvenstiicks
Die Liange L(C) eines Kurvenstiicks
C' ist definiert als das Supremum der
Léngen aller in C einbeschriebenen
Sehnenpolygone.

SATz. Fiir jede C'-Parametrisierung
a:[a,b) = R"™ von C gz'lt

L(C) = f le(t)| dt .

BEWEISSKIZZE (fir Einzelheiten siehe [HEUSER, Bd. 2, §177]).
(a) Sei Z:a=tg<t1 <---<ty=> eine Zerlegung von [a, ] und

= ;I\a(tj) —aftj-1)]l

die Lénge des Sehnenpolygons mit Eckpunkten a(to),...,a(tx) (Fig.). Neh-
men wir zu Z zusitzliche Teilpunkte hinzu, so entsteht eine Zerlegung Z’ mit
L(Z') > £(Z) (Dreiecksungleichung). Fiir das Supremum sind also nur die fein
unterteilten Zerlegungen interessant:

0(2) == max{t; —t;_1|j=1,...,N} < 1.

(b) Fiir g;(t) = [lex(t) — a(t;—1)] gilt

gi(t) = (a(t) —aftj-1),a(t)) fir t#t-1,

g;(t)

gi(tj—1) = lla(t;-)| = , lim g;(t).

tj—1
Nach dem Mittelwertsatz gibt es Zwischenstellen ¥; € ]tj 1,t;[ mit

N
(%) (Z2) = ;gj(t] E (gj tj) — g;(tj—1 ) Zg] —tj-1),

also
U(Z2)<(b—a)- max{gj )| tici <z <t;, j=1,. N}7

woraus die Existenz des Supremums folgt. Fiir hinreichend kleines o(Z) folgt
aus (*)

Zg] i-1) Zl\a i-D)I(s f\la @l at,

dies umso genauer, je kleiner o(Z) ist, vgl. §11:4.3 (¢). O
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Fir C'-Kurven o : I — R™ auf einem beliebigen Intervall I setzen wir
fHa Y| dt fir a,bel, a<b.

Aus der Additivitat des Integrals (§3:8.1) ergibt sich unmittelbar
L¢(a) = LA (a) + L§(a) fiir a<b<ec.

2.2 Aufgaben und Beispiele
(a) Fir ebene Kurven in Graphenform: «(t) = (¢,y(t)) oder a(t) = (y(t),t)
ist

f 1+ 9%(

(b) Zeigen Sie, daB fiir ebene Kurve der Gestalt
Lo alt) = xo + r(t) CF)sw(t)
Yo + r(t) sinw(t)
die Lange gegeben ist durch

b
— [V T dr.
(¢) Insbesondere gilt fiir die Lange eines Kreisbogens vom Radius R > 0

vgl. §3:8.1.
(d) Berechnen Sie L2™ fiir die Archimedische Spirale 1.1 (a).

2.3 Die Invarianz gegeniiber Parametertransformationen folgt zwar
schon aus 2.1, kann aber auch direkt nachgerechnet werden:

Seien « : [a,b] — R™ und B : [¢,d] — R™ zwei C'-Parametrisierungen von C.
Dann gibt es nach 1.3 eine C'-Parametertransformation h von [a,b] auf [c, d]
mit & = B o h. Nach der Kettenregel ist c(t) = B(h(t)) - h(t), und mit der
Substitutionsregel in der Version §23:8.1 ergibt sich

b b
fHa )ldt = Hﬁ(h(t))'h(t)Hdt = [|B)]|-[at)| dt
d
= [[|B()||ds = L(B).

2.4 Invarianz der Linge unter Bewegungen

Ist x — Tx = Ax+c¢ (A € SO,, ¢ € R") eine Bewegung des R", so gilt
L(T(C)) = L(C) fiir jedes Kurvenstiick C' [TA].
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2.5 Parametrisierung durch die Bogenlange
a: I — R" sei eine regulire C'-Kurve und to € I. Die Funktion
t
h(t) == Li,(a) = [|la(r)| dr
to
ist ein C'-Diffeomorphismus von I auf J := h(I); diese ist wegen h(t) =
|[&(t)]] > 0 streng monoton steigend. Durch
s — Bs) = a(h™(s), J—R"

ist eine regulire C'-Kurve gegeben, welche die gleiche Spur wie « hat. Aus
a(t) = B(h(t)) fir t € I folgt mit der Kettenregel

e = ||Bh®) h®)| = ||BR)| - lle(t)|| fir teT,

also ||,3(3)H =1 fir s € J. Es gilt somit
j|‘,3(c7)”da = jlda = s—50.
s0 S0

Bei dieser Parametrisierung gibt der Parameter s jeweils die Lange der Kurve
zwischen einem festen Kurvenpunkt und dem Punkt 3(s) an. Wir sagen, die
Spur a(I) = B(J) sei durch die Bogenlidnge parametrisiert.

Insbesondere besitzt jedes Kurvenstiick eine Bogenlangenparametrisierung; der
Bogenlangenparameter ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Geben Sie eine Bogenldngenparametrisierung fiir einen Kreis und die
Schraubenlinie an.

2.6 Ketten von Kurvenstiicken

Sind C4,...,Cn Kurvenstiicke im IR™, von denen sich je zwei in hochstens
endlich vielen Punkten treffen, so nennen wir die Vereinigung C = C1U---UCnN
eine Kette von Kurvenstiicken.

BEispIEL. Eine aus zwei achsenparallelen, disjunkten Rechteckkurven bestehen-
de Menge in der Ebene (N = 8).

Als Lange einer solchen Kette definieren wir
L(C) = L(Cl) + ...+ L(CN) .

Diese Langendefinition ist unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung von C' in
Kurvenstiicke (ohne Beweis).
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3 Skalare Kurvenintegrale

3.1 Das Kurvenintegral iiber Kurvenstiicke

Auf einem Kurvenstiick C' sei eine reellwertige Funktion x — f(x) gegeben
mit der Eigenschaft, da fiir mindestens eine Parametrisierung « : [a,b] — R"
von C' die Funktion t — f(a(t)) stetig ist. Dies ist nach 1.3 dann fiir jede
Parametrisierung von C der Fall.

Das skalare Kurven— oder Wegintegral von f {iber C' erkldren wir durch

b
Jfds = [f(x)ds = [ fla))lla)dt,
C C a
Wie die Kurvenlénge ist auch dieses Integral unabhingig von der gewéhlten
Parametrisierung «, vgl. 2.3.

Das Symbol ds steht fiir das skalare Bogenelement ||&(t)|| dt.

3.2 Das Kurvenintegral iiber Ketten

Essei C =Ci1U---UCpN eine Kette von Kurvenstiicken und f: C — R eine
Funktion, die auf jedem Kurvenstiick C4,...,Cn stetig im Sinne von 3.1 ist.
Dann setzen wir

ffds:ff(x)ds = ffds+...+ ffds.
e} e} ON

C1

Dieses Integral hangt nicht von der Zerlegung von C' in stiickweis glatte Kurven
ab; auch hier ersparen wir uns den Beweis.

3.3 Eigenschaftem des skalaren Kurvenintegrals

(a) [(af+bg)ds = a [ fds+ b [gds (Linearitit),
c c c

(b) | [fds| < L(C) sup{If(x)| | x € C} [Tal.
C

3.4 Skalare Kurvenintegrale in der Physik

Ein Draht der Massendichte p(x) (Masse pro Langeneinheit) sei durch ein Kur-
venstiick oder eine Kurvenkette C' ¢ R?® idealisiert. Dann ist

M:fuds
c

die Gesamtmasse des Drahtes. Meistens schreibt man dm fiir pds. Der Vektor
s mit den Komponenten
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Sp = % kadm (k=1,2,3)
c

ist der Schwerpunkt.

Das Trdagheitsmoment des Drahtes beziiglich der Geraden g = {tw | t € R}
mit ||w] =1 ist gegeben durch

J dist (x, g)%dm
c

mit
. 2
dist (x,9)2 = || x — (x,w) w]|> = [xI” = (x,w)?,
vgl. §19:5.6.

AUFGABE. Berechnen Sie den Schwerpunkt eines Seiltédnzers mit Balancierstan-
ge: Der Seiltanzer wird durch das Kurvenstiick C; = {(07 H)|0<t< 1.8} (sehr
schematisch) beschrieben, es soll die Massendichte 1 = 32 haben. Die Balan-
cierstange ist gegeben durch C> = {(t7 1.2 —0.05¢%) | t| < 4} und ps = 2.

4 Vektorielle Kurvenintegrale

4.1 Vektorfelder
Unter einem Vektorfeld auf Q2 C R"™ verstehen wir eine stetige Abbildung

v1(x)
v:OQ—=R", xm— v(x)= ,

vn (%)

wobei wir uns jeden Vektor v(x) mit seinem Fupunkt an die Stelle x angehef-
tet denken. Sind alle Komponentenfunktionen v1,...,v, C"—differenzierbar, so
sprechen wir von einem C"—Vektorfeld.

Beispiele von Vektorfeldern in der Physik liefern Geschwindigkeitsfelder von Ga-
sen und Flissigkeiten, Gravitationsfelder, elektrische und magnetische Felder.
Diese hangen im allgemeinen noch vom

Zeitparameter ab.

Der Geschwindigkeitsvektor v(x) ei-
ner Luftstromung an der Stelle x ist vix)— .
tangential zu der durch den Punkt X
x laufenden Stromlinie (Figur); die- f‘\—/—\
ser ist natiirlicherweise an die Stel- /\—/—\
le x angeheftet. Bei Windkanalver-
suchen wird die Geschwindigkeitsrich-

tung der Stromung oft durch Papier-
streifen sichtbar gemacht.
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4.2 Das vektorielle Kurvenintegral

Fiir ein Vektorfeld v auf Q C R™ und eine regulire C'-Kurve « : [a,b] — R"
in €2 definieren wir das vektorielle Kurven— oder Wegintegral durch

b

Jvedx = [(v(a(t)), a(t))dt.

a

Das Symbol dx (oft auch mit ds bezeichnet) steht fiir das vektorielle Bo-
genelement &(t) dt. Der Punkt zwischen v und dx kommt von der andernorts
verwendeten Bezeichnung x e y fiir das Skalarprodukt (x,y).

Andere Schreibweisen sind:

fv(x)-dx, fv-ds, fvldxl—i—..,—l—vndxn,

o

speziell in der Ebene und im Raum

dex+Qdy, bzw. dex+Qdy+Rdz.

Aus der Darstellung

vedx = vea(t)dt = (V‘ i”> [[&|| dt = vian ds

e

entnehmen wir, dafl das vektorielle Wegintegral als skalares Wegintegral iiber
die Tangentialkomponente des Vektorfeldes aufgefafit werden kann.

Beispiele fiir vektorielle Wegintegrale in der Physik:

Vektorfeld Wegintegral
Kraftfeld Arbeit
Geschwindigkeitsfeld Zirkulation
elektrische Feldstarke elektrische Spannung
infinitesimale Warmeénderung | Warmemenge

BEISPIEL.

FEin Massenpunkt im Ursprung erzeugt ein Gravitationsfeld, das bis auf einen
konstanten Faktor gegeben ist durch

x 2, 2 a8 (" . *
Kx)=—-——==—("4+y +2) 2|y fir x=[|y | #0.
[ 2 z

Wird ein weiterer Massenpunkt der Masse 1 in diesem Gravitationsfeld 1angs
einer Kurve « : [a,b] — R*\ {0} bewegt, so ist die an diesem geleistete Arbeit
das Wegintegral
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b

_/Kmds _ _/K,dx _ / 2(0) () + YO (1) + 20 20)

(22(8) + y2(t) + 22(1))2

Zeigen Sie, daf} in diesem Kraftfeld langs geschlossener Wege (a(a) = a(b))
keine Arbeit geleistet wird.

b
Hinweis: Schreiben Sie [ K ¢ dx in der Form [ % (...)dt.

[e%

4.3 Verhalten bei Umparametrisierungen, Orientierung

Seien C' ein C'-Kurvenstiick in Q und «, B zwei C'-Parametrisierungen,
vgl. 1.2. Nach 1.3 gibt es eine Parametertransformation h mit o« = 8 o h. Dann
ergibt sich mit der Kettenregel &hnlich wie in 2.3

fv-dx7 falls h > 0,
B

fvodx: .
o —fv-dx7 falls h < 0.

Eine Orientierung (Festlegung des Durchlaufsinns) von C besteht darin, ei-
ne bestimmte C'-Parametrisierung B als positiv auszuzeichnen und jede C!—
Parametrisierung o = 8 o h mit h >0 als positive Parametrisierung zu
bezeichnen. Auf diese Weise entsteht ein orientiertes Kurvenstiick.

Eine Paramectertransformation h mit 7 > 0 heift orientierungstreu. Nur
unter solchen bleibt das vektorielle Kurvenintegral invariant. Bei Umparame-
trisierungen a« = (3 o h mit h < 0 sprechen wir von einer Anderung des
Durchlaufsinns. Diese bewirkt eine Vorzeichenanderung des vektoriellen Kur-
venintegrals bei gegebenem Vektorfeld.

4.4 Das Kurvenintegral fiir stiickweis glatte Kurven

Gegeben seien ein Vektorfeld v auf einem Gebiet 2 C IR™ und reguldre Kurven
ay : ag,by] = R™ (k=1,...,N) in Q. Ist der Endpunkt oa_1(bx—1) gleich
dem Anfangspunkt aj(ay) fir & =2,..., N, so heiit die Kollektion a1, ..., an
eine stiickweis glatte Kurve. Wir bezeichnen diese mit « = a1 + ... + an
und definieren das vektorielle Kurven— oder Wegintegral iiber a durch

fv-dx = fv-dx+...+ fv-dx.

o] aN

ai(a1) ist der Anfangspunkt und an(by) ist der Endpunkt von «. Die
Kurve a heifit geschlossen, wenn Anfangs— und Endpunkt gleich sind.
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Unter der Spur von « verstehen wir die Vereinigung der Spuren von a1, . .., an,
weiter setzen wir L(a) = L(e1) + -+ L(an) .

Wie bei polygonalen Wegen (vgl. §21:9.1) konnen wir eine stiickweis glatte
Kurve mit Hilfe einer einzigen Parametrisierung 3 : I — IR™ beschreiben, 3 ist
dabei stetig und stiickweis C!-differenzierbar. Fiir die Definition des Integrals
ist das jedoch unwichtig.

4.5 Rechenregeln

Es seien v,w Vektorfelder auf Q, o, stickweis glatte Kurven in £ und
a,b € R. Dann gilt:

(a) [ vedx = [vedx + [vedx,
a+B o )

(b) [(av+bw)edx = a[vedx +b[wedx,

o

(c) | Jvedx | < L(e) sup{Hv(x)H | x € Spur (a)}

BEWEIS.

(a) und (b) folgen unmittelbar aus der Definition.
(c) folgt aus
|fvodx| < | fv-dx|+..,+| fv-dx
a (=3} aN

I

wobei jeweils

| [vedx| = | [{v(ar®),an(t))dt| < [v(aw®)] el dt
< Llaw) sup {|v (o)l | x € Spur ()}
nach Cauchy—Schwarz und der Definition von L(aw). i

4.6 Aufgaben

(a) Berechnen Sie fiir das ebene Y
Vektorfeld v(z,y) = (a:27a:y) und die

beiden skizzierten Kurven -, und =, (1,1)
die Kurvenintegrale.

(b) FlieBt durch einen in der z—Achse Y1
liegenden Draht ein konstanter Strom,
so erzeugt dieser nach dem Biot—
Savartschen Gesetz ein Magnetfeld
auflerhalb des Drahtes, das bis auf

g Y
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einen konstanten Faktor gegeben ist durch

1 )
H(l’,y72) = :L‘Q——‘,—yQ x .
0

Berechnen Sie das Wegintegral iiber H langs einer Kreislinie in der =, y—Ebene
mit Radius » > 0 und dem Ursprung als Mittelpunkt.

(¢) Die Leibnizsche Sektorformel.
C = {(z(t),y(®)) | a <t <b} sei ein
ebenes Kurvenstiick, das den Ursprung
nicht enthélt und das von jedem Strahl
durch den Ursprung hochstens einmal C
und nicht tangential getroffen wird.
Zeigen Sie, daf

%fﬂcdy—ydﬂc
c

(Bezeichnungen von 4.2) bis auf das x
Vorzeichen der Flacheninhalt des Ge-

bietes 2 ist, das von C' und den beiden Strecken zwischen dem Ursprung und
den Endpunkten von C' begrenzt wird (Fig.).

Anleitung: Fassen Sie Q als Bild des Rechteckes ]0,1[ X Ja,b[ unter der Ko-
ordinatentransformation ¢ : (s,t) +— (sm(t),sy(t)) auf und wenden Sie den
Transformationssatz fiir Integrale an.

5 Konservative Vektorfelder und Potentiale

5.1 Konservative Vektorfelder

Ein Vektorfeld v auf 2 C R" heifit konservativ oder exakt, wenn das Kur-
venintegral f v e dx lber stiickweis glatte Kurven in 2 nur von den Endpunk-

b
ten der Kurve =, nicht aber vom tibrigen Verlauf abhéngt,

Y1 v2
falls v; und -, den gleichen Anfangs-
punkt xo und den gleichen Endpunkt

V2
x1 besitzen. Wir diirfen in diesem Fall X1
das Kurvenintegral ohne Angabe des
Integrationsweges mit
Y1 X0

X1
fVOdX
X0

bezeichnen.
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Man {iiberzeugt sich leicht, dal das Vektorfeld v genau dann konservativ ist,
wenn das Kurvenintegral iiber alle geschlossenen stiickweis glatten Kurven in €2
verschwindet.

Ein wichtiges Beispiel eines konservativen Vektorfeldes ist das Gravitationsfeld
eines Massenpunktes 4.2. Dagegen ist das Magnetfeld in Aufgabe 4.6 (b) nicht
konservativ.

5.2 Potentiale
Ein Vektorfeld v auf Q C R™ ist konservativ genau dann, wenn es eine C'—
Funktion U : Q — R gibt mit

v = VU.

In integrierter Form lautet diese Beziehung

Jvedx = U(x1) — U(xo)
5
fir jede stiickweis glatte Kurve v in € von Xo nach Xi.

Wir nennen U eine Stammfunktion oder ein Potential des Vektorfelds v.
Nach §22:3.5 sind Potentiale nur bis auf additive Konstanten festgelegt.
Beachten Sie, daf3 in der Physik Potentiale oft durch VU = —v definiert werden.

BEWEIS.
(a) Jedes Gradientenfeld v = VU ist konservativ: Fiir jede C'-Kurve v :
[a,b] — € von a nach b gilt nach der Kettenregel §22:3.2

d

7 V(@) = (VU (0)),7(t)) = (v(v(1),7(t)),

also

Y

FU(y(1)) dt

Iy

Jvedx = [(viv@)30)de = |

= U(y(%) - U(y(a)) = U(b) ~ Ula).

Hieraus folgt auch fiir jede stiickweis glatte Kurve v ==, + ... 4+ v, mit den
Eckpunkten xq,...,xn

Jvedx = [vedx =3 (Uxx)—U(xp-1)) = U(xn)—U(xo).

k=1~ k=1

Das Wegintegral hangt somit nur von den Endpunkten von ~ ab.

(b) Jedes konservative Vektorfeld v : Q — R™ besitzt eine Stammfunktion:
Wir wéhlen einen festen ,,Aufpunkt* xo € Q. Nach 5.1 ist mit den dortigen
Bezeichnungen durch U(xg) := 0 und
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U(x) = fode

X0

eine Funktion auf 2 bestimmt. Wir zeigen, dafl U eine Stammfunktion von v
ist. Es sei a € Q und W C Q ein Wiirfel mit Mittelpunkt a und Seitenléinge
2r. Fir k=1,...,n und |h| < r liegt das Segment zwischen a und a + hey
in W und damit in Q. Fiir |h| <7 gilt

a+they a
Ula+hey) —Ula) = [ vedx — [vedx

xQ xQ

a+hey, h

J vedx = [(v(a+tey),ex)dt

h

ka(a+tek)dt.
0

Nach dem Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung ist

- .1
h— U(a+ heg) athex

2

differenzierbar, und es gilt

ou d
8—1:]9(a) = % U(a+ hek)|

Xo
h=0

vk(a) .

Somit ist U eine C'—Funktion auf  mit
VU = v, d.h. U ist eine Stammfunk-
tion von v. O

AUFGABE. Zeigen Sie, daf} jedes Zentralfeld v(x) = k(r)(x — xo) mit xo € R"
und einer stetigen Funktion k& von r = ||x — x¢|| > 0 ein Potential besitzt.

Hinweis: Machen Sie den Ansatz U(x) = u(r).

5.3 Einfache Gebiete

Ein Gebiet 2 C R" heifit sternférmig, wenn es einen Punkt xo €  gibt, so
daBl mit jedem Punkt x auch die Verbindungsstrecke zwischen xo und x in €2
liegt. Man kann also vom ,,Zentrum* x¢ aus jeden Punkt von €2 ,;sehen*.

Jede Kugel und jeder Quader Jai,bi[ X -+ X ]an, bn[ ist sternférmig. Weitere
Beispiele sternformiger Gebiete sind:
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A A

Ein Gebiet Q C R" nennen wir einfach, wenn es das C2-diffeomorphe Bild
eines sternformigen Gebietes im IR"™ ist.

Ein einfaches Gebiet entsteht also durch ,,Verbiegen“ eines sternférmigen Ge-
bietes.

BEISPIELE.
(a) Der geschlitzte Kreisring

Q= {(az,y) | r < /z2+y? <R}
\{(1:,0) |JJZO}

ist einfach, weil dieser als Bild eines
offenen Rechteckes unter einem C?—
Diffeomorphismus darstellbar ist.

Geben Sie den Diffeomorphismus
an! N\

(b) Das Komplement der archimedi-
schen Spirale {(tcost,tsint) | ¢ > 0} in
der Ebene ist ein einfaches Gebiet.

Konstruieren Sie einen geeigneten \

Diffeomorphismus auf ein sternférmi-
ges Gebiet.

/

5.4 Die Integrabilitatsbedingungen
Wie sieht man einem gegebenen Vektorfeld v an, daf} es ein Potential besitzt ?
Notwendig hierfiir sind die Integrabilitdtsbedingungen

82)1‘ _ a’uk
atk o 6171

fiir 1#k.
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Denn hat v ein Potential U, so folgt aus v; = 9;U wegen der Vertauschbarkeit
der partiellen Ableitungen §22:2.6

dui 9 U _ 9 U _ du

Vektorfelder im R® mit dieser Eigenschaft heifien auch rotationsfrei.

Die Integrabilitatsbedingungen sind aber nicht hinreichend fiir die Existenz ei-
nes Potentials! Hierfiir liefert das Magnetfeld H in 4.6 (b) ein Gegenbeispiel.
Man verifiziert leicht, dafl H die Integrabilitdtsbedingung erfiillt . H kann
aber kein Potential besitzen, denn das Wegintegral iiber eine den Draht umlau-
fende Kreislinie verschwindet nicht, vgl. 4.6 (b).

5.5 Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Potentialen
Ein C'—Vektorfeld v auf Q besitzt ein Potential, wenn es die Integrabilitits-

bedingungen

ov; _ Oug
6ask o (91‘1

fir i #k

erfillt, und wenn € ein einfaches Gebiet ist.

Hiernach kann das Definitionsgebiet des betrachteten Magnetfeldes H nicht ein-
fach sein, denn H ist nicht konservativ. Das Definitionsgebiet Qg dieses Vektor-
feldes ist der R® ohne die z—Achse. Was unterscheidet Qi von einem einfachen
Gebiet ? In einem einfachen Gebiet 148t sich jede geschlossene Kurve stetig auf
einem Punkt zusammenziehen, ohne bei diesem Deformationsprozefl 2 zu ver-
lassen (warum?). In Qg ist das nicht moglich: Beim Versuch, den Einheitskreis
der x,y—Ebene zu einem Punkt zusammenzuziehen, bleibt man unweigerlich an
der z—Achse héngen.

FOLGERUNG. Ist Q) ein beliebiges Gebiet und erfillt das Vektorfeld v dort die
Integrabilitdtsbedingungen, so besitzt v in einer Umgebung jedes Punktes ein
Potential.

Denn fiir jeden Punkt gibt es eine einfache Umgebung in 2, etwa eine Kugel.
Diese lokalen Potentiale lassen sich aber nicht immer widerspruchsfrei zu einem
Potential auf ganz 2 zusammensetzen.

BEWEIS.

(a) Sternformige Gebiete Q2. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, da§ wir alle Punk-
te von  vom Nullpunkt aus ,,sehen* konnen. Sei

a,={tx|0<t<1} die Verbindungsstrecke von 0 und x.

Wir definieren
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1

V(x):fv-dx:f<( f

ax 0

i (Ex) xs dt .

‘M:

=1

Nach dem Satz §23:2.3 liber Parameterintegrale folgt
1 n
wV(x) = [ Opvi(tx)tw; dt + ka (tx)dt.
0 i=1 0
Partielle Integration des zweiten Integrals ergibt

1 1

/vk(tx)dt — top(tx) | — /t%vk(tx) it

0 0

t> ivk(tx) zidt.

i=1

= wvr(x) —

O

Zusammen mit den Integrabilitdtsbedingungen 0;vx = Orv; folgt die Behaup-
tung OV (x) =wvk(x) fir k=1,...,n

(b) Q sei einfach, d.h. Q = ©(Qo) mit einem sternférmigen Gebiet Qo C R™
und einem C‘QfDiffeomorphismus ¢ von )y nach .

Der Beweis besteht darin, das auf € gegebene Vektorfeld v mittels ¢ nach Qg zu
verpflanzen (,,zurtickzuholen*), fiir das verpflanzte Vektorfeld w auf Qo die In-
tegrabilitdtsbedingungen nachzuweisen und schliefllich das nach (a) existierende
Potential fiir w von 2y wieder nach €2 zu transportieren.

Wie das zuriickgeholte Vektorfeld w auszusehen hat, machen wir uns folgen-
dermaflen klar: Angenommen, v hat schon ein Potential V : Q@ — RR. Fir
W:=Voyp:Qy— R gilt dann nach der Kettenregel

W = k(Vop) = ((VV)op,orp) = (vop, dp)

fir k=1,...,n, d.h. W ist ein Potential fiir das Vektorfeld

n

=Y (voyp,Orpler auf Qo.

(¢) Zur Konstruktion einer Stammfunktion fiir das Vektorfeld v auf Q definieren
wir nun aufgrund dieser Voriiberlegung das zuriickgeholte Vektorfeld durch

n

w = > wrer := Y. (Vo dper

k=1 k=1

w ist ein C'—Vektorfeld auf Q. Mit 0iOrp = Or0ip und Oiv; = Oju; ergibt
sich fiir w die Integrabilitdtsbedingung mit Hilfe der Kettenregel:
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diwg = 0i(vop,drp) = Z v; 0 ) Okp;

3

I
NgE

~
Il
-
Il
-

((B1v) © ) Dipr s + > (vj 0 @) Didrp;

j=1

3

I
NgE
NgE

((Bj00) 0 @) Digr Oups + 3 (vj 0 ) Brigp;
1

Il
-

NgR

-
.
Il

= 8k (’Ul Olp)aigol = Bkwi fﬁr 17& k.

l

1

Gemaf (a) besitzt das Vektorfeld w auf dem sternformigen Gebiet Qo ein Po-
tential W : Qo — R. Wir zeigen, daB V := Wop ™' : Q — R ein Potential
von v ist:

Aus W =V oy folgt fiir x € Qo, y := ¢(x) nach Definition von w und mit
Hilfe der Kettenregel

(V(y),0ip(x)) = wi(x) = OiW (x) = 0i(V o p)(x) = (VV(y), dip(x)),
also
(v(y) = VV(y),0ip(x)) =0 fir i=1,...,n

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, bilden die Spaltenvektoren d1¢(x),. .., Onp(x)
der Jacobi-Matrix eine Basis des R", also ist v(y) — VV(y) orthogonal zu allen
Vektoren des R". Es folgt

v(y) = VV(y) =0 fiir jedes y € Q. O

5.6 Zur praktischen Bestimmung von Potentialen

Allgemein erhalten wir eine Stammfunktion durch U(x) = [ v e dx, wobei
x0
langs irgend eines Verbindungsweges zwischen xo und x zu integrieren ist. Ist

Q) der R", eine Kugel oder ein achsenparalleler Quader, so konnen Wege aus
achsenparallelen Stiicken gewahlt werden:

(a) Ebene Vektorfelder. Das C'~Vektorfeld v(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) im R?,
in einer Kreisscheibe oder einem achsenparallelen Rechteck erfiille die Integra-
bilitdtsbedingung 9y P = 0,Q. Wir erhalten eine Stammfunktion U wie folgt:

Wir halten y fest und bestimmen eine Stammfunktion z +— p(z,y) fir z —
P(z,y), also mit dp(z,y) = P(z,y). Die allgemeine Losung U der Gleichung
0:U(z,y) = P(z,y) enthélt noch eine Integrationskonstante ¢(y), ist also von
der Form

(1) Uz,y) = p(z,y) + q(y)-
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Damit U auch die Gleichung 9,U(z,y) = Q(z,y) erfiillt, muf} fir g gelten

(2) d(y) = Qz,y) — dyp(x,y).

Die rechte Seite ist aufgrund der Integrabilitdtsbedingung von x unabhéngig:
02(Q — 9yp) = 9:Q — 020yp = 9:Q — 0yOzp = 9:Q —yP = 0.

Bestimmen wir nun eine Stammfunktion q fiir r(y) = Q(z,y) — dyp(z,y), so ist
durch (1) eine Stammfunktion U gegeben.

(b) Réumliche Vektorfelder. Das Vektorfeld v = (P,Q, R) erfiille im RS2, in
einer Kugel oder auf einem achsenparallelen Quader die Integrabilitdtsbedingun-
gen. Wir halten (y,z) fest und bestimmen eine Stammfunktion = +— p(z,vy, 2)
fir x — P(z,y,2). Die Integrationskonstante ist jetzt von der Form ¢(y, z):

(1) Ux,y,2) = p(x,9,2) + q(y,2) -

Hierdurch ist 9,U = P erfiillt, und die beiden restlichen Gradientengleichun-
gen fiihren auf

(2) Oyg=Q — Oyp, 0:q = R — 0:p.

Hierbei hangen die rechten Seiten aufgrund der Integrabilitdtsbedingungen nur
von y und z ab. Die Bestimmung von ¢ aus (2) erfolgt nun wie in (a) beschrieben.

5.7 Aufgabe. Weisen Sie nach, dafl das Vektorfeld

ye“sinz+x+y
v(z,y,2) = | ze®¥sinz+x+y— =z
e™cosz—y+z

konservativ ist und bestimmen Sie ein Potential.

5.8 Exakte Differentialgleichungen
Durch

v(z,y) = (P(z,y),Q(x,9))

sei ein C'~Vektorfeld auf Q C R? gegeben, und es sei Q(z,y) # 0 auf Q.
Die Differentialgleichung

() Plz,y(x)) + Qz,y(x)y'(z) =0

heifit exakt, wenn das Vektorfeld v exakt ist, d.h. auf € ein Potential U besitzt.
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SATZ. Das Vektorfeld v = (P,Q) habe in Q ein Potential U. Dann ist die An-
fangswertaufgabe

P(z,y) + Qz,y)y" = 0, y(z0) =yo mit (zo,y0) € 2
eindeutig ldsbar. Wir erhalten die Lésung y durch Auflésung der Gleichung
U(z,y) = U(xo,y0) nach y.
BEWEIS.
Fiir jede Losung y gilt - U(z,y(z)) =0, also U(z,y(z)) = const = U(zo, yo)-
Wegen 9,U(z,y) = Q(z,y) # 0 besitzt die Gleichung U(z,y) = U(zo,yo) eine

eindeutige lokale Auflésung nach y mit y(xo) = yo (Satz iiber implizite Funk-
tionen). Fir diese gilt U(z,y(z)) = U(zo, yo), also nach der Kettenregel

0= d%U(x,y(x)) = P(z,y(2)) + Q(z,y()) ¥ (z). .

Aufgabe. Loisen Sie die Anfangswertaufgabe

/_ 2z +cos(z+y)

™
— 0)=0 fi =.
Yy @ty y(0) tir |z+y| < 5

5.9 Integrierende Faktoren
Ist ¢c: Q — R eine C'~Funktion ohne Nullstellen, so ist die Differentialglei-
chung

P(z,y) + Q(z,y)y =0
aquivalent zur Differentialgleichung c(z,y)P(z,y) + c(z,y)Q(z,y)y’ = 0, die
wir in der Form

F(z,y) + Glz,y)y =0

notieren. Falls das Vektorfeld (P, @) nicht exakt ist, so kann man versuchen, ¢
so zu bestimmen, dal (F,G) = (cP,cQ) ein exaktes Vektorfeld wird. Gelingt
dies, so heifit ¢ ein integrierender Faktor fiir das Vektorfeld (P, Q) bzw. fiir
die gegebene Differentialgleichung.

Aufgaben
(a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe
3
’ Ty 1
=7 2) = =
Yy TR y(2) =5

mit Hilfe eines integrierenden Faktors c¢(y).

(b) Seien a,b € C*(I) und b(y) # 0 fiir alle y € I. Die Differentialgleichung
—a(z)b(y) + v = 0 mit getrennten Variablen (vgl. §13:3) ist i.a. nicht exakt.
Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor.
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6* Kurvenintegrale und Potentiale in der Thermodynamik

6.1 Der erste Hauptsatz

Wir betrachten als einfachstes thermo-
dynamisches System ein Mol eines Ga-
ses in einem Behélter mit Volumen v,
Druck p und Temperatur T'. Diese drei
Groflen sind durch eine fiir das Gas ty-
pische Zustandsgleichung

F(T,v,p) = 0
verbunden, z.B.
pv = RT
fiir ein ideales Gas, oder
a
(p+ U—2>(v—b) — RT

fir ein van der Waalssches Gas.

Wir nehmen die Zustandsgleichung als nach p aufgelést an und schreiben also

p=p(T,v) (vgl. §22:5.3).

Wir wollen die Anderung AQ des Wérmeinhalts bei Ubergang von einem Zu-
stand (T, v) zu einem Nachbarzustand (T'+ AT, v+ Av) beschreiben. Die dafiir

angesetzte erste Naherung

AQ = Q1(T,v) AT + Q2(T,v) Av fiir kleine AT, Av

(Q1 = ¢v = spezifische Warme bei konstantem Volumen) kann in dieser Form
mifiverstandlich sein. Ihre korrekte Interpretation gewinnen wir erst durch die
Beschreibung globaler Anderungen mittels Kurvenintegralen:

Bei einer Zustandsédnderung des Sy-
stems lings eines Weges « in der
(T, v)-Ebene von (To,vo) nach (T1,v1)
ist die Warmeénderung das Weginte-
gral iiber das Vektorfeld (Q1, Q2), also
ist in der Notation von 4.2

AQ = [QudT + Q2dv.

Fiir den Integranden wird meistens
0Q = @QdT + Q2dv

geschrieben. Das Symbol §Q soll zum
Ausdruck bringen, dafl das Vektorfeld
(@1, Q2) nicht konservativ ist.

VA

(T0>U0)

(T1,v1)

SV
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Fiir ein ideales Gas ist beispielsweise ¢, konstant und

0Q = codT +pdv = ¢, dT + ?dv.

Bei dem nebenstehend skizzierten
Kreisprozefl o ergibt sich «a

<

V2 )
f(SQ = R(Ta — T1)log 1> #0.
Y A
Fir das Vektorfeld A = (0, p) liefert
V1 >
f&A = fpdv \ | >
- = T T T

die bei einer Zustandsénderung lings
eines Weges a vom System geleistete mechanische Arbeit. Denn in der ersten
Figur ist K = p- F die auf die Kolbenfliche F' wirkende Kraft, also f pdv =

prds:des mit dv = Fds.
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt:
0Q — A = Q1dT + (Q2 — p) dv
ist ein ,totales Differential“, d.h. das Vektorfeld (Q1,Q2 — p) ist exakt und

besitzt daher ein Potential U.
U =U(T,v) heifit die innere Energie des Gases.

6.2 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

besagt, dafl das Vektorfeld % (Q1,Q2) exakt ist, also ein Potential S besitzt,
% ist also ein integrierender Faktor fiir das Vektorfeld (Q1,@2), vgl. 5.9. Die
Funktion S = S(T,v) heifit die Entropie des Gases.

Die beiden Hauptséitze liefern

oU oU 95 Qi IS Qo

F R P L R U T

Hieraus ergibt sich

0o 205 0098 Q(la_U)_i(l(a_UJr))
T 9ol AT ov  0v \T oT ar \T \a0 " P
100U 1<8U )__(ia_U @)
d

= Tavar P12\ TP) 7 \ar aT

1 roU Op
= 72 (av tp TaT)
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Als Folgerung aus den beiden Hauptsétzen erhalten wir somit eine Verkniipfung
von Energie, Temperatur und Druck:

ou  _ 0Op

0~ or
Aufgaben. Folgern Sie mit Hilfe dieser Beziehung:
(a) Fiir ein ideales Gas ist U = ¢, T.
(b) Fiir ein van der Waalssches Gas gilt U = — = + f(T).
(c) Gilt fiir ein Gas U = U(T), so gilt

p=Tg(v) und S = Si(T) + S2(v).

(d) Gilt U=U(T) und pv = h(T), so handelt es sich um ein ideales Gas.

7 Divergenz, Laplaceoperator, Rotation, Vektorpotentiale

7.1 Divergenz, Laplaceoperator und Rotation

Fiir C'~Vektorfelder v = (v1,...,vn) auf Q@ C R"™ erkldren wir die Divergenz
durch
. _ Ou Oun,
le v = a—wl e E .
Firr C>~Funktionen U : Q — R setzen wir
o*U o*U
AU = — + ... = divVU.
0z? + + oz v

A (manchmal auch —A), wird als Laplaceoperator bezeichnet.

Die Rotation von C'-Vektorfeldern v auf Q@ C R? ist definiert durch
821)3 — 837.)2
rotv = 831)1 — 817.)3 .
611}2 — 821)1
In der Physikliteratur finden sich auch die Schreibweisen
divv = Vev, AU = VU, rotv=VXxv.

Diese Differentialoperatoren spielen in der Mathematischen Physik eine funda-
mentale Rolle, besonders in der Kontinuumsmechanik und Elektrodynamik, vgl.
dazu §26:6.
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7.2 Rechenregeln

Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gilt:
(a) ot VU =0

(b) divrotv=0

(c) div(f-v)=(Vf,v)+f-divv

(d) rotrotv =Vdivv — Av

(e) div(v xw)=(rotv,w)— (v, rotw)

(f) rot(f-v)=(Vf)xv+f-rotv

(g) rot(vxw)=(divw) -v—(divv) - w+dv-w—dw-Vv.
In (d) ist der Laplaceoperator komponentenweise wirkend zu verstehen.
BEWEIS als [UA]. (a), (b) und (c) sollte jeder nachrechnen.

7.3* Vektorpotentiale
Ein C'-Vektorfeld w auf Q C R3 heifit Vektorpotential fiir v, wenn

vV = rotw.
Notwendig fiir die Existenz eines Vektorpotentials von v ist nach 7.2 (b)

divv = 0.

SATz. In einem sternformigen Gebiet Q C R? ist die Bedingung divv = 0
hinreichend fir die Fxistenz eines Vektorpotentials. Ist xo €  ein Zentrum
von €1, so ist ein Vektorpotential gegeben durch

1
w(x) = [tv(a(t)) x &(t)dt mit a(t) = xo+ t(x —x0).
0
Jedes weitere Vektorpotential von v unterscheidet sich von diesem nur durch
ein Gradientenfeld.

BEWEIS als Aufgabe. Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus 5.5. Sei
0.B.d.A. xg = 0 und w wie oben definiert. Rechnen Sie unter Verwendung
von 7.2 (g) nach, dal

rotw(x) = %(tzv(t x)) dt = v(x). O

o
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§ 25 Oberflachenintegrale

1 Flichenstiicke im IR3

1.1 Flachenparametrisierungen

Unter einer Flachenparametrisie-
rung verstehen wir eine injektive C"—
Abbildung (r > 1) auf einem Gebiet
UcCR?

®:U — R?,

‘1)1(11)
u = (ul,uQ) — @(u) = (CI)Q(U)),
P

1
deren partielle Ableitungen A
011 (u) P
81 @(u) = 81@2 (ll) ,
(91 (133 (u) Uz A
u
82‘131 (u)
62‘1’(11) = 82@2 (u)
92P3(u)
an jeder Stelle u € U linear unabhéan- =ul

gig sind.

Fiir eine feste Stelle u = (u1,u2) des Parameterbereiches U sind
s+ ®(ur + s,u2) und t— ®(ur,uz +t) mit |s],|t| < 1

C'-Kurven auf der Bildmenge ®(U). Die Tangentenvektoren dieser Koordi-
natenlinien sind

d d
01 ®(u) = %‘I’(Ul + s,uz2) Y 02®(u) = Ei’(ul,ug +1t) Y

Wir nennen 9;®(u), 92®(u) die Tangentenvektoren von ® an der Stelle u.

Die lineare Unabhéngigkeit der Tangentenvektoren stellt sicher, dafl die Bild-
menge von ® unserer Vorstellung von einer Flache als einem zweidimensionalen
Gebilde im Raum entspricht.
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BEISPIELE.
Ebene (’U,l7 'LLQ) — a-+uial + uzas,
U1
obere/untere Hemisphére u = (u1,u2) — U2 . la]l < 1,
£y/1— [|uf*
sin ¥ cos ¢ 0<¢<2m
Sphére ohne Nullmeridian (p,9) — | sindsing |, { ’
cos ¥ O<d<m,
Z Cos 2> 0
geschlitzer Kreiskegelmantel (z,¢) — | zsing |,
2 0<p<2m.

Zeigen Sie, daf3 die vier Beispiele Flachenparametrisierungen darstellen.
Verschaffen Sie sich eine Vorstellung von den Abbildungen, indem Sie einige
Koordinatenlinien skizzieren.

1.2 Beispiele und Aufgaben
(a) Fiir eine C"—Funktion ¢ : U — R heifit eine Parametrisierung der Gestalt

u = (u1,u2) — ®(u) = < Us )
¢(u)

ein Graph iiber dem ebenen Gebiet U C R? der u1,uz-Ebene, vgl. §22:4.7.
Bestimmen Sie fiir diese den Normalenvektor 01 ® x 02 ®P.

(b) In der rechten Hilfte der z,z-Ebene sei eine injektive und regulire C'—
Kurve t — (7’(15)7 z(t)) gegeben. LaBt man dieses Kurvenstiick um die z—Achse
im Raum rotieren, so entsteht eine Rotationsfliche. Jede die z—Achse enthal-
tende Halbebene schneidet aus dieser eine Meridiankurve heraus.

Geben Sie fiir die Rotationsflache eine Parametrisierung an. Betrachten
Sie insbesondere den Spezialfall des Torus, der durch Rotation einer Kreislinie
entsteht (den Mittelpunkt des Kreises kann man einfachheitshalber auf die z—
Achse legen).

1.3 Flachenstiicke

Eine Menge M C R? heifit Flichenstiick (C"—Flichenstiick mit r > 1),
wenn sie das Bild einer C"-Flichenparametrisierung @ : R2 > U — R?® mit
stetiger Umkehrabbildung ® ' : M — U ist. Jede solche Abbildung heit eine
(zuléssige) Parametrisierung fiir M.
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Flachenstiicke sind die zweidimensionalen Analoga zu den Kurvenstiicken. Pa-
rametrisierungen von Kurvenstiicken haben einen kompakten Parameterbereich.
Bei Flachenstiicken setzen wir den Parameterbereich als offen voraus, um Schwie-
rigkeiten bei der Differenzierbarkeit am Rand aus dem Wege zu gehen.

Die Stetigkeit der Umkehrabbildung ei-
ner Parametrisierung mufl nun extra
gefordert werden; wir benétigen diese
beim Beweis des fundamentalen Satzes
iiber die Parametertransformation 1.4
und fiir die Orientierbarkeit. Diese Be-
dingung schliefit Figuren mit ,,approxi-
mativen® Selbstdurchdringungen (Fig.)
aus.

Alle vier Beispiele von Parametrisierungen in 1.1 haben Flachenstiicke als Bild-
mengen. Dariiberhinaus ist jeder Graph im R? ein Flichenstiick.

1.4 Parametertransformationen

Zu je zwei C"—Parametrisierungen ® : U — R3, ¥ : V — R3 eines C"-
Fldachenstiickes gibt es einen C"—Diffeomorphismus h von U auf V mit

® = Woh.

h heifit Parametertransformation zwischen ¥ und ®.

Der Beweis verlauft ahnlich dem fiir Kurven (vgl. die Beweisskizze §24:1.3);
wir verweisen auf Bd. 2, §11:1.3 und [BARNER-FLOHR II] §17:5.

1.5 Stereographische Projektion

Fiir u = (u1,u2) € R? verbinden wir den ,Nordpol“ N = (0,0,1) der Ein-
heitssphére

§* = {xeR’| x| =1}

mit dem Punkt (ui,u2,0) durch ei-
ne Gerade. Der von N verschiedene
Durchstofipunkt ®(u) dieser Gerade
durch die Sphére ist gegeben durch

u
1 2’U,1

—_— 2U2
2
Pl g =1

®(u) =
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SaTz. ® : R? — R? ist eine Parametrisierung der im Nordpol gelochten Sphdre
S?\ {N}.

BEWEIS als [UA]. Verfizieren Sie zuerst die Formel fiir @ und bestimmen Sie
dann die Umkehrabbildung.

2 Der Flacheninhalt von Flachenstiicken

2.1 Der Flacheninhalt einer Parametrisierung

Fiir eine Flichenparametrisierung ® : R? D U — R?® setzen wir

gi1r  gi2

git = (0;®,0,®) fir i,k=1,2, g=det(gir) =
g21  go2

und

A(®) = f v/g(u) duy duz, falls dieses Integral konvergiert.
U

Wir machen plausibel, daB A(®) den Flicheninhalt der Fliche ®(U) C R?
darstellt.

Es gilt
[01@(u) x 2@ (0)|| = /g(u).

Denn mit vi = 01®(u), vo = 92®(u) und dem von v; und vy eingeschlosse-
nen Winkel ¢ ergibt sich

Ivall [Ivall* sin® o = [[val|* [|va]|*(1 — cos® ¢)

[vi x va||?
= [val? Ivall* = (vi,v2)? = g(u).
Wir fixieren im Parametergebiet U eine Stelle u = (u1, u2), ein kleines Rechteck

R = [u1, u1 + Aui] X [uz,u2 + Aug] und betrachten die lineare Approximation
¥ fiir & an der Stelle u, d.h.

Y(u+h) := ®&(u) + h1 01 P(u) + he O2P(u).

Den Flacheninhalt des krummen Vier-
ecks ®(R) wird durch den Flachenin-
halt des Parallelogrammes W(R) ap-
proximiert. Letzteres wird von den
Vektoren Auivi, Auzve aufgespannt,
besitzt also den Flacheninhalt Auzvz

[(Aurvi) x (Auz va)||
= |lvi X va|| Auy Aug P(u)

v g(u) Auqg Aus .

®(R)
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Denken wir uns nun das Parametergebiet U nahezu ausgeschopft durch solche
kleinen Rechtecke mit Eckpunkten ui,...,uny und Seitenlingen Awuq, Auz, so
ist der Flacheninhalt von ®(U) ndherungsweise

N

Z v g(ur) Aug Aus .

k=1
Diese Summe wiederum approximiert fiir kleine Aui, Aus das Integral

/Mdul dus .

2.2 Der Inhalt eines Fliachenstiicks

Die vorangehende Betrachtung legt es nahe, den Flacheninhalt A(M) eines
Flichenstiicks M C R? wie folgt zu definieren: Wir setzen

A(M) = A(®),
falls es eine Parametrisierung @ : R? D U — R? gibt, fiir die das Integral
A(®) = [ /g dui duz konvergiert und A(M) = oo sonst (Bezeichnungen wie
in 2.1). !
Der Fldacheninhalt ist von der Parametrisierung unabhdngig:
Sei :R?*DV — M eine weitere Parametrisierung und

9" = det(gin), gix = (O:P,0,¥) fir i,k=1,2.

Nach 1.4 gilt ® = ¥ o h mit einem C'-Diffeomorphismus h : U — V. Mit der
Kettenregel folgt nach kurzer Rechnung

01® x 0,® = ((01%) oh) x ((02%) o h) - (D11 Daho — D1h2 Dahn) .
Dabher gilt
VI = 81® x 9:®|| = |detdh |- [|(01¥) o h x (%) o h|| = |detdh|/g* o h.

Der Transformationssatz ergibt, falls eines der beiden Integrale konvergiert,

J VG durduz = [+/g*oh |detdh| duiduz = [ /g% dvidv;.
U U \4

BEMERKUNGEN. Das Symbol Vg dui duz wird das skalare Oberflachenele-
ment genannt und mit do, dA oder dS bezeichnet.

g1 gi12

= det i =
g (gir) g1 go

ist die Gramsche Determinante. In der Literatur finden sich auch noch die
von C.F. GAUSS eingefiihrten Bezeichnungen

E, F, G fir gi1, gi2 = g21, g22 -
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Bei dieser Notation lautet das Oberflachenintegral

M) = [VEG — F? dui dus.
U

2.3 Der Flicheninhalt niederdimensionaler Mengen

Die Herausnahme einer stiuckweis glatten Kurve oder von endlich vielen Punkten
aus einem Fldchenstick M dndert den Flacheninhalt nicht.

Wir wollen den Beweis nicht explizit ausfithren. Er beruht auf der Tatsache,
dafl das Urbild einer stiickweis glatten Kurve auf M unter einer Flachenpa-
rametrisierung wieder eine stiickweis glatte Kurve ist. Die Spur einer solchen
ist nach §23:7.4 (b) eine Nullmenge im R? und #ndert deshalb das Integral
f \/g dui duz nicht.

Wir treffen allgemein die

VEREINBARUNG. Der Spur von stiickweis glatten Kurven und endlich vielen
Punkten wird der Flacheninhalt 0 zugeschrieben.

2.4 Der Flacheninhalt einer Sphéare
Wir betrachten die r—Sphére mit dem Ursprung als Mittelpunkt

S'T:{:cy7 | V&2 + y? —l—zQ*r}

S, ist kein Flachenstiick. Nehmen wir aber aus S, den Nullmeridian heraus,
d.h. betrachten wir

S =S5\ N mit N:{(cosﬁ,o,sinﬁ) |0§19§7r},

so erhalten wir ein Flichenstiick S, , das sich von der Sphire nur um eine glatte
Kurve unterscheidet. Die geschlitzte Sphére S,. 148t sich durch Kugelkoordina-
ten parametrisieren:

r cos v

, r sind cos @
®:U—R? (p,9)— | rsindsing
mit dem Parametergebiet
U= {ga, )10 < @ < 2m, 0<19<7r}
Es ergibt sich:
—r sin? sin @ r cos ¥ cos ¢
0, P = rsind cosp |, 0s® = | rcosdsinp |,

0 —7r sin ¢
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Joo = (0,®,0,P) = r’sin® 9,
Gev = (0, P,002) = 0,
gos = (09®,00®) = 17,

Gep  Gev

4 .2
g = = r sin“J.
Gev  goo ’

0 r?

Nach der Vereinbarung 2.3 erhalten wir

A(Sr) = A(S:\N) = [ /g dpdd = f( fr%inﬂdgo)dﬂ

0

= 2772 fsinﬂdl? = 4nr?.
0

2.5 Beispiele und Aufgaben

(a) Fur die Parametrisierung eines Graphen ®(u) = (u1,u2,p(u)) tber dem
Parametergebiet U C R? ergibt sich als Flicheninhalt

A= [1+ IVl dui dusz [UA].
U

(b) Die durch die Parametrisierung
r(u) cosv
(u,v) — | r(u)sinv |, a<u<b, 0<v<27m
z(u)
gegebene (geschlitzte) Rotationsfliche hat den Flacheninhalt

A =27 [ r(u)\/72(u) + 22(u) du [04].

a

(c) Bestimmen Sie den Fldcheninhalt des Torus 1.2 (b) mit Radien 0 < r < R.
Auch hier erfait die Parametrisierung nur den geschlitzten Torus.

(d) Berechnen Sie den Inhalt der Sphirenkappe mit Radius  und Hohe h:

{(xayvz)‘ 2+ y2+22=r, z>r—h}.
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2.6 Verhalten des Flacheninhalts unter Transformationen

(a) Der Fldcheninhalt eines Flichenstickes M bleibt unter einer Bewegung T
des R? erhalten:

(b) Bei der Streckung x +— Tr(x) = rx ergibt sich
A(T,(M)) = r>A(M)

BEWEIS als [0A].

3 Oberflachenintegrale

3.1 Skalare Oberflachenintegrale

Fiir ein Flichenstiick M C R® und eine stetige Funktion f : M — IR definieren
wir das skalare Oberflachenintegral von f iiber M durch

[ fdo = [ f(x)do(x) = [ F(@(w))y/g(w) dur dus,
M M U

falls dieses Integral konvergiert. Hierbei ist ® : U — R® eine Parametrisierung
von M und g wie in 2.2 die Gramsche Determinante von ®. Das Symbol do
steht fur das Oberflachenelement VG dui dus.

Die Unabhéangigkeit des Integrals von der gewahlten Parametrisierung ergibt
sich wie in 2.2.

3.2 Zwiebelweise Integration

Fiir jede auf der Kugel Kr = Kr(0) C R? stetige und integrierbare Funktion
I gilt
R

R
J fx)d’x = f(ffdo)dr: er(ff(rx)do(x))dr,
Kpr Sy S1

0 0

wobei Sy die Sphdre vom Radius r bezeichnet.

BEWEIS.

Die langs des Meridians N = {(m,O, z) |z>0, z€ IR} geschlitzte Kugel Ky =
Kgr\ N ist das diffeomorphe Bild des Quaders

Q= {(1‘,19,4,0)|0<7“<R7 0<19<7r,0<90<27r}

unter der Transformation auf Kugelkoordinaten
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r sind cos ¢
h:(r,9,0) — | rsindsing | mit det(dh)=rsind.
r cos ¢
Fiir jedes feste r > 0 ist dabei
(9, ) — h(r,9,¢) auf ]0,7[ x 0, 27]
eine Parametrisierung der geschlitzten Sphére

Sp=5-\N mit N ={(cos®,0,sind) [0<9 <7},

die bis auf die Reihenfolge der Parameter mit der in 2.4 angegebenen tiiber-
einstimmt. Das Oberflichenelement ist also 72sin® dd dp. Daher ist nach der
Vereinbarung 2.3

ffdo: ffdo:
Sr s!.

Ot—x

27
[ f(h(r,9,¢))r*sing dIde.
0

Nach dem Transformationssatz fiir Integrale §23:8.1 ergibt sich unter Ver-
nachléssigung der Nullmenge N

f f(x)d®x = f fx)d*x = f(foh) | det dh | dr dd dy
Kg K7, Q
R w 2w
= [ [ | f(h(r,9,¢)) r*sin® dI dpdr,
000
letzteres nach dem Satz §23:2.4 {iber sukzessive Integration. 0O

3.3 Orientierte Flichenstiicke
In §17:5.1 hatten wir die Frage der Orientierung einer Ebene
E = {u1a1 + ugaz | ui,uz € IR}
angeschnitten und festgestellt, daf3 es zwei Moglichkeiten der Orientierung von
F gibt. Entsprechendes gilt fiir Flachenstiicke:

Gegeben sei ein Fliachenstiick M im R?®. Zwei Parametrisierungen ® und ¥ von
M nennen wir gleichorientiert, wenn fiir die Parametertransformation h mit
® = Poh (vgl. 1.4) die Bedingung

det(dh) > 0

gilt; andernfalls heiflen @ und ¥ entgegengesetzt orientiert. Das Flichen-
stiick besitzt also zwei Klassen von untereinander gleichorientierten Parametri-
sierungen oder, wie wir sagen, zwei Orientierungen.
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Wir erhalten ein orientiertes Flachenstiick, wenn wir eine der beiden Orien-
tierungen auszeichnen. Dies kann durch Auszeichnung einer Parametrisierung
erfolgen. Jede Parametrisierung der ausgezeichneten Klasse nennen wir eine po-
sitive Parametrisierung, die Parametrisierungen der zweiten Klasse heiflen
negative Parametrisierungen. (Vergleichen Sie dazu §24:4.3.) Der einfa-
chen Notation halber bezeichnen wir das orientierte Flachenstiick auch wieder
mit M und das entgegengesetzt orientierte mit — M.

Der von den Tangentialvektoren 91®(u),0:®(u) einer Parametrisierung @
aufgespannte zweidimensionale Teilraum des R® heit Tangentialraum von
M im Punkt x = ®(u) € M und wird mit 7% M bezeichnet.

Unter einem Einheitsnormalenfeld
von M verstehen wir ein stetiges Vek-
torfeld n: M — R® mit

n(x) L M, [n(x)[| =1

fiir x € M.

Wir denken uns den Tangentialraum
als Tangentialebene an den Flachen-
punkt x angeheftet, ebenso den Nor-
malenvektor n(x) (Fig.).

SATZ. Fir ein orientiertes Flachenstiick M gibt es genau ein Einheitsnorma-
lenfeld n von M mit der Eigenschaft

P X 0P .
(*) n(x) =+ M(u) mit x = ®(u),

wobei das Pluszeichen fir positive, das Minuszeichen fiir negative Parametrisie-
rungen ® gilt.

Haufig wird bei gegebenem Einheitsnormalenfeld n tiber diese Beziehung eine

Orientierung von M festgelegt.

BEWEIS.

Wir wahlen eine positive Parametrisierung ¥ und setzen

81\1’ X 82\1’ -1

nx) = ————— x)).

() = rrgcaay (¥ )

Nach 1.3 ist ™ stetig, also auch n. Ferner gilt (): Ist ® eine beliebige Pa-
rametrisierung von M, so gibt es nach 1.4 eine Parametertransformation h mit
¥ = ® oh. Wie in 2.2 gezeigt wurde, gilt mit v := h(u)

0¥ (u) X 02¥(u) = cOP(v) X 02®(v) mit ¢ = det(dh(u)). O
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3.4 Aufgabe

Berechnen Sie das Normalenfeld 9, ® x 0,® fiir die Parametrisierung ®(r, ¢) =
(recoseg,rsing, ) (0<r<1,0<¢ < 2m) einer Wendelfliche und machen Sie
eine Skizze.

3.5 Das vektorielle Oberfliachenintegral

Sei M ein orientiertes Flichenstiick und v : M — R? ein auf M stetiges
Vektorfeld. Wir definieren das vektorielle Oberflichenintegral durch

[vedo = [v(x)edo(x) =+ [(vo®, 1® x 2®) dui dus,
M M U

wobei @ : R? D U — R? eine Parametrisierung von M ist und das Vorzei-
chen positiv oder negativ gewahlt wird, je nachdem, ob die Parametrisierung ®
positiv oder negativ ist.

Auch hier ist die Endlichkeit des Integrals extra zu verlangen. Die Unabhéngig-
keit von der Parametrisierung ergibt sich wie in 2.2 [0a].

Das Symbol do steht fiir das vektorielle Oberflichenelement.
do = = 81‘1) X 62‘1’ du1 duz .
Zu dem skalaren Oberflaichenelement do = /g dui duz besteht die Bezichung

do = :I:M V9 dui duz = ndo,

V9

denn nach der Bemerkung 2.1 und nach 3.3 gilt

61‘1’ X 82‘1)

VG = ||01® x 02 ®| und n = + 7

Das vektorielle Oberflachenintegral kann damit auch als skalares Oberflachen-
integral geschrieben werden:

fV'd‘): fvondo.
M M

Dies ist das skalare Oberflachenintegral iiber die Normalkomponente von v und
wird auch der Fluf3 von v durch M genannt.



504 8§26 Die Integralsitze von Stokes, Gaufl und Green

Bei der Berechnung des Oberflachenintegrals kann die folgende Determinanten-
darstellung niitzlich sein:

V1 O P V2 O P V3 O P
(vo®,01® X h®) = | hd: O Ps 0193
0P 022 02P3

(Die linke Seite ist das Spatprodukt von v o ®, 01®, 0.®, die rechte wegen
det AT = det A die Determinante dieser Vektoren, vgl. §17:4.2.)

Aufgaben

Berechnen Sie die folgenden Oberflichenintegrale. Die Orientierung der Fléchen-
stlicke ist dabei festgelegt durch die Angabe eines Einheitsnormalenvektors.

(a) M = {(x,y,z) |22+ =22 < 1} (Rotationsparaboloid),
V(x7 y7 Z) = (w37x2y7 :I:yz)7 n(07 07 0) = (07 07_1)'

(b) M = {(7“ cosp,rsing,p) | 0<r<1, —m<¢< 71'} (Schraubenflache),
V(‘r3yvz) = (y3_1‘72)a n(%70’0) = (07_%’% )

§ 26 Die Integralsiatze von Stokes, Gaufl und Green

1 Ubersicht

Die Integralsétze sind mehrdimensionale Versionen des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung

b
J frdz = f(b) - f(a).
Zu diesen kénnen wir die uns schon bekannte Beziehung

[ VU edx = U(x1) — U(xo)

~

rechnen (vgl. §24:5.2). Die hier behandelten Integralsétze von Stokes und Gaufl
formulieren wir in der Schreibweise der klassischen Vektoranalysis, wie sie tiber-
wiegend in der Physikliteratur verwendet wird:

frotv-d0: fv-dx,
M oM

fdivv PBx = fvodo.
Q o0
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Der Beweisaufwand fiir die Integralsidtze hangt wesentlich von der Allgemeinheit
der betrachteten Integrationsmengen ab. Bei deren Auswahl miissen wir einen
Kompromif3 schlieflen, soll einerseits der begriffliche Aufwand in vertretbaren
Grenzen bleiben und andererseits hinreichende Allgemeinheit fiir die Anwen-
dungen in der Physik erreicht werden.

Wir betrachten hier Pflasterketten als Integrationsmengen und lassen uns von
dem in [GRAUERT-LIEB, Kap. III] vorgestellten Konzept leiten.

Es sei erwahnt, dafl sich sémtliche Integralsétze (auch fir hohere Dimensionen)
mit Hilfe des Differentialformenkalkiils in die einheitliche und pragnante Form

fdw:fw
M oM

bringen lassen, vgl. Bd. 3, § 8:5.6, [BARNER-FLOHR 11, § 17.6], [FORSTER 3, § 21],
[GRAUERT-LIEB, Kap. III], [HEUSER 2, Nr. 216]. Diese allgemeine Gestalt wird
z.B. in der Hamiltonschen Mechanik und in der Relativitdtstheorie benotigt.

2 Der Integralsatz von Stokes
2.1 Der Integralsatz fiir Rechtecke

Sei R = la,b[ X |c,d[ ein offenes Rechteck im R?, Py und P, seien C'-
Funktionen in einer Umgebung von R. Dann gilt

f(ang —82P1) dx1dre = f Pidx1+ Pydzo.
R OR

Dabei ist das auf der rechten Seite
stehende Integral zu verstehen als die
Summe der vier Wegintegrale

[ Prday + Pedas (k=1,...,4)
Tk

dT <

des Vektorfeldes (Pi, P2) tUber die im
mathematisch positiven Sinn durchlau- o41Y R Ao
fenen Rechteckseiten:

o1 [a,b] - R?, tH(Z),
5 b
o2 :[c,d - R*, t— ¢ )

o3 [a,b] — R?, tH<a+bt>, o4:[c,d — R?, t»—>< @ )

\

IS}
o~

d
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BEMERKUNG. Statt der Parametrisierung o der k—ten Rechteckseite konnen
wir nach § 24 : 4.3 auch jede andere Parametrisierung o, wahlen, welche dasselbe
Wegintegral ergibt, die also durch eine orientierungstreue Parametertransforma-
tion h (h > 0) mit o verbunden ist. Bei diesen Parametrisierungen wird der
Rechteckrand in mathematisch positivem Sinn durchlaufen, d.h. das Innere des
Rechtecks liegt zur Linken.

BEWEIS.

Sukzessive Integration und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und

Integralrechnung ergibt, da 81 P2 auf R stetig ist,
b

d
/81P2 d.l‘l dCL‘Q = /81P2 d.l‘l dCL‘Q = /(/%(1‘1,1‘2)6[1‘1) dCL‘Q
L1
R hl

R c a
d

:/(Pg(b,xg)—Pg(a,xg))dxz :/Pde2+/P2dx2

c o2 o4
:/Pgd.l‘z +/P2d1‘2 +/P2d1‘2 +/P2d1‘2
o1 o9 o3 o4
:/Pgdl‘z,
OR
denn b
/PQdJ;Q = /< <P2(0t’c)>, (é) > dt = 0, entsprechend /Pzdmz = 0.
o1 a o3

Ebenso erhalten wir

= /Pldl'l —/Pld.l‘l
/P d:I:l —/P1d131 —/Pldilil —/P1d:131

o3 T4

b
/82P1 d.l‘l dl‘g 1‘1, 1‘2) dl‘z) d.l‘l = /(Pl (1‘1, d)—Pl (1‘1, C)) dl‘l

R a

—/Pldl'l.

OR
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt die Behauptung. a



2 Der Integralsatz von Stokes 507

2.2 Zweidimensionale Pflaster im IR3

Wie erweitert man den Integralsatz auf kompliziertere Figuren, z.B. auf ein
deformiertes Rechteck ?

Beim Beweis von 2.1 wenden wir den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung sowohl auf die x1—Koordinate als auch auf die zo—Koordinate an,
integrieren also langs Koordinatenlinien x> = const. bzw. x1 = const.

Auch fiir allgemeinere Figuren bendtigen wir zwei Scharen von Integrations-
linien, die ,,von Rand zu Rand“ laufen. Bei der Auswahl dieser Integrationswege
passen wir uns flexibel der Geometrie der betrachteten Figur an — vorausgesetzt
natiirlich, die Figur hat keinen zu wilden Rand. Ist eine Figur das differenzierba-
re Bild eines abgeschlossenen Rechteckes (Innengebiete diffeomorph aufeinander
abgebildet), so erhalten wir Integrationslinien als Bilder der Koordinatenlinien
x1 = const. und x2 = const. unter dieser Abbildung.

Dies ist der einfache Grundgedanke, der dem Konzept des Pflasters zugrunde
liegt! Ein Pflaster ist, zunéchst grob gesagt, das C2>-Bild eines Rechtecks, wobei
zugelassen ist, dafl Rechtecksseiten auf einen Punkt zuammengezogen werden
(Beispiel: Dreieck) und dafi zwei Rechteckseiten zu einer Seite verklebt werden
(Beispiel: geschlitzte Kreisscheibe).

Bevor Sie weiterlesen, stellen Sie das Dreieck und die geschlitzte Kreis-
scheibe als differenzierbare Bilder von Rechtecken dar.

Wir préazisieren nun das Konzept des Pflasters, und zwar gleich fiir Flachen im
Raum.
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Als Parameterbereich legen wir das Einheitsquadrat [0,1]° := [0,1] x [0, 1]
zugrunde. Dessen Inneres ist 0, 1[2. Wie in 2.1 seien o1,02,03,04 die kano-
nischen Parametrisierungen der Randseiten, die das Einheitsquadrat im mathe-
matisch positiven Sinn umlaufen.

DEFINITION. Ein zweidimensionales Pflaster im R® ist ein orientiertes
Flichenstiick M, fiir das es eine C2~Abbildung

®:U->R? (u1,u2) — ®(u1,us)
auf einer Umgebung U von [0, 1]2 gibt mit folgenden Eigenschaften:
(a) Die Einschriankung von @ auf ]0, 1[2 ist eine positive Fldchenparametri-
sierung von M (vgl. §25:1.1).
(b) Die k-te Seitenkurve von ® (k =1,2,3,4), eingeschrankt auf |0, 1[,
¢, = ®ooy:]0,1[ - R?,
ist entweder konstant (entartet) oder injektiv und regulr.

(¢) Fur die Seiten, d.h. die Spuren ¢, (]0,1[) gilt: Jede nichtentartete Seite
trifft hochstens eine weitere nichtentartete. Trifft sich die j—te Seite mit der
k—ten fir j # k,

#;(0,1) N, (J0,1[) # 0,

so gibt es eine C2~Parametertransformation
h:]0,1[ — 10,1 mit ¢, = ¢, oh und h<o0,

d.h. die gemeinsame Spur wird entgegengesetzt durchlaufen.

Die Abbildung ® nennen wir eine Pflasterparametrisierung fiir M. Wir
schreiben im folgenden kurz @ : [0,1]> — R?, da es auf das Verhalten von
& auBerhalb [0, 1] nicht ankommt. Weiter setzen wir |M| := ®([0,1]*) C R3.

FEin Pflaster entsteht also durch differenzierbares Verbiegen des Einheitsquadra-
tes, wobei Randstiicke verklebt sein kénnen.

Die Bedingung (b) 148t zu, daB Quadratseiten unter ® zu einem Punkt entar-
ten. Das Bild ¢,,([0, 1]) einer nichtentarteten Seite kann eine geschlossene Kurve
sein.

Die Bedingung (c) erlaubt das Verkleben von je zwei nichtentarteten Seiten
unter der einschrinkenden Bedingung, dafl die Klebestelle unter ¢; und ¢, in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird.

Das Konzept des Pflasters sollte durch die vorangehenden und die nachfolgen-
den Beispiele hinreichend klar werden. Es sei angemerkt, daf sich die hier ein-
gefiihrten Begriffe Pflaster und Pflasterparametrisierung nicht genau mit den in
[GRAUERT-LIEB Bd. III] verwendeten decken.
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Beispiele und Aufgaben
(a) Durch

Ul 903
®:(0,1° - R, (ur1,us) — <u1u2> Py
0

ist eine Pflasterparametrisierung eines
Dreiecks in der x, y—Ebene gegeben. Die
zu ¢, gehorige Seite entartet zu einem Punkt, die restlichen Seiten sind nicht
entartet und treffen sich nicht. (Nach Definition gehéren die Endpunkte nicht
dazu.)

P

(b) Durch
®:[0,1)° - R?,

u1 cos (2mus) P
(ur,u2) — | w1 sin(2musz)
0

ist eine Pflasterparametrisierung der langs der positiven x—Achse geschlitzten
Einheitskreisscheibe in der x, y-Ebene gegeben. Hierbei ist ¢, entartet, ¢, pa-
rametrisiert die Kreislinie im mathematisch positiven Sinn, und ¢, o5 parame-
trisieren den Schlitz in entgegengesetzter Richtung.

(p;
(c) Fiir 0 < © < 2 ist 2
" cos (Ouy)
P ( 1) — | sin(Ou1)
u2
u2
eine Pflasterparametrisierung fiir ein Zy- Py P4

lindermantelstiick mit Offnungswinkel

2r — © (Fig.). Alle vier Seiten sind

nicht entartet. Im Fall © = 27 ist der Zylindermantel geschlossen; die verklebte
Seite wird hierbei durch ¢, und ¢, in entgegengesetzter Richtung parametri-
siert.

Verifizieren Sie diese Aussagen, und studieren Sie das Abbildungsverhalten
von ® durch Betrachtung der Bilder von Koordinatenlinien.

(d) Zeigen Sie, dafl durch die Kugelkoordinaten § 25: 2.4 mit ¥ = 7u1, ¢ = 2wus
eine Pflasterparametrisierung der langs des Nullmeridians geschlitzten Sphére
gegeben ist, und geben Sie die Seitenparametrisierungen ¢, an.

(e) Zeigen Sie, daBl die Darstellung des zweifach geschlitzten Torus (verglei-
che §25:1.2 (b)),
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, , (R + 7 cos (2muz2)) cos (2mu1)
®:[0,1]" - R”, (u1,u2) — | (R+rcos(2muz))sin(27u1) |,
r sin (2muz)

fiir 0 < r < R eine Pflasterparametrisierung ist.

2.3 Integration iiber den Pflasterrand
Fiir eine Pflasterparametrisierung @ : [0,1]*> — R® definieren wir den Pflaster-
rand wie folgt: Von den vier Seitenkurven

p,=®o00;:]0,1[ - R® (k=1,2,3,4)
von @ streichen wir die entarteten und entfernen dann noch die Paare ¢;, ¢,
welche die gleiche Seite in entgegengesetzter Richtung parametrisieren. Danach
mogen ¢, ,...,p, iibrig bleiben (0 < m < 4); m = 0 steht fiir den Fall, daf

keine Seite librigbleibt, wie etwa bei der geschlitzten Sphéare oder beim zweifach
geschlitzten Torus.

Der Pflasterrand ist fiir m > 0 die stiickweis glatte Kurve
OM =, + ... to,,

bzw. OM = fiir m = 0. Fiir ein Vektorfeld v auf einer Umgebung von |M|
ist fiir m > 0 das Integral nach §24:4.4 definiert durch

fv-dx: fv-dx+...+ f v e dx,

oM Piq P
und f vedx =0 fir m=0.
oM

HinweEls. Das Symbol M meint hier nicht den topologischen Rand von M.
Dafl die Wahl der Pflasterparametrisierung fiir das Randintegral keine Rolle
spielt, ergibt sich aus dem folgenden Satz von Stokes. Die Untersuchung der
Frage, ob der Pflasterrand OM nur vom Fléchenstiick M, nicht aber von der
Parametrisierung abhéingt, wire in voller Allgemeinheit zu aufwendig; fiir die
Anwendung ist sie sekundér und im Einzelfall meist problemlos.

2.4 Der Integralsatz von Stokes fiir Pflaster im R3
Ist v ein C'~Vektorfeld auf Q C R® und M ein Pflaster mit |M| C Q, so gilt

frotv-do = f vedx.
M oM

BEWEIS.

Der Beweisgedanke ist einfach: Wir holen das Vektorfeld mit Hilfe einer Para-
metrisierung ® auf das Einheitsquadrat zuriick (vgl. §24:5.5) und wenden auf
das zuriickgeholte Vektorfeld (Pr, P») den Integralsatz 2.1 fiir Rechtecke an.
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(a) Mit den Bezeichnungen 2.3 gilt

m 4
Jvedx =3 [vedx =) [vedx,
oM k

=1, J=1¢;

denn in der letzten Summe liefern die entarteten ¢; keinen Beitrag, und die
Integrale iiber die ¢;, welche nicht in M erscheinen, heben sich wegen der
entgegengesetzten Orientierung paarweise weg (vgl. §24:4.3). Ist OM = 0, so
ist die letzte Summe Null.

(b) Seien ¢;, und oj, die Komponenten von o, der Parametrisierung der
Quaderseiten. Mit der Kettenregel folgt aus ¢; = ® oo

¢; = (i®)o0;)d5 + ((022)00;)5;, .
Also gilt
1

f"‘dx:f<"°90jv¢j>dt

@ 0

1
f((vo*I)OO'j,(al‘I’)OO'j>d'jl +<VO<I’OO'j,(82‘i’)OO'j>d'j2)dt
0

= f Py duy + P> dus

o

<!

mit P :=(vo®, 9;®) fir i1 =1,2.
Dabher gilt nach dem Integralsatz fiir das Einheitsquadrat 2.1

4
f vedx = ) fpldu1+P2du2
() oM i=1lo;

f P dui + Py dus = f (81P2 — 62P1) dui dus .
OE?2 E?2

(c) Wir zerlegen das Vektorfeld v in seine Komponenten v = vie; +vze2+vses.
Wegen der Linearitat aller auftretenden Integrale geniigt es, den Integralsatz fiir
die Vektorfelder vier zu beweisen. Wie die folgende Rechnung zeigt, bedeutet
es keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir dies nur fiir v;e; ausfiihren.

(d) Wir betrachten also ein einkomponentiges Vektorfeld v = fe; mit einer
C!'-Funktion f auf Q. Fiir dieses gilt

Pi={((fo®)ei, 0;®)=(fo®);®1 (i=1,2).

Die Kettenregel liefert (Argument ® in f fortgelassen, partielle Ableitungen
wirken nur auf den néchstfolgenden Term)
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3
Py = 0:P1 ) Ouf 01D + 01021,
k=1

3
DoPr = 01®1 Y Opf 2@y + [D20:1P1 .
k=1

Damit ergibt sich fiir den Integranden des letzten Integrals in (x) unter Beach-
tung von 010:® = 920:® (deshalb die Voraussetzung ® € C? fiir Pflasterpa-
rametrisierungen)

1Py — 2P = Oz f (01 P2 2Py — 01P1 D2P2)
+ O3f (01D3 02P1 — 01P1 02P3) .
Auf der anderen Seite ist
rotv=rot(fe1) =03fex —afes.
Weil @ eine positive Parametrisierung von M ist (vgl. §25:3.3), gilt
do = 01 ® X 2P dus dus = ( (01 P2 02P3 — D1 D3 D2P2) e
+ (01P3t02P1 — 01P1 D2P3)e2
+ (0191 0:P2 — 01D2 02@1)e3) duy dus .
Berechnung von rot v e do = (rotv,do) und Vergleich mit oben ergibt
(01P2 — 02P1) duiduz = ((rotv)o®)edo.
Mit () erhalten erhalten wir

fvodx: f<(r0tv)o<I>,81<I>><82'1>>du1dw:frotVOdo. O
oM M

E2

2.5 Beispiel. Wir betrachten das Zy-
linderstiick Z

{(wayyz) \ 2 +y’ =1, 0<z<1}.

Schlitzen wir dieses Zylinderstiick ldngs
einer Mantellinie auf, etwa langs

N ={(1,0,2) |0 < z < 1},

so erhalten wir ein Flachenstiick M =
Z \ N. Wir orientieren M durch Aus-
zeichnung des nach auflen weisenden
Einheitsnormalenfeldes n.
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Die Zylinderkoordinaten liefern eine Pflasterparametrisierung von M wie in
2.2 (a), dessen Rand aus den beiden Kreisen o = ¢, 3 = 4 besteht (Fig.). Fiir
ein Vektorfeld v auf einer Umgebung von Z liefert der Integralsatz von Stokes
damit

frotv-d0: frotvod0: fv-dx:fv-dx+fvodx.
Z M M a B

2.6 Aufgaben
(a) Was liefert der Integralsatz von Stokes fiir eine Sphére und einen Torus ?

(b) Bewegt sich ein zweidimensionales Pflaster mit dem Geschwindigkeitsfeld
v = v(t,x) im Raum und ist B ein konstantes Vektorfeld, so gilt

d

— Bedo = B xv 0dX7

My Cy

dabei sind M; das Pflaster zur Zeit ¢t und C; = OM; dessen Pflasterrand.

Diese Beziehung ergibt das Faradaysche Induktionsgesetz bei konstantem Mag-
netfeld B und bewegter Leiterschleife Cy.

Anleitung. Betrachten Sie eine beziiglich aller drei Variablen C2—differenzierbare
Pflasterparametrisierung (ui,u2) — ®(¢t,u1,u2) fur M. Fir deren Zeitablei-
tung V := 9P /9t gilt V = v o ®. Zeigen Sie vor Anwendung des Stokesschen
Satzes flir Rechtecke

%(B,alqma@) = (B, "V x 5®+0,® x V)

:61<B,VX62§’>—62<B,VX61‘I)>.

2.7 Zweidimensionale Pflasterketten im IR®

In einem weiteren Schritt wollen wir nun den Giiltigkeitsbereich des Integralsat-
zes auf Figuren erweitern, die durch regelméafliges Aneinandersetzen von Pfla-
stern entstehen. Hierdurch erhalten wir stiickweis glatte Flachen im Raum und
die in der Funktionentheorie wichtigen mehrfach gelochten Gebiete in der Ebe-
ne.

DEFINITION. Unter einer zweidimensionalen Pflasterkette M im R? ver-
stehen wir eine Kollektion von Pflasterparametrisierungen

®,,...,®&y:[0,1? > R?,
so dafl mit den Bezeichnungen von 2.2 und
M; == ®;(]0,1]%), ¢, =®;00;:[0,1] - R’

firi=1,...,N; j=1,2, 3,4 folgendes gilt:
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(a) MiﬁMk:Q)ﬁiri#k’.

(b) Eine nichtentartete Seite ,;(]0,1[) kann héchstens eine weitere nichtent-
artete treffen. Geschieht dies etwa mit ¢4;(]0,1[), so stimmen beide iiberein
und werden durch ihre Parametrisierungen entgegengesetzt orientiert, d.h. es
gibt eine Parametertransformation
h:[0,1] — [0,1] mit

$ij = P oh und h < 0.

Fir eine Pflasterkette schreiben wir
M=DM+ ... +Mn.

Die Vereinigungsmenge aller Pflaster
mitsamt ihren Randseiten bezeichnen
wir mit

|M| = |Mi|U ... U|My].

Fiir ein auf |M| gegebenes Vektorfeld v erkldren wir das Oberflichenintegral
iiber die Pflasterkette M durch

fvodo = fv-do+...+ fvodo.
M

M, My

Den Pflasterkettenrand OM definieren wir wie in 2.3: Von den sémtlichen
Seitenkurven ¢, (i=1,...,N, j=1,2,3,4) streichen wir zunéichst die entar-
teten und dann alle Paare von Seiten, die sich gemé&$ (b) treffen und entgegen-
gesetzt durchlaufen werden. Die Kollektion 4,,...,,, der iibrig bleibenden
bezeichnen wir mit M bzw. M = @, falls keine Seite iibrig bleibt.

Das Integral von v iiber 9M definieren wir durch

fVOdX::fVOdX+...+fV‘dX bzw. =0, falls OM = .
oM Pq Ym

Die Unabhéangigkeit des Randintegrals von den Parametrisierungen ergibt sich
aus 2.8; flir die Parameterinvarianz von dM gilt das in 2.3 Gesagte.

2.8 Der Integralsatz von Stokes fiir Pflasterketten im IR3
Es sei Q C R® ein Gebiet. Ist M = My + ... + Mn eine Pflasterkette mit
M| C Q und v ein C'-Vektorfeld auf Q, so gilt

frotv-do = fv-dx.
M oM
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BEWEIS.
Wie in 2.4 (a) ergibt sich

m N 4
f vedx= ) fvodx:ZZ f vedx.
oM k=1 4, i=1j=1 ¢,
Nach 2.4 gilt fiir jedes einzelne Pflaster M;
4
frotv-do: E f vedx.
M; J=1 ¢y

Die Behauptung folgt jetzt durch Addition der letzten Gleichungen. O

3 Der Stokessche Integralsatz in der Ebene

3.1 Ebene Flichenstiicke und ebene Pflaster

Liegt ein Flichenstiick M in der z1, z2—Ebene des IR3, so ergeben sich eine Reihe
von Vereinfachungen. Solche Flachenstiicke orientieren wir durch das Einheits-
normalenfeld es. Fiir jede Parametrisierung ® gilt ®3 = 0 und

81@ X 824) = (81q)1 . 82@2 — 81@2 . 82@1)63 .

Wir lassen nun die dritte Komponente fort, beschreiben also M durch die wieder
mit ® bezeichnete Parametrisierung

d = (@1) ‘R25>U — R2.
b,

Damit ergibt sich fiir das vektorielle und skalare Oberflachenelement
do = |det (d®)|es durdus, do = |det (d®)|du dus.

Das skalare Oberflachenintegral reduziert sich daher auf das gewohnliche Inte-
gral iiber die Menge M:

[ fdo = [ f(®(u))|detd®(n))|dusdus = [ f(z,y)dxdy

nach dem Transformationssatz fiir Integrale.

Fir ebene Pflaster M gilt mit den vorangehenden Bezeichnungen det(d®) > 0,
d.h. die Pflasterparametrisierung ist auf dem offenen Einheitsquadrat orientie-
rungstreu.

Denn nach der Pflasterbedingung (a) von 2.2 soll ® (als Abbildung in den R?
aufgefafit) eine positive Parametrisierung sein, d.h. 91 ® x 9@ soll ein positives
Vielfaches des Einheitsnormalenvektors es sein.
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3.2 Ebene Vektorfelder

In einer Reihe von Anwendungen
konnen Vektorfelder der Physik durch Yy
ebene Felder T

()= (:2) =P

v2(z,9)
beschrieben werden.

Das ist beispielsweise immer dann der
Fall, wenn das rdumliche Feld folgende

Gestalt hat

T vi(z,y) ‘z/
(x) wv: (y) — (vg(:ay))

z 0

BEISPIELE.

8y

(a) Luftstromung um eine unendlich lange Tragflache (Fig.).

(b) FlieBt durch die z—Achse ein konstanter Strom, so 148t sich das Magnetfeld
durch das ebene Feld

() = 7 (V)

beschreiben, vgl. §24:4.6 (b).

(¢) Kugel- und achsensymmetrische Felder konnen durch einen einzigen ebenen
Schnitt beschrieben werden.

Fiir ein raumliches C'-~Vektorfeld der Gestalt (*) gilt
rot v = (O1v2 — O2v1) es.

Fiir ebene Pflaster M gilt mit den Bezeichnungen 3.1
do = does = det(d®) es dus dus

also fiir das Vektorfeld (x)

frotv-do = f(rotv,eg)do = f((‘?wz — Oav1) dz dy.
M M M

Nach Definition des Wegintegrals fiir ebene Kurvenketten folgt

frotv-d0: fv-dx: fvld:chvgdy.
M M oM
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3.3 Der Stokessche Integralsatz fiir die Ebene

Sei M eine ebene Pflasterkette. Dann gilt fiir jedes in einer Umgebung von | M|
erklirte C'—Vektorfeld (P, Q)

J (0:Q —0yP) dxdy = [ Pdz+Qdy
oM

[M]

mit der Bezeichnung §24:4.2. Das ergibt sich nach den vorbereitenden Bemer-
kungen 3.1, 3.2 nun unmittelbar aus 2.8, wenn wir v1 = P und v2 = ) setzen.

3.4 Die Orientierungregel fiir ebene Pflaster

Sei @ : [0,1]> — R? eine Pflasterparametrisierung. Dann ist det(d®) > 0 im
Innern des Einheitsrechtecks nach 3.1. Ein Punkt x = ®(u) heiit regularer
Randpunkt von ®, wenn er auf der Spur einer nichtentarteten Seite ¢, liegt
und wenn det d®(u) > 0 gilt. In diesem Fall 148t sich leicht zeigen, dafl in der
Néhe von x beim Durchlaufen der Pflasterseite ¢ das Pflaster zur Linken liegt.
Denn das gilt beim Umlaufen des Einheitsrechtecks durch die o, und ® ist in
einer Umgebung von u orientierungstreu.

3.5 Der Stokessche Satz fiir die Einheitskreisscheibe

Fir die Kreisscheibe K = K7(0) und den im mathematisch positiv durchlaufe-
nen Rand 0K gilt

J(0:Q—08,P) dady = [ Pdz+Qdy.
oK

K

Denn in 2.2 hatten wir gesehen, dafl unter der Parametrisierung
( U ) u cos(27v)
= .
v w sin(27v)

die lings der positiven Achse geschlitzte Kreisscheibe K’ ein Pflaster ist, wobei
OK durch ¢, parametrisiert wird. Die Behauptung folgt jetzt wegen

[ (0:Q — 9,P) dzdy = [ (8.Q — 8,P) dady .

K’ K

BEMERKUNG. Auch die ungeschlitzte Kreisscheibe kann durch ,,Aufblasen“ eines
einbeschriebenen Quadrats als Pflaster mit vier nichtentarteten Seiten (= Vier-
telskreisbogen) parametrisiert werden; die Rechnung erfordert aber etwas Nach-
denken . Die oben gegebene Parametrisierung durch Polarkoordinaten ist
einfacher und natiirlicher.
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3.6 Einfaches Umlaufen eines Punktes

Wir betrachten in der Ebene R? einen stiickweis glatten, geschlossenen Weg o
und einen auflerhalb der Spur C' liegenden Punkt a. Der Weg « = a1+ - - +an
sei durch die Parametrisierung ¢ — (z(t),y(t)) fir a < t < b gegeben. Deren
Einschrankung auf [ax—_1,ax] liefere eine C%-Parametrisierung von oy (a =
ap < a1 < --- < an = b). Der einfacheren Notation halber nehmen wir a = 0
an.

Wir sagen: o umléauft den Punkt a = 0 einfach positiv (einmal im positiven
Sinn ohne Riicklaufigkeit), wenn

(a) jeder von O ausgehende Strahl «(t) fiir genau ein t € [a, b trifft und
(b) z(t)y(t) — &(t)y(t) > 0 fiir jede der Teilkurven oy, gilt.

SATZ. Unter diesen Voraussetzungen

laft sich das Ringgebiet zwischen

OK,(0) und C fir 0 < o < 1 als

Pflasterkette darstellen.

Der Pflasterkettenrand besteht aus der

Kurve a und der im Uhrzeigersinn ori-

entierten Kreislinie z? + y? = o?. C

BEWEIS.

Wir geben fiir jedes k eine Pflaster-

parametrisierung des durch 0K,(0),

die Spur (ax) und die Ursprungsstrah-

len durch ay(ax—1), ax(ax) begrenzten

Gebiets an.

(i) Wir verwenden fiir e, die komplexe Schreibweise: z(t) = z(t) + i y(¢) fir
ax—1 < t < aj. Dann gibt es C*~Funktionen r,® mit ©(t) € [0,2x][, 2(¢
r(t)e®® und O(t) > 0 fiir ax—1 < t < ay. Letzteres bedeutet, daff z(t)
Nullpunkt im mathematisch positiven Sinn umlauft.

Die C?-Differenzierbarkeit von r(¢) und ©(t) folgt aus der Existenz lokaler
C*~Umkehrabbildungen ¢ der Transformation auf Polarkoordinaten und aus
(r(t),0(t)) = p(z(t),y(t)). Das Vorzeichen von © ergibt sich aus

)
den

7e® +ir0e®

Z - ——— = z—i—i@7 also

z ret s

O=TmZ = miItW _ 22 g
z T+ 1y 2 + 92

(ii) Herstellung einer Pflasterparametrisierung zu [ak—1,ax]. Wir verwenden
wieder die komplexe Schreibweise und definieren

B(s,t) = sz(t) + (1 —s)0e®? (0<s<1, ar1 <t<ax).
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Fir festes t durchlauft s — ®(s,t) das radiale Segment zwischen dem Kreis-
punkt 0e’®® und z(t). Die Bildmenge von ® ist der Bereich zwischen der
Kreislinie und der Kurve e im Winkelbereich [©(ax—1), O(ax)], letzteres nach
Voraussetzung (a). Man rechnet fiir & = (Re ®,Im ®) leicht nach [UA], daB

det (d®(s,t)) = [(r(t) — o) (sr(t) + (L — s)o) + osr(t)] O(t) > 0.

& 148t sich natiirlich zu einer C*~Abbildung iiber [0, 1] X [ax_1, ax] hinaus fort-
setzen, indem ), geeignet fortgesetzt wird.

P ist injektiv: Aus ®(s1,t1) = P(s2,t2) folgt t1 = t2 nach Voraussetzung (a).
Wegen |®(s,t)| = s (r(t) — 0)+o ergibt sich dann auch s; = s2. Der Pflasterrand
wird wie in der Figur durchlaufen.

(c) Durch Zusammensetzen der zu den einzelnen Intervallen [ax—1, ax] konstru-
ierten Pflaster erhalten wir offenbar eine Pflasterkette, denn zwei verschiedene
Seiten treffen sich nur langs Radien und werden entgegengesetzt durchlaufen.

O

4 Der Integralsatz von Gaufl

4.1 Der Integralsatz fiir den Einheitswiirfel im IR3

Den dreidimensionalen, offenen Einheitswiirfel bezeichnen wir mit
E? = {(xl,xg,xg) |0 < z1,22,23 < 1} .

Die sechs Seitenflichen des Wiirfels numerieren wir wie folgt durch:
Ey, = {(u,xz,xg) |O<x2,x3<l} (n=0,1)
By, = {(xl,y,xg) |O<x1,x3<l} (r=0,1)

Es, = {(1’1,1‘2,#) |0<x1,x2<1} (n=0,1).

Diese Seiten orientieren wir durch Aus- T3
zeichnung der folgenden Einheitsnor- n=es
malenfelder n: 417
n=—e; auf Ejo, Es1 o
n=e; auf Ej "% Eul o 157
fiir j = 1,2,3. Der Leser mache sich / —22
klar, daf} alle sechs Normalenfelder vom n=e;
Wiirfel weg weisen; wir sprechen vom
dufleren Einheitsnormalenfeld auf - n=—es

dem Rand OE3.
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SaTz. (a) Ist v ein C'—Vektorfeld auf einer Umgebung des abgeschlossenen
Einheitswiirfels [0,1[%, so gilt

divvd®x = vedo.
f J

OE3

Das Integral auf der rechten Seite ist dabei wie folgt definiert:

f v edo ::i:zl: fv-d0: izl: fv-ndo.

OE3 1 p=0 E;, Jj=1p=0 Ej,

(b) Die Behauptung des Satzes bleibt unter den folgenden schwéicheren Voraus-
setzungen richtig: v ist stetig auf [0, 1[5, C!-differenzierbar im Innern E?, und
die partiellen Ableitungen Oxvy sind beschrankt auf E3.

BEWEIS.

Wir legen kanonische Parametrisierungen Aj, : E - E;, der Wiirfelseiten
fest durch

Aso(ur,u2) = (0,u2,u1), Air(ur,u2) = (1,u1,uz),
Aoo(ur,ug) = (u1,0,u2), Azi(ui,u2) = (ug,1,u1),
Azo(u1,u2) = (u2,u1,0), Aszi(ui,u2) = (u1,u2,1)
fiir 0 < wi,u2 < 1. Die Einschrdnkung von A, auf das offene Einheitsqua-

2 . . . . e .. = — _
drat E? ist jeweils eine positive Parametrisierung von Ej,, [UA]. A (u1,uz) =
Aju(u2,u1) liefert eine negative Parametrisierung von Ej,.

Zur besseren Ubersicht fithren wir den Beweis zunichst unter der schirferen
Voraussetzung (a). Wegen n = e; auf E;;1 und n = —e; auf Ejo gilt

J vedo = [ vendo=(-1)"" [ veejdo= (-1)""" [ v;do.

Ejp Ejn m Ejp

Weiter ist

Q)

f vy dx
E3

I
O—
Ct—r

1
(f 8_ (z1, T2, 73) do1 ) dxo dzs
0

(111(1, Z2,23) — v1(0, T2, xd)) dzo dxs

I
O =
Ct—r

(1}1 [e] AIO) (‘72'17 1‘2) dl‘l dCL‘Q

Il
O—
O =
o

1
f ’1)10A11 xl,l‘z)dl‘ldmg -
0

vido + fmdo = fv-do + fvodo.

Ei1 Eio Ei1 Eio
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Analog erhalten wir

fag’vgdSX: f v edo+ f ve do, f83v3d3x: f v edo + f vedo.

E3 Ea1 E2o E3 E3 E3o

Durch Addition dieser drei Gleichungen folgt dann

301
fdivvd3x:f(awl—&—agvg—!—&wd d3 EZ f e do = f vedo.

E3 E3 j=1 p=0 Ej. OE3

Unter den schwicheren Voraussetzungen (b) ist der Beweis (a) wie folgt zu
modifizieren: Nach §23:4.5, 6.4 sind die Funktionen vy jeweils iiber E? inte-
grierbar, und die Integrale lassen sich sukzessiv berechnen, z.B. gilt

11
f O d®x = ff(fawl (z1, T2, 3) dx1 ) dxo dzs .
E3 00

Fiir das innere Integral gilt dabei wegen der Stetigkeit von dyv1 auf E3

1 1—o
f 611)1 (1‘17 x2, $3) dl‘l = hl“% f 811)1 (1‘17 X2, 1‘3) d.l‘l
0 e— o
= lim (v1(1 = 0,2, 23) —v1(0,2,3)) = vi(1,22,23) — v1(0, T2, 23) .
o—
Der Rest des Beweises (a) kann voll {ibernommen werden. |

4.2 Dreidimensionale Pflaster

Wir gehen &hnlich wie bei zweidimensionalen Pflastern vor. Dreidimensiona-
le Pflaster sind differenzierbare Bilder von abgeschlossenen Quadern im R®.
Wir definieren sie so, daf sich mit ihrer Hilfe eine moglichst grofie Vielfalt von
Korpern im Raum darstellen 148t, wie z.B. verbogene Quader, Prismen, Pyra-
miden und geschlitzte Kugeln.

Durch regelméfliges Zusammensetzen von dreidimensionalen Pflastern zu Ket-
ten lassen sich dariiberhinaus kompliziertere Figuren bilden. Auf dreidimensio-
nale Pflasterketten werden wir jedoch nicht eingehen; der Leser kann bei Bedarf
die Definition fiir zweidimensionale Pflasterketten 2.7 unschwer auf den dreidi-
mensionalen Fall {ibertragen.

=10, 1[* bezeichne wieder das offene Einheitsquadrat und E* = ]0,1[> den
offenen Einheitswiirfel. A, seien die in 4.1 eingefiihrten Seitenparametrisierun-
gen des Einheitswiirfels.

DEFINITION. Wir nennen ein Gebiet Q9 C R? ein dreidimensionales Pflaster,
wenn es eine Umgebung U von [0, 1]* und eine C*~Abbildung
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h:U—R3?

gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) Die Einschrankung von h auf E3 ist ein orientierungstreuer Diffeomorphis-
mus (det dh > 0) zwischen dem offenen Einheitswiirfel £% und Qo.

(b) Fir j=1,2,3, pn=0,1 ist die Einschrankung von
D), = hoAy,: [Oa 1] x [07 1} - R’

auf E? entweder eine Parametrisierung der Seite M, := ®;,(E?) als Flichen-
stiick, oder die Jacobimatrix d®;, hat Rang < 1. Im letzten Fall nennen wir
®;, bzw. die Seite M, entartet.

(c¢) Treffen sich zwei nichtentartete Seiten, M;, N My, # 0 fir (j,u) # (k,v),
so fallen sie zusammen und werden durch ®;, und ®;, entgegengesetzt ori-
entiert, d.h. es existiert ein C*-Diffeomorphismus f von E? auf sich mit ®;, =
P, of und detdf < 0.

h: [0,1]> — R? nennen wir eine Pflasterparametrisierung von Qo. Die nach
(b) zugelassene Entartung von Wiirfelseiten unter der Abbildung h erlaubt es,
auch Figuren mit weniger als sechs Seitenflachen als dreidimensionale Pflaster
darzustellen, z.B. quadratische Pyramiden und Prismen. Nach (c) ist das Ver-
kleben zweier Pflasterseiten moglich; auf diese Weise lassen sich die geschlitzte
Kugel und der geschlitzte Zylinder als dreidimensionale Pflaster realisieren.

BEISPIELE UND AUFGABEN.

(a) Zeigen Sie, daBl die Kugelkoor-
dinaten eine Pflasterparametrisierung
der Kugel Kr(0) liefern, die langs der
Halbebene

N = {(x,O,z) | z >0, zGIR.}

geschlitzt ist. Welche Wiirfelseiten Ej,,
degenerieren, welche werden verklebt 7

(b) Geben Sie eine Pflasterparametri-
sierung fiir die quadratische Pyramide.

(c) Desgleichen fiir das nebenstehend
abgebildete Sechsseit.

(d) LaBt sich ein durch die Halbebene
N (N wie in (a)) geschlitzter Kreiskegel
als dreidimensionales Pflaster schrei-
ben?
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4.3 Gauflsche Gebiete

(a) Fir ein dreidimensionales Pflaster Qo mit Pflasterparametrisierung h be-
zeichnen wir wie in 4.2 die Seitenparametrisierungen mit ®;, = h o Aj, und
die Seiten mit M;, = ®,,(E?). Von den nichtentarteten Seiten nehmen wir
alle weg, die gemaf 4.2 (c¢) paarweis verklebt anfallen und bezeichnen die Kol-
lektion der tibrigbleibenden nichtentarteten Seiten mit 0h = {My,..., My}
1<m<e6).

Zum besseren Verstandnis der folgenden Definition betrachten wir als Beispiel
die geméaB 4.2 (a) geschlitzte Kugel Qo = K,(0) \ N. Hier besteht 0h nur aus
My := Mii, das ist bis auf den Nullmeridian die Sphiare 0K r(0). Die iibrigen
Seiten liefern zusammen den Kugelschlitz Kr(0) N N.

(b) Als Gauf3sches Gebiet bezeichnen wir ein beschranktes Gebiet 2, zu dem
es ein Pflaster Qo = h(F3) C Q gibt mit folgenden Eigenschaften (Bezeichnun-
gen wie in (a)):

— Der topologische Rand 99 ist die Vereinigung der |My| € dh,

— Q\ Qo liegt in der Vereinigung der restlichen |Mj,|,

— die M} € 0h sind durch ihre Seitenparametrisierung ®j so orientiert, dafl
der Normalenvektor nach auflen weist.

(Bei naherer Analyse erweist sich die letzte Forderung als tiberfliissig.)

Demnach ist die Vollkugel Kr(0) ein GauBsches Gebiet; o ist die geméiB
4.2 (a) geschlitzte Kugel, die ihrerseits kein Gaufisches Gebiet ist. Ein Pflaster
ohne Entartungen oder Verklebungen ist selbst ein Gaufsches Gebiet. Auch die
Vollkugel kann durch ,, Aufblasen“ eines einbeschriebenen Wiirfels als ein solches
Pflaster erhalten werden , doch ist dies weder einfach noch angemessen.

(¢) Fiir ein GauBisches Gebiet  definieren wir in naheliegender Weise

Jvedo:=3 [ vedo,

aQ k=1 My
Bezeichnungen wie oben. Die Unabhangigkeit von der Parametrisierung h ergibt
sich anschliefend aus dem Gaufischen Satz. Die Integrale auf der rechten Seite
sind fiir jedes auf €2 stetige Vektorfeld endlich, ferner gilt

31

() [vedo=3 > [(vo®;,, 0:®;. x 0:Pj,)duydus.
N j=1p=0 g2

Denn die Integrale fiir die entarteten ®;, sind Null, da 01®;,,02®;, linear

abhéngig sind, und fiir jedes Paar verklebter, also entgegengesetzt orientierter

Seiten heben sich die Integrale weg.

BEMERKUNG. Das Oberflachenintegral {iber die R—Sphére ist also definiert
als das Integral iiber die geschlitzte R—Sphare. Dies entspricht der Konventi-
on §25:2.3.
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4.4 Der Gauflsche Integralsatz
Ist Q C R® ein Gaupsches Gebiet und v ein C'—Vektorfeld auf einer Umgebung

von €1, so gilt

fdivvd3x: fvoclo: fvondo.
Q o0 o0

Hierbei ist n das duflere FEinheitsnormalenfeld auf den Randseiten von 2.

BEMERKUNG. Der Satz gilt auch unter folgenden schwécheren Voraussetzun-
gen: v ist stetig auf Q, C'-differenzierbar in Q, und die partiellen Ableitungen
Orvr, sind beschrankt. Letzteres sichert die Endlichkeit des linken Integrals,
vgl. §23:4.5.

Der BEWEIS verlauft ganz nach dem Muster des zweidimensionalen Falles 2.4.
Wir geben deshalb aus Platzgriinden nur die wichtigsten Schritte an und tiiber-
lassen dem Leser die (zum Teil langlichen) Rechnungen.

Wir wahlen fiir €2 eine Pflasterparametrisierung h und verwenden die Bezeich-
nungen Aj,, ®;,, M;, von 4.1 und 4.2. Weiter setzen wir

air = (voh,dh xdxh), W =aizes+ azser +azie
und bezeichnen das #uBere Einheitsnormalenfeld des Wiirfelrandes 9E® mit N.
(a) Fir festes (4, p) gilt mit A := A, ® := P,

<VO¢', 81@ X 82@) = <WOAA7 81A X 82A> = <WOAA7 N>

Dies ergibt sich durch Anwendung der Kettenregel auf ® = ho A.

(b) Hieraus folgt zusammen mit der Gleichung 4.3 () und dem GaufBischen
Integralsatz fiir den Einheitswiirfel 4.1

fvond0: fw-NdOZ fdivwdsu.
oN JE3 E3

(c) Es gilt
divw = ((divv) oh) - det(dh).

Bei der Herleitung ist 9;0rh = 0x0;h zu beachten.

(d) Die Anwendung des Transformationssatzes fiir Integrale auf den orientie-
rungstreuen Diffeomorphismus h: E* — Q (d.h. det dh > 0) liefert

[vendo = [divwd’u = [ ((divv) oh) |det(dh)| d®*u
o0 E3 E3

= fdivv Px. O
Q



5 Anwendungen des Gaufischen Satzes, Greensche Formeln 525

5 Anwendungen des Gauflschen Satzes, Greensche Formeln
5.1 Der Gauf3sche Integralsatz fiir die Kugel
Nach den Uberlegungen 4.3 und dem GauBschen Satz gilt

J divvd’x = [ vendo
Kg(a) OKR(a)

unter den Voraussetzungen 4.4 iiber v. Dabei ist n das duflere Normalenfeld.

5.2 Aufgabe. Q C R? sei die Pyramide mit der Spitze ez und dem Quadrat
Q= {(x,y,O) | |z] <1,y < 1} als Grundseite. Ferner sei v das Vektorfeld

(x,y,2) — (2, 2%,47). Berechnen Sie zuniichst das Integral fv ¢ do und dann
Q
mit Hilfe des Gauflschen Satzes das Integral f v e do iiber die Mantelfliche
M
M = 9Q\ Q (zu verstehen als Summe der Integrale tiber die vier Mantelseiten).

5.3 Das Volumen als Oberflichenintegral

Zeigen Sie flir Gauflsche Gebiete 2:

VE(Q) = %fxodo.
o0

5.4 Raumwinkel

Das zweidimensionale Pflaster M C R*®\ {0} werde von jedem vom Ursprung
ausgehenden Strahl héchstens einmal und nicht tangential getroffen.

M sei das durch die Zentralprojektion x +— x/||x|| von M auf die Einheits-
sphére entstehende Pflaster und n das vom Ursprung wegweisende Einheitsnor-
malenfeld auf M. Zeigen Sie:

/ % do(x) = A(M;) = Flicheninhalt von M;.
x
A(M:1) heiBlt der vom Ursprung aus gesehene Raumwinkel von M.

Anleitung: Wenden Sie den Gauflschen Integralsatz auf das divergenzfreie Vek-
torfeld

v(x) = x/|x|’

und dem Kegelstumpf €, an, welcher von M, M, = {rx | x € M1} (r < 1)
und Segmenten von Ursprungsstrahlen begrenzt wird.
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5.5 Die vektoriellen Versionen des Gauf3lschen Integralsatzes

Unter geeigneten Differentierbarkeitsvoraussetzungen an die Integranden gilt:

prdSX = fpndo, frotvd3x = fnxvdo.
Q a0 Q o0

Die Integrale werden hierbei komponentenweise gebildet.

BEWEIS als [UA]:

Wenden Sie den Gaufischen Integralsatz auf die einkomponentigen Vektorfelder
w = fe; an und setzen Sie die dabei entstehenden drei Integralformeln geeignet
zusammen. Beachten Sie §24:7.2

5.6 Partielle Integration
Sei Q C R? ein Gaupsches Gebiet. Die Funktionen u,v seien Cl —differenzierbar

in einer Umgebung von ), und eine von thnen verschwinde auf 02. Dann gilt
firk=1,2,3

ov 3 Ou 3
/Ua—xkdx— /axkvdx.
Q Q

BEMERKUNG. Die Formel bleibt richtig unter den schwécheren Voraussetzungen
u,v € C1(Q) N C°(Q), Beschriinktheit der partiellen Ableitungen von u, v auf Q
und u - v = 0 auf 0€Q2.

Beweis als Ubungsaufgabe; beachten Sie den Hinweis in 5.5.

5.7 Die Greenschen Integralformeln
Sei Q C R3 ein Gaufsches Gebiet, und u,v seien C>—Funktionen in einer

Umgebung von 2. Dann gilt

(a) f((Vu,Vv) +uAU) d’x = [udnvdo,
Q a0

M) [ (UAU —UAU) dx = J (wdav — v8au)do.
Q a0

Hierbei ist
Onu(x) := (Vu(x),n(x)), oft auch bezeichnet mit g—z (x)

die Ableitung von v in Richtung des dufleren Einheitsnormalenfeldes n von 02
(§22:3.2).

BEMERKUNG. Die beiden Integralformeln gelten noch unter den schwécheren
Bedingungen: Die Funktionen u, v sind C*~differenzierbar in Q und lassen sich
mitsamt ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig auf Q fortsetzen;
ferner sind die zweiten partiellen Ableitungen beschrankt auf 2. Dies ergibt
sich aus der Bemerkung zum Gauf3schen Integralsatz 4.4.
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BEWEIS.

(a) ergibt sich durch Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf das Vektor-
feld w := wVwv. Denn mit der Produktregel §24:7.2 (c),

divw =div (uVv) = (Vu,Vv) + uAv,

erhalten wir

/((Vu,Vv)+uAv) d’x = /divwd3x = /(w,n)do

Q Q 0
Ov
= do = —do.
/u(Vv,n) 0 /uan 0
90 o)
(b) folgt unmittelbar durch zweimalige Anwendung von (a). O

AUFGABE. Erfillt u # 0 die Voraussetzungen fiir die Greenschen Formeln, ist
ferner u(x) = 0 fir x € 9Q und gilt die Eigenwertgleichung

—Au = \u

auf 2, so ist A positiv.

Hinweis: Multiplizieren Sie die Eigenwertgleichung mit u, und wenden Sie eine
der Greenschen Formeln an.

6 Anwendungen der Integralsitze in der Physik

6.1 Massenerhaltungssatz und Kontinuitéatsgleichung

Seien v(t,x) das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeits— oder Gasstromung
und p(t,x) die Massendichte zur Zeit t an der Stelle x. Die in einem Raumgebiet
) zur Zeit t enthaltene Masse ist gegeben durch das Integral

Jolt,x) d’x.
o

Die pro Zeiteinheit durch den Rand 92 nach auflen flieBende Masse ist

fgv-ndo,
oQ

wobei n das duflere Einheitsfeld von €2 ist.

Massenerhaltung bedeutet somit
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ifg(t,x)cf‘x + [eovendo =0

di Q o0
Zunahme an Abflufl an Masse
Masse in 2 durch 9Q

fiir jedes GauBsche Raumgebiet Q@ C R® und jeden Zeitpunkt ¢. Dies ist die
integrale Fassung des Massenerhaltungssatzes. Zur Herleitung der differen-
tiellen Fassung wenden wir fiir festes ¢ auf das zweite Integral den Gauflschen
Integralsatz an und erhalten

/(% + div(gv)) d’x =0

Q

fiir jedes Raumgebiet 2 und jedes ¢t. Daraus folgt die Kontinuitatsgleichung

do . _
2 +div(pev) =0

als differentielle Fassung des Massenerhaltungssatzes.

Denn wire der Integrand an einer Stelle a von Null verschieden, etwa positiv, so
wire dies auch in einer Umgebung Q = K,.(a) der Fall, also wére das Integral
iiber €2 positiv.

Bei der Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit ist die Dichte g konstant,
also gilt div (pv) = pdivv. Wir sprechen von einer inkompressiblen stationdren
Stromung, wenn g zeitlich und rdumlich konstant ist. In diesem Fall gilt

divv=0.

BEMERKUNGEN. Die vorangehenden Betrachtungen behalten ihre Giiltigkeit
iiber die Hydrodynamik hinaus, beispielsweise kann g die elektrische Ladungs-
verteilung bedeuten. Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung wird auch die zeitab-
héngige Warmeleitungsgleichung hergeleitet.

6.2 Physikalische Deutung von Divergenz und Rotation

Fiir ein C'-Vektorfeld v auf © C R® lassen sich Divergenz und Rotation in
jedem Punkt durch Integralmittelwerte darstellen:

(divv)(a) = lim —

r—0 4mr3

f vendo.
Sr(a)

Hierbei ist Sr(a) = {X ER3||Ix—al = 7“} die r—Sphdre um a, und n ist das
auflere Einheitsnormalenfeld. Fur jeden Vektor e der Ldnge 1 gilt

1
((rotv)(a),e) = llino mc ({le)Vde; dabei ist
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Cr(a,e) = Sr(a)ﬂ{xe]R,3 | (x —a,e) = 0}

der r—Kreis um a senkrecht zu e. Dieser Kreis ist so zu durchlaufen, daf fiir x €
Cr(a,e) die Vektoren e, x—a und der Tangentenvektor in x der Dreifingerregel
gentgen.

Physikalische Deutung. Bei Fliissigkeitstromungen ist f v endo nach 6.1
Sy (a)

die durch den Rand einer kleinen Kugel K, (a) pro Zeiteinheit stromende Fliis-

sigkeitsmenge, der FluBl durch S-(a). Ist dieser positiv (bzw. negativ), so mufl

in K,(a) eine Quelle (bzw. Senke) vorhanden sein. Aus der ersten der beiden

Formeln ergibt sich, da§ div v(a) als Quelldichte an der Stelle a interpretiert

werden kann.

Aus der zweiten Formel ergibt sich die Interpretation von rotv(a) als fla-

chenhafte Wirbeldichte: Das Wegintegral f v edx (Zirkulation langs
Cr(ase)

Cr(a, e)) miBt den Grad der Wirbelbildung um a in der Flidche senkrecht zu e.

BEWEIS.
(a) Fir jede stetige Funktion f auf Q gilt
1 . .
f(a) = lim ———— fd®>x = lim fd3x.
(a) r—0 V3(Kr(a)) K,{a) r—0 4mr3 Krf(a)
Denn wéhlen wir zu € > 0 ein 6 > 0 mit
[f(x) = f(a)| <e fir |x—al <56,
so folgt fir0 <r <4
3 3
@) - s [ f0dx| = | [ (@ - ) dx |
‘ 473 Ko(a) 4mr3 Ko(a)
3 )
Trr3 Ik |f(a)—f(x)|d5x < e.
K (a)

(b) Hieraus folgt zusammen mit dem Gaufischen Integralsatz

(divv)(a) = lli% 47?7”3 Kf(ﬂ) divvd®x = 113% =, S{a) vendo.

(c) Die zweite Identitat folgt ebenso mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes,
angewandt auf die Kreisscheibe K (a,e) mit Normalenvektor n = e und Rand
Cr(a,e):

((rotv)(a),e) = lim L | rotvendo=lim % J vedx. D
Kyr(a,e) r—0 7T Cr(a,e)
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6.3 Das Beschleunigungsfeld einer Fliissigkeitstromung
Bezeichnet v(t,x) die Geschwindigkeit und b(¢,x) die Beschleunigung eines

Teilchens, das sich zur Zeit ¢t im Raumpunkt x € IR® befindet, so besteht die
Beziehung

ov S Ov
i=1 v

Denn ist ¢ — a(t) die Bahn eines Teilchens, so hat dieses zur Zeit ¢ im Raum-
punkt x = «(t) die Geschwindigkeit &(t) = v(¢, a(t)) und damit die Beschleu-
nigung

av

at) = %v(ma(t)) = T (ta) + ; g; (t, (b)) u(t)

b(t,x)

3
ov ov
= E(t,x) + Zla_scz-(t’x)vi(t7x)'

6.4 Der Impulserhaltungssatz fiir ideale Fliussigkeiten

Auf ein deformierbares Medium konnen zwei Arten von Kréaften einwirken,
Raumkrdfte (z.B. Gravitationskrafte) und Oberflachenkrdfte. Erstere lassen sich
durch eine Kraftdichte G(¢,x) pro Masseneinheit beschreiben. Die auf ein raum-
liches Gebiet Q C R? zur Zeit ¢t wirkende Raumkraft ist also durch das vektor-
wertige Integral

3

JG(t,x)o(t,x)d’x = > ei [ Gi(t,x) o(t,x) d°x

Q i=1
gegeben.

Oberflachenkrifte werden bei einer idealen (nicht zéhen) Fliissigkeit durch den
Druck p(t,x) > 0 beschrieben. Greift man zu einem Zeitpunkt ¢ ein Raumteil
Q C R® heraus, so mufl zur Erhaltung des Gleichgewichts auf Q die Ober-
flachenkraft

— [ p(t,x)n(x)do = — iei J p(t,x)ni(x) do,
o9

o0 i=1

wirken, wobei n das duflere Einheitsnormalenfeld von Q ist. Die Druckkraft
greift an jedem Oberflichenelement senkrecht an, weil die Fliissigkeitsteilchen
frei verschiebbar sind.

Bezeichnet b(t,x) den Beschleunigungsvektor des Teilchens, das sich zur Zeit
t an der Stelle x befindet, so wird Impulserhaltung in integraler Fassung be-
schrieben durch das Kraftegleichgewicht
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fgb d3x fQG dPx + f ) do
Q a0

——— h,—/ —_———
Beschleunigungskraft Raumkraft — Oberflichenkraft

fiir jedes Raumgebiet Q2 und jeden Zeitpunkt ¢.

Zur Herleitung der differentiellen Fassung des Impulserhaltungssatzes wenden
wir auf das dritte Integral den Gaufschen Integralsatz in der vektoriellen Fas-

sung 5.5 f pndo = f Vp d®x an und erhalten
o0

f(gb—gG-l—Vp)de =0
Q

fiir jeden Raumteil Q@ C R? und jedes t. Wie in 6.1 folgt hieraus das Verschwin-
den des Integranden ob — oG + Vp.

Driicken wir die Beschleunigung b gemé&fl 6.3 durch die Geschwindigkeit aus, so
ergibt sich die differentielle Form des Impulserhaltungssatzes

1
+Z :G—EVp.

i=1 81"1

Diese drei Gleichungen, zusammen mit der Kontinuitétsgleichung 6.1, sind die
Eulerschen Gleichungen der Hydrodynamik (EULER 1755).

Eine Anwendung der integralen Form
des Impulserhaltungssatzes ist das Ar-
chimedische Prinzip:

€3

Taucht man in eine ruhende Fliissig- e
keit einen Korper ein, so wirkt auf die-

sen eine Auftriebskraft, deren Betrag

dem Gewicht der verdréngten Fliissig-

keit entspricht.

Denn ist g die Erdbeschleunigung und
Q0 der vom Korper eingenommene . nT
Raum, so ergibt sich mit P

VZO, G:_ge37

und dem Impulserhaltungssatz

f(fpn)do = — ng dPx = fggeg, d’x = Aes,
a0 Q Q

dabei ist A = f 09 d®x das Gewicht der verdringten Fliissigkeit.
Q
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6.5 Ebene stationire, inkompressible, wirbelfreie Stréomungen

Wir betrachten die Stromung eines inkompressiblen Gases mit Massenerhaltung
und einem stationéren (zeitlich konstanten) Geschwindigkeitsfeld v(x). Bildet
dieses Feld keine Wirbel, d.h. verschwindet die Zirkulation f v e dx = 0 fiir jede

geschlossene Kurve -, so besteht nach §24:5.4 die Integravbilitétsbedingung
rotv = 0.

Die Inkompressibilitdat bedeutet nach 6.1
divv = 0.

Ist nun die rdumliche Konfiguration in jeder Ebene {z = const} gleich, wie
z.B. beim Modell eines unendlich langen Tragfliigels (vergleiche dazu die Figur
in 3.2), so konnen wir uns auf ein ebenes Modell beschrénken:

v =vi(z,y), wv2=uv2z,y), vz=0.

Wirbelfreiheit und Inkompressibilitdt bedeuten in diesem Fall

Ova ovi 0 ovr v

gz oy -0 o Ty T

Ebene Felder, die diesen Differentialgleichungen geniigen, werden mittels kom-
plexer Rechnung behandelt. Auf diese Weise werden solche Stréomungsprobleme
eine Anwendung der (komplexen) Funktionentheorie, der wir uns nun zuwenden.






Kapitel VII

Einfiihrung in die Funktionentheorie

§ 27 Die Hauptsitze der Funktionentheorie

1 Holomorphie, Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen

1.1 Topologie in der Zahlenebene

Die Auffassung des R? als komplexe Zahlenebene und das Ausniitzen der mul-
tiplikativen Struktur von C geben der Vektoranalysis in R? ein ganz neues
Gesicht. Die daraus entstandene Funktionentheorie ist ein selbstédndiges Gebiet
der Mathematik und ein wichtiges Hilfsmittel der Analysis.

Fiir zwei komplexe Zahlen z1 = x1+iy1, 22 = x2+iys ist |21 — 22| der euklidische
Abstand der Vektoren (x1,%1) und (z2,y2) im IR?. Daher koénnen wir alle topo-
logischen Begriffe des R? auf C iibertragen. So heifit eine Menge M C C offen
bzw. abgeschlossen bzw. kompakt usw., wenn sie als Teilmenge des R? die ent-
sprechenden Eigenschaften hat. Die Konvergenz z, — z bedeutet |z —z,| — 0
oder, gleichbedeutend damit, Rez, — Rez und Imz, — Imz; ndheres dazu
in §7:3.

In der Funktionentheorie betrachten wir komplexe Funktionen
f:Q—=0C, z— f(2),

wobei () stets ein Gebiet in der Zahlenebene C ist. Eine solche Funktion hat
also die Form

z+ iy — u(z,y) +iv(z,y).
BEISPIEL: z =z + iy — €° =e” cosy + ie”siny.

Grenzwerte komplexer Funktionen. Ist U eine Umgebung von a € C und
fin U\ {a} erklart, so schreiben wir

lim f(z) =

z—a

falls lim f(zn) =" fir jede Folge (z,) in U\ {a} mit z, — a, vgl. §21:7.1.

n—oo

BEISPIEL. lir% ezT_l = 1. Denn fiir 0 < |z| < 1 gilt nach §10:1.3
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SATZ. Aus lim f(z) =b folgt insbesondere fir reelle h

li h)="b d li ih) =b.
lim f(a+h)=b wnd lim f(a+ih)
Aus der Ezistenz der Grenzwerte

lim f(z) = b, limg(z) =c
folgt wie im Reellen die Ezistenz der Grenzwerte

tim | £(2)| = [8],

lim (af(z)+,6’g(z)) = ab+ B¢ fir a,B8€C,

z—a

lim f() g(2) = be,

z—a

lim 1(z) = é, falls ¢#0.
z—a g(Z) (&

Das wird genauso wie in § 8 bewiesen [UA]; der Nachweis kann auch durch den
Riickgriff auf den Real- und Imaginarteil gefiihrt werden.

1.2 Stetigkeit von komplexen Funktionen

FEine komplexe Funktion f : & — C heiit im Punkt a € Q stetig, wenn
f(a) = lim f(z). Die ublichen Eigenschaften stetiger Funktionen ergeben sich

aus 1.1.

1.3 Komplexe Differenzierbarkeit
Fine komplexe Funktion f : @ — C heiflit an der Stelle a € 2 komplex

differenzierbar, wenn die komplexe Ableitung

f(a) = Z_Z(“) — i L) = f(@)

z—a zZ—a

existiert. Bevor wir diesen Begriff ndher analysieren, formulieren wir die wich-
tigsten

Eigenschaften der komplexen Differentiation

(a) Ist f an der Stelle a differenzierbar, so ist f dort stetig.

(b) Sind f,g: Q — C an der Stelle a € Q differenzierbar, so existieren auch
die folgenden Ableitungen:

(af +Bg) (a) = af'(a) + Bg'(a) fiir a,€C,
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(f9)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel),
£\ _ f@gla) - fa)g'(a) ,
(E) (a) = L , falls g(a) #0 (Quotientenregel).

(c) Kettenregel. Seig: Q — Q' an der Stelle a differenzierbar und f : ' — C
an der Stelle g(a) differenzierbar. Dann ist fog : Q@ — C an der Stelle a
differenzierbar, und es gilt

(fog) (a) = f'(9(a))g'(a).

Die Beweise zu (a),(b) stiitzen sich auf die Rechenregeln fiir Grenzwerte und
ergeben sich vollig analog zu §9 [UA]. (c) folgt wie in §9:3.2 [0A].
BEISPIELE.

(a) Konstante Funktionen sind iiberall differenzierbar mit Ableitung Null.
(b) Die Identitat z — z ist iiberall differenzierbar mit Ableitung 1.
(c) Jedes komplexe Polynom p(z) = ao+aiz+ ... +anz™ ist iiberall differen-

zierbar und hat die Ableitung p'(z) = a1 + 2a22 + ... + nan,z" "t
d /1 1
2(2) = - = g .

(d) dz (z) 22 ir 270

(e) %ez = e

BEWEIS.

(a) und (b) direkt aus der Definition, (c) und (d) aus den Rechenregeln [07A].

z _ a o z—a _ 1 a
(e) folgt aus € 7C e T ¢ nach 1.1 O
z—a z—a

1.4 Holomorphe Funktionen

Eine Funktion f : Q — C heifit holomorph, wenn f in jedem Punkt von 2
stetig komplex differenzierbar ist, d.h. wenn die Funktion z — f’(z) auf ganz
Q erklart und dort stetig ist.

Alle in 1.3 genannten Funktionen sind holomorph.

Sind f,g:Q — C holomorph, so auch
af +bg fir a,be C,
f 9,
f/g auBerhalb der Nullstellenmenge von g.

Das folgt aus 1.3 und, was die Stetigkeit der Ableitung anbetrifft, aus den Re-
chenregeln 1.1 fiir Grenzwerte.
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SATZ. Eine komplere Funktion
frz=z+iy — u(z,y) +iv(z,y)

ist genau dann holomorph, wenn u und v als reellwertige Funktionen in  C R2
C!—differenzierbar sind und die Cauchy—Riemannschen Differentialglei-
chungen

ou ov ov  Ou

9 oy o~ oy
erfillen. Es gilt dann

Flatin) = Grew) +igh@y) = 5o — i),
[0A]: Verifizieren Sie dies fiir f(z) = 2% und f(z) = €7, vgl. 1.2 (e).
Zeigen Sie mit Hilfe dieses Satzes, dafl z — Z nicht holomorph ist.
BEWEIs.

(a) Sei f holomorph und zo = zo + iyo € Q. Nach 1.1 gilt fiir reelle h # 0

F(z) = lim u(wo 4 h, yo) — u(xo,yo) 4 lim v(xo + h, yo) — v(xo, o)
h—0 h h—0 h

ou . Ov
= £($07y0) Tigs (%0,%0) -
Andererseits ergibt sich fiir th — 0, 0 #h € R

F(20) = lim u(zo, Yo + h) — u(zo,yo) 4 lim v(zo, Yo + h) —v(z0,Yo0)
h—0 ih h—0 wh

=i %% o, 0) + 22 (20, 90)
= By 0, Yo By 0,Y0) -

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil ergeben sich die Cauchy—Riemann-
schen Differentialgleichungen. Die Stetigkeit von z — f’(z) ist dquivalent zur
stetigen Differenzierbarkeit von v = Re f und v = Im f.

(b) Seien u,v : R?> D Q — R stetig differenzierbar, und die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen seien erfiillt. Dann gilt an jeder festen Stelle zp =
zo+iyo € Q und fir h=s+1it, |s|,|t| < 1

f(zo+h) = u(xo+s,y0+t) +iv(zo+ s,y0 + t)
= u(zo,Y0) + Ozu(wo, yo) s + Oyu(xo,yo) t +71(s,1)
+ i (v(wo, yo) + wv(w0,y0) 8 + Dyv(w0,yo) t + 72(s, 1))

mit
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t t
7"1(8, ) — lim TQ(Sa )
[hl—0  |h] Ih[—0  |h]

= 0.

Mit 7(s + it) := ri(s,t) +ira(s,t) und Jyu = —9zv, yv = dyu erhalten wir
also

f(z0+h) = f(z0) + (Oxu(wo,y0) + i Dxv(w0,90) ) (s +it) + 7(h)
und daraus fir h =s+ it #0

flzo+h) — f(z0) _ Ou O r(h) o r(h)
h —ax(wo7y0)+lax($o,yo)+ h mit }IL% 5 = 0.

Hieraus folgten die Differenzierbarkeit von f an der Stelle zp, die behauptete
Formel fiir f'(20) und die Stetigkeit von 2o — f’(z0). O

1.5 Holomorphe Funktionen und ebene Stromungen

Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen bedeuten, dafl die Vektor-
felder (u, —v) und (v,u) divergenzfrei sind und die Integrabilitatsbedingungen
erfiillen.

Ist umgekehrt (v1,v2) das Geschwindigkeitsfeld einer ebenen, stationéren, in-
kompressiblen und wirbelfreien Stromung (vgl. § 26:6.5), so sind die Funktionen

z+ iy — vi(x,y) —ive(z,y) und z+ iy — v2(z,y) +ivi(z,y)

holomorph.

1.6 Das Verschwinden der Ableitung
Ist f in Q holomorph und gilt f' =0, so ist f konstant.

Das folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fiir den Real- und Imaginaranteil
in §22:3.5.

2 Komplexe Kurvenintegrale und Stammfunktionen

2.1 Stiickweis glatte Kurven in C

Ein ebenes C'~Kurvenstiick 7 beschreiben wir durch eine Parametrisierung
t—z(t)=x(t)+iyt), a<t<b.

Die Tangentenvektoren einer Parametrisierung haben die komplexe Darstellung
2(t) := ©(t) + iy (t). Abweichend vom bisherigen Gebrauch bezeichnen wir jede
gleich orientierte Umparametrisierung ebenfalls mit . Somit steht « fiir ein ori-
entiertes Kurvenstiick, vgl. §24:4.3. Das umgekehrt durchlaufene Kurvenstiick
bezeichnen wir mit — .
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Die Léange von v ist gegeben durch
b

L(y) = [Va®)?2 +9t)2 dt = [ |2(t)]dt.

Eine stiickweis glatte Kurve oder ein stiickweis glatter Weg ~ ent-
steht durch Aneinanderhéngen von orientierten C'~Kurvenstiicken 1, ..., v,
vgl. §24:4.4. Wir schreiben

Yy=m+ ... +In~.
Die Lange von 7 ist definiert durch
L(y) = Lm)+ ... + L(y~) -

Den im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen Kreis {|z — zo| = r} bezei-
chnen wir mit Cr(20). Als Parametrisierung wahlen wir meistens

tzo+re’ (0<t<2m).
Bei entgegengesetzter Durchlaufung im Uhrzeigersinn schreiben wir —C'(z0).
Kettenregel. Ist f holomorph in Q und t — z(t) C'-differenzierbar mit
2(t) € Q, so gilt

d .
2 TG0) = J'(=0) ).
BEWEIS.

Wir setzen f(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y), 2(t) = z(t)+iy(t). Mit der Kettenregel
(vgl. §22:3.2) und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt
sich (wir unterdriicken der Ubersichtlichkeit halber Argumente):

%(f(z(t)) = % (u(w(t),y(t)) + iv(x(t),y(t)))
_ ou . ou . . Ov ov
N (% * 23—”) (@ +1i9) = f'(2() £(t) O

2.2 Komplexe Kurvenintegrale
(a) Fur F(t) =U(t)+ iV (t) mit stetigen Funktionen U,V : [a,b] — R setzen
wir
b b b
JF(t)ydt .= [U®@)dt+i [V(t)dt.

a a

Aus dem Hauptsatz folgt fir U,V € C'[a, b]

be(t) dt = F(b) — F(a) mit F@)=U@t)+iV(t).
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(b) Sei f:Q — C stetig und 7 ein durch z: [a,b] — C gegebenes orientiertes
C!'-Kurvenstiick in Q. Dann definieren wir das komplexe Kurven— oder Weg-
integral durch

b

[F(z)dz == [ f(2(t) 2(t) dt.

a

Dies macht Sinn, denn wie in §24:4.3 ergibt sich, dafi die rechte Seite fiir jede
positive Parametrisierung von 7 denselben Wert hat, und dafl bei Anderung
des Durchlaufsinns das Vorzeichen wechselt,

J f(2)dz = — [ f(2)d=.
(c) Fir stiickweis glatte Wege v =1 + ... + 7~ setzen wir
[ f(z)dz == [ f()dz+ ...+ [ f(z)dz.

In der Literatur findet sich fiir geschlossene Wege v auch die Bezeichnung
§ f(z)dz.
5
SATZ. Das Kurvenintegral ist linear:
J(af(z)+bg(2))dz = a [ f(z)dz+b [ g(z)dz fir a,beC.
Y Y Y

Des weiteren besteht die Integralabschdtzung

| [f(z)dz | < ML(y),

falls |f(2)| < M auf der Spur von ~.
BEWEIS.
Der Nachweis der ersten Behauptung ist eine leichte [TA].
Es geniigt, die zweite Behauptung fiir C'~Kurvenstiicke zu zeigen. Sei
Ft) := f(z(t)2(t) = U@E)+:iV(¢t).
Die Polardarstellung des Kurvenintegrals sei [ f(z)dz = re’¥. Dann gilt
v

b

|ff(z)dz| = |fF(t)dt| =r = Re(r) = Re (e_i‘”fF(t)dt)

a
b

JRe (e7 F(t)) dt < fb|e_wF(t)| dt

a

b b
JIF@)|dt < [ M]|z(t)|dt = ML(v). ]

a
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2.3 Zuriickfithrung auf vektorielle Kurvenintegrale im IR>

Sei f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y) stetig in Q und v ein Weg in Q. Dann gilt

[ f(z)dz = [(udz—vdy) + i [ (vdz +udy)

b
:ffoclx—i—ifgoclx
nd nd

mit den Vektorfeldern f = (u,—v) und g = (v,u), vgl. 1.4.

Ist f insbesondere holomorph in §2, so erfillen beide Vektorfelder die Integrabi-
litatsbedingungen.

Dieser Satz erlaubt die Ubertragung der Ergebnisse von §24:5 iiber Weg-
unabhéngigkeit und Existenz von Potentialen auf komplexe Kurvenintegrale.

Der Beweis ist eine einfache [0A].

2.4 Kurvenintegrale iiber Kreislinien

Fiir das Kurvenintegral {iber die Kreislinie Cr(z0) in der Standardparametri-
sierung t — zo +re’ (0 <t < 27) ergibt sich

| fz)dz = iTQfo (20 +re)edt.
0

Cr(z0)

2.5 Die Grundformeln der Funktionentheorie

Cr(z0)

| (z—20)"dz =0 fiiralle n€Z mit n# —1.

Cr(z0)
BEWwWEIS.
27
(z—20)" dz = ir [ (re“)ne“ dt
Cr(z0) 0

27
_ ,L-,rn+l fei(n+1)t dit
0

27
= ir™*" [ (cos(n + 1)t + isin(n + 1)t) dt
0
0 fir n+1#0,
2mi fir n+1=0.
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2.6 Stammfunktionen

(a) SATz. Sei f : Q — C eine stetige Funktion, fir die das kompleze Kurven-
integral wegunabhdngig ist, d.h.

[ f(z)dz= [ f(2)dz

fur je zwei Wege v1,v2 tn Q mit gleichen Anfangs— und Endpunkten.

Wir wahlen einen festen Punkt zo € ) und setzen
F(z) = f fw)dw = ff(w) dw,
20 ¥

wobei v irgend eine Verbindungskurve in  von zo nach z ist. Dann ist F' holo-
morph und eine Stammfunktion fir f, d.h. F'(z) = f(2) fir alle z € Q.

BEWEIs.
Schreiben wir F(z) = U(z,y) + iV (z,y) fir z = x + iy, so gilt nach 2.3
U(z,y) = f(udx—vdy), Viz,y) = f(vdx+udy).
D) Z0

Nach Voraussetzung sind die Vektorfelder (u, —v) und (v,u) konservativ, also
liefern U und V jeweils zugehdrige Stammfunktionen nach §24:5.2. Das bedeu-
tet, daB U und V jeweils C'~Funktionen auf Q sind mit

ou_, eu__, v _ - wv_.
or 7 9y o9 ) oy

Damit erfiillen U und V die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen.

Nach 1.3 ist F' holomorph, und es gilt

F'(o+iy) = 90 (09) +i 90 (@,0) = u(e,y) +iv(e,y) = [ +iy). O

(b) FOLGERUNG. Ist Q ein einfaches Gebiet und f holomorph in €, so besitzt
f in Q eine Stammfunktion F', und es gilt

[ f(z)dz=0

fir jeden geschlossenen Weg v in ).

BEWEIS.
Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen die Vektor-
felder (u, —v) und (v,u) die Integrablitdtsbedingungen §24:5.5. Daher ist das
Integral

[ f(z)dz = [(udz —vdy) + i [(vde +udy)

Y Y Y
wegunabhéngig, und wir erhalten wie oben eine Stammfunktion F'. O
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2.7 Der komplexe Logarithmus
(a) Die komplexe Exponentialfunktion z — exp(z) = e* ist nicht injektiv, denn
es gilt nach §5:9.2

e =e¥ <= 2z =w+2min flirein ne€Z.
Trotzdem konnen wir einen ,Logarithmus® als Umkehrfunktion bilden, der al-
lerdings aus unendlich vielen ,Zweigen“ besteht.

Ist © ein einfaches Gebiet mit 0 & €2, so heifit eine in 2 holomorphe Funktion
F ein Zweig des Logarithmus, wenn

e = 2 fiir alle z € Q.
Fiir n € Z liefert auch F + 2win einen Zweig wegen exp(27in) = 1.

Notwendig gilt fiir einen Zweig F
F’(Z) _ 1

PR
denn aus z = exp(F'(z)) folgt nach der Kettenregel
1 = exp'(F(2))F'(2) = exp(F(2))F'(2) = 2F'(2).
Wir geben nun einen Zweig des Logarithmus als Stammfunktionen von % an.

(b) Die geschlitzte Ebene C\R_ = {z =7 | r > 0, -7 < ¢ < 7} ist
sternformig, also einfach, und enthélt nicht den Ursprung. Auf dieser ist nach
2.6(b) die Stammfunktion F von 1 mit F(1) =0 gegeben durch

F(z) = [49% 4 eine Verbindungskurve von 1 nach z in €\ R_.

w
Y

Diese heifit Hauptzweig des Logarithmus und wird mit log bezeichnet.
Wihlen wir fir z = re® mit r > 0, A
—m < ¢ < m den skizzierten Weg
Yo =V + 7 mit
={1+s(r—1)|0<s<1},
Yo = {ret™ |0 <t <1},
so ergibt sich

logz = logr +ip.

Es folgen die Eigenschaft eines Zweiges und die Umkehreigenschaft
€8 =7 fir z€ C\R- und loge” =w fir |[Imw|<7.

(c) Sarz. Auf jedem einfachen Gebiet Q mit 0 ¢ Q gibt es unendlich viele
Zweige des Logarithmus. Diese unterscheiden sich um ganzzahlige Vielfache von
271.
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BEWEIS.
Wir fixieren ein zp € Q\ R_. Nach 2.6 (b) existiert eine Stammfunktion F' von
% mit F(zo) = log zo. Es folgt

4 (1P = L o) PO PG = (— g 4 ) 6" = 0,
also gilt nach 1.6 fiir alle z € Q

L oF() = const = L (200 = L glogzo — 1
z z0 z0

Nach (a) ist auch F + 27win fir n € Z ein Zweig des Logarithmus.

Ist umgekehrt G ein Zweig des Logarithmus, so gibt es wegen e®*) = z = ¢f'*)

zu jedem z € € eine ganze Zahl n(z) mit G(z) = F(z) + 2win(z). Da
2z n(z) = = (G(z) —F(z))

27

stetig und ganzzahlig ist, folgt die Konstanz von n(z). 0O

2.8 Zweige der Quadratwurzel

In der geschlitzten Ebene 2 = C\ R_ gibt es genau zwei holomorphe Funktio-
nen fi, fa mit (f1(2))” = (f2(2))" = =.
Geben Sie f1, fo mit Hilfe des komplexen Logarithmus an.

2.9 Kompakte Konvergenz und Vertauschung von Integral und Limes

(a) Essei fn:Q — C eine punktweise konvergente Folge beschrankter Funk-
tionen mit einer beschréankten Funktion f : 2 — C als Grenzwert. Wir sprechen
von kompakter Konvergenz, wenn zuséatzlich gilt

If = fallz — 0 fiir n — oo und jede kompakte Teilmenge K C 2.
Hierbei ist ||g], = sup{lg(2)| | z € K'}.

SATZ. Bei kompakter Konvergenz ist die Grenzfunktion f = lim f, ebenfalls

stetig auf 2, und fir jeden Weg ~ in Q gilt
[ f(z)dz = lim [ fu(z)dz.
¥ Ty

BEWEIS.

Nach Voraussetzung konvergiert die Folge f, auf jeder kompakten Teilmenge
K C Q gleichméafig gegen f, woraus sich wie in § 12:3.1 die Stetigkeit von f auf
K ergibt. Die Stetigkeit in einem beliebigen Punkt zo € 2 folgt hieraus durch
die Wahl K = K,(z0) C Q. Da die Spur von v kompakt ist, folgt nach 2.2 (c)

| [f(z)dz = [ fa(z)dz | < | [(f(2)=fa(2))dz | < |If = full, L(y) — 0. O
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(b) Ein wichtiges Beispiel fiir kompakte Konvergenz liefern die Partialsummen

von Potenzreihen: Eine in © = Kr(z0) konvergente Potenzreihe Y an(z — z0)"
n=0

1

konvergiert mitsamt der gliedweis abgeleiteten Reihe > nan(z—20)""" gleich-

n=0
mafig auf jeder kompakten Menge K C Q (§12:2.7 mit » = R —dist (K, 99)).

3 Analytische Funktionen

3.1 Gliedweise Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Besitzt eine Funktion f eine Potenzreihendarstellung
f(z) = 3 an(z — 20)"

fir |z —z0l < R mit 0 < R < oo, so ist f dort beliebig oft komplex differen-
zierbar. Die Ableitungen f', f”,... ergeben sich durch gliedweise Differentiation
der Reihe.

BEWEIS.

(a) Nach 2.9 ist g(z) := -t

nan(z —20)"" " stetig, und es gilt

HMS

(%) fg( )dw = Elnanf w— z0)" ! dw

fiir Jeden Weg v in Q = Kgr(z0). Wir zeigen, dal f eine Stammfunktion von g
ist.

Das Kurvenintegral fiir die holomorphe Funktion z — (z — zo)T“1 ist wegun-
abhingig, da  ein einfaches Gebiet ist (2.6 (b)). Also ist auch das Kurveninte-
gral iiber die stetige Funktion g wegunabhingig wegen (x), d.h. g besitzt eine
Stammfunktion nach 2.6 (a). Diese berechnen wir durch Integration lings der
Strecke v, von 2o nach z mit der Parametrisierung

2(t) =20 +t(z—20), 0<t<1.
Wir erhalten mit 2(t) = z — 2o
1 L .
J (= z0)"Vdw = [N = zo) dt = (5 — o) [ ¢t = 2T
iz 0 P n
Aus (x) ergibt sich

(2 = 2z0)"

J g(w)dw = inanT = f(2) —ao.
Yz n=1

Nach 2.6 (a) folgt g(z) = L (f(z) —ao) = f'(2).
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(b) Dasselbe Argument, angewandt auf f'(z Z (z — 20)" %, ergibt

f"(z) = > n(n —1)an(z — 20)" 2. Die Behauptung folgt so per Induktion. O
n=2
3.2 Analytische Funktionen

Eine Funktion f : @ — C heifit analytisch, wenn es zu jedem zo € ) eine
Kreisscheibe Kgr(z0) C  gibt, so dal f in Kr(z0) eine Potenzreihenentwick-
lung

besitzt.

Nach 3.1 ist eine analytische Funktion f beliebig oft komplex differenzierbar in
Q. Die Koeffizienten der Reihenentwicklungen sind eindeutig bestimmt:

£ (20)

| flir n=0,1,....
n!

an —

Denn es gilt

FOE) = S k(k—1) - (k—n+ ) ap(z — z0)" "

k=n
fiir |z — z0| < R nach 3.1, woraus f(™(z0) = n!a, folgt.

Zeigen Sie: Mit f, g sind auch alle Linearkombinationen und das Produkt
f - g analytisch in Q. Verwenden Sie fiir f-g das Cauchy—Produkt.

3.3 Der Identititssatz fiir analytische Funktionen

Zwei analytische Funktionen f,g:Q — C sind schon dann identisch, wenn sie
auf einer Folge (zn) mit zn — 20 € Q und zn # zo tUbereinstimmen.

BEWEIS.
(a) Nach Voraussetzung gibt es ein R > 0 mit

[e'e]

Z Z_Zoka g(Z):

k=0 k

bk(z — Zo)k fir z € KR(Z()) .

gk

0

Wir zeigen zunéchst ax = by fiir alle k > 0, also f(z) = g(z) in Kgr(z0).
Angenommen, das ist nicht der Fall, so setzen wir m = min{k > 0 | ax # bx}.
Dann gilt

f(z) —g(z) = (z—20)™ i ce(z—20)F mit co = am —bm #0.
k=0
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Die Funktion

0

hz) = 3 exlz — z0)*

k=0
ist holomorph, also stetig. Daher folgt lim h(z) = h(z0) = co. Damit ergibt

z—2z0

sich aber ein Widerspruch:

0 # co = lim h(zn) = lim M =0.

n—oo n— oo ( ZO)m

(b) Sei 21 ein beliebiger Punkt in ©Q und ~: [0, N] — Q ein polygonaler Weg,
der zo und 21 in Q verbindet: v(0) = z0, Y(N) = 2z1, vgl. §21:9.1, 9.4. Dieser
verlauft ein Stiick weit in Kr(z0), etwa fiir 0 <t < § (Stetigkeit von 7). Fir

s0 = sup {5 € [0,N] | £(4(1)) = g(x(0)) fiir t€o,s]}

gilt also so > 0. Daher gibt es Zahlen ¢, < so mit ¢, — so, y(tn) # 7(so) und
F(v(tn)) = g(v(tn)). Wie in (a) folgt, daB es ein 7 > 0 gibt mit f( ) = g(2)
in Kr(v(s0)). Ware so < N, so ergibe sich wie oben ~(t) € K,(v(so)) fiir
so <t < 61 im Widerspruch zur Supremumseigenschaft von sg. Also ist so = N,
insbesondere f(z1) = g(z1). O

3.4 Beispiele
(a) Fiir festes w € C ist f(z) = ﬁ analytisch in Q = C\ {w}.

Denn ist zo € Q, so gilt fur |z — 20| < R := |w — 20|
1 1 1 1 _ i (z—z0)"
w—2z  w—z204+20—2 w—z20 1-— 2=20 = (w—zo)ntt
w—z( =

(b) € ist analytisch in der ganzen Zahlenebene wegen

e? = e%0e?T70 — i ﬁ(z—zo)"
= n!

3.5 Nullstellen analytischer Funktionen
Sei f auf Q0 analytisch und nicht konstant.

(a) Ist zo € Q eine Nullstelle von f, so gibt es ein k € IN und in einer Umge-
bung von zo eine holomorphe Funktion g mit

f(z) = (2 —20)"g(2), g(z0) # 0.
Die Zahl k heifst Ordnung der Nullstelle 2.
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(b) Genau dann hat f an der Stelle zo eine Nullstelle k—ter Ordnung, wenn

f(z0) = f'(20) = ... = fF D (20) =0, f®(20) £0.
(¢) In jeder kompakten Teilmenge von Q2 hat f héchstens endlich viele Null-
stellen.

BEWEIS: mit Hilfe von 3.1, 3.2, 3.3.

4 Der Cauchysche Integralsatz
Wir geben fiir diesen fundamentalen Satz zwei Varianten.

4.1 Der Cauchysche Integralsatz fiir einfache Gebiete

Ist f holomorph in einem einfachen Gebiet 2, so gilt
[ f(z)dz =0
5

fir jeden geschlossenen Weg ~ in Q.
Das besagt die Folgerung (b) von 2.6.

Wir nennen einen geschlossenen Weg

in Q) einfach gelagert, wenn es ein

einfaches Teilgebiet Q' C Q gibt, das Q
die Spur von v enthélt (Fig.).

Als FOLGERUNG aus dem Cauchyschen
Integralsatz ergibt sich

[ f(z)dz =0
5
fiir jede in Q holomorphe Funktion f und jeden einfach gelagerten Weg ~y.
BEMERKUNG. Der Kreisring Q = {¢ < |z| < R} ist kein einfaches Gebiet, denn
fiir jedes r € Jo, R] gilt f 27tdz = 273 nach 2.5.
Cr(0)

Dies zeigt auch, daf§ die Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz fiir nicht
einfache Gebiete verletzt sein kann.

4.2 Die Pflasterversion des Cauchyschen Integralsatzes

Ist f holomorph in , so gilt

J f(z)dz =0

oM

fiir jede Pflasterkette M mit |M| C Q.
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Das folgt aus dem Integralsatz von
Stokes §26:3.3, da wir das komplexe
Kurvenintegral nach 2.3 auf vektorielle U
Kurvenintegrale zuriickfithren kénnen.

In der nebenstehenden Konfiguration

ist v zusammen mit —C'(z0) der Rand

OM einer Pflasterkette M. Fiir jede in

der gelochten Ebene C\ {z0} holomor-

phe Funktion f gilt daher
[F@)ds = [ f(z)dz = [ f(z)dz =0,
v Cr(z0) oM

also

ff(z)dz = f f(z)dz.
2l Cr(20)
Das ist eine typische Situation, die wir im folgenden genauer betrachten.

4.3 Einfaches Umlaufen eines Punktes

(a) Wir erinnern an die Definition §26: 3.6, die wir hier folgendermaflen fassen:
Ein geschlossener Weg v = 1 + ... + yn in der gelochten Ebene C\ {0}
umliauft den Ursprung einfach positiv, wenn seine Spur von jedem Strahl
{te™ |t > 0} in genau einem Punkt z(y) getroffen wird, und wenn ¢ — z(¢)
eine positive Parametrisierung von -~ ist. Dabei verlangen wir, dal die &
orientierte C2-Kurvenstiicke sind.

Das Innere von v ist die Menge {rz(¢) |0 <r <1, 0<¢ < 27w},

(b) Ein geschlossener Weg 7 in C \ {20} umléuft den Punkt zy einfach po-
sitiv, wenn der verschobene Weg ~v — zp den Ursprung einfach positiv umléauft.
Es ist klar, wie das Innere jetzt zu verstehen ist.

Im Beispiel 4.2 umlauft v den Punkt zo einfach positiv.
Ein Kreis C(a) umlduft jeden seiner inneren Punkte einfach positiv [TA].

Aus dem Pflastersatz §26:3.6 ergibt sich: Umlauft v den Punkt zo einfach
positiv, so sind wie im Beispiel 4.2 fiir hinreichend kleines r die beiden Kurven
~vund — Cy(20) der Rand OM einer Pflasterkette M, die das Ringgebiet zwischen
den beiden Kurven ausfiillt.

4.4 Homologiesatz

Sei f im gelochten Gebiet Q \ {20} holomorph, zo € Q. Die Kurve v liege
mitsamt ihrem Inneren in € und umlaufe den Punkt zo einfach positiv. Dann
gilt fir hinreichend kleines r > 0:

ff(z)dz: f f(z)dz.

Cr(20)
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BEMERKUNG. Allgemein nennen wir zwei geschlossene Wege 71 und 72 homo-
log in 2, wenn

ff(z)dz = ff(z)dz

fiir jede in Q holomorphe Funktion f. Die Wege v und C;(20) sind also homolog
in Q\ {20}.

5 Die Cauchysche Integralformel und ihre Konsequenzen

5.1 Die Cauchysche Integralformel fiir Kreise

Sei f holomorph in Q und K,(z0) C Q. Dann gilt

1w
10 = 5 [ 2
Cr(ZO)

fiir alle z € Kr(z0).

Die Werte von f im Innern des Kreises
K, (z0) sind also schon durch die Werte
von f auf der Kreislinie festgelegt.

BEWEIS.
Y1

Sei z ein fester Punkt in K, (z0) und
e > 0 so gewahlt, daB K.(z) C K, (20).
Die Funktion
f(w) = [(2)

w—z
ist dann holomorph in Q\ {z}.

Die den Punkt z einfach positiv umlaufenden Kreislinien v1 = C:(z) und o =
Cr(z0) sind homolog im gelochten Gebiet Q2 \ {z} nach 4.4. Also gilt

/ Jw) = fG) / 1)~ ) g,

w—z
Cr(z0) Ce(2)

Yo

w

Der Integrand ist fiir w # z stetig und hat fiir w — 2 den Grenzwert f'(z). Also
ist er beschrankt fiir |w — 20| < r, w # 2. Bezeichnen wir die Schranke mit M,
so gilt

flw) = f(2) dw‘ fw) = 1) 4, < 2meM

w—z

Cr(20) Ce(2)

fiir jedes € > 0. Es folgt
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Cr(zo0) Cr(z0) Cr(z0)

Wegen der Homologie von C.(z) und Cr(20) in Kr(z0)\{z} gilt schlieBlich nach
den Grundformeln 2.5

/ dw :/ dw — omi. -
w— z w—z

Cr(20) Ce(2)

5.2 Die Cauchysche Integralformel fiir einfach positiv umlaufende
Wege

Sei v ein geschlossener Weg, der jeden von thm umschlossenen Punkt einfach
positiv umlauft (vgl. 4.4). v liege mitsamt seinem Innern in einem Gebiet 0, in
welchem f holomorph ist. Dann gilt

16) = 57 [ 2 a0

fur alle Punkte z im Innern von ~.

Denn sei z im Innern von . Nach 4.4 gibt es ein € > 0, so dal C.(z) beziiglich
Q \ {z} homolog zu ~ ist. Die Behauptung folgt jetzt aus dem Homologiesatz
aus 5.1 mit zo =2z, r =-¢.

5.3 Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen
Jede in einem Gebiet Q) holomorphe Funktion f ist analytisch in ), insbesondere

beliebig oft komplex differenzierbar.

Der Konvergenzradius der Reihenentwicklung f(z) = > an(z —20)" wm einen

it

Punkt zo € Q ist mindestens R = dist (z0,09).
Fir die Koeffizienten an gelten die Cauchy—Formeln

™) 1 / f(2)
Tl 2m (

n! T oomi z — zo)"H!

Cr(z0)

an dz
fir jedes r mit 0 <r < R.

BEWEIS.
Sei 0 < r < R,d.h. K,(z0) C Q. Dann gilt nach der Cauchyschen Integralformel

f@):%/ I 4y fin ozl <.

Cr(z0)
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Nach 3.4 (a) 1a8it sich ﬁ fir |z — 20| < |w — 20| in eine geometrische Reihe

entwickeln:

1 _ i (z—2z0)"

Fiir festes z mit |z — zo| < r konvergiert die Reihe

Jw) _ &,y f@w)
w— _nz::O( 2 (w — zo)"H!

auf der Kreislinie {|w — zo| = r} gleichmé&Big beziiglich w, denn mit

|z — zo| <

M :max{|f(w)\||w—zo\:r} und o= 1
gilt

fw)(z=20)"| - M ,

‘ﬁ S

Daher ist gliedweise Integration erlaubt und liefert

10 = g [ 2w /Z A

Cr(z0) Cr(zo)nf
S w1 f(w)
= — [ — 7  _dw. O
Z (2 = 20) 2 / (w — zg)nt! v
n=0 Cr(20)

5.4 Der Identititssatz fiir holomorphe Funktionen

Stimmen zwei holomorphe Funktionen f,g : Q2 — C auf einem in Q gelegenen
Kurvenstick tiberein, so sind sie identisch.

Die Gleichheit folgt schon, wenn es eine gegen zo € S strebende Folge (zn) gibt
mit zn # 20 und f(zn) = g(2n).

Denn nach 5.3 sind beide Funktionen analytisch, also kénnen wir den Identitéts-
satz fiir analytische Funktionen 3.3 anwenden.

5.5 Zur Fortsetzung reeller analytischer Funktionen
(a) Die einzige Moglichkeit, die reelle Exponentialfunktion holomorph ins Kom-

plexe fortzusetzen, ist gegeben durch

. o0 TL
= T = e’(cosy +isiny) = E —' fir z=xo+1y.
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Denn e ist holomorph in C. Eine andere holomorphe Fortsetzung kann es nicht
geben: Sind zwei Funktionen in einem Gebiet 2 holomorph, welches einen Ab-
schnitt der reellen Achse enthélt und stimmen Sie auf diesem Abschnitt iiberein,
so stimmen sie nach 5.4 auf ganz (Q {iberein.

(b) Entsprechend besitzen die trigonometrischen Funktionen cos und sin ein-
deutig bestimmte analytische Fortsetzungen

iz —iz 00 2n

cosz = % = nE::O (=" (;n)‘ (komplexer Kosinus),
ezz _ e—iz oo 22n+1

sinz := — = nz::O (—1)”m (komplexer Sinus).

Denn die Reihen konvergieren fiir alle reellen z, also ist der Konvergenzradius
R = oo, somit konvergieren sie in der ganzen Ebene und stellen holomorphe
Funktionen dar.

Aus dem Identitatssatz folgen sofort die Additionstheoreme, der Satz von Py-
thagoras

cos’z+sin?z=1
und
cos(z+2mn) = cosz, sin(z+2mn) = sinz fur alle n € IN.

Zeigen Sie: sinz =0 <= z=nm mit n € Z.
(¢) Fir den Hauptzweig des Logarithmus 2.7 gilt

G

NgE:

log(1+42) = = fur |z <1.
n=1 n

Denn die linke und die rechte Seite sind holomorph fiir |z| < 1 und stimmen fiir
reelle z € ]—1, 1] mit dem reellen Logarithmus log(1 + z) iiberein.

6 Ganze Funktionen und Satz von Liouville

6.1 Abschitzung der Koeffizienten einer Reihenentwicklung

[ee]

Sei f(z) = E an(z — 20)" fir |z — z0| < R. Fiir 0 <r < R setzen wir
n=0
M(f,r) = max {|f(2)| | |z — 20| =7} .
Dann gilt
M
lan| < M) fir n=0,1,2,....

rn
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BEWEIS.

f ist holomorph fiir |z — 20| < R nach 3.1. Aus der Potenzreihenentwicklung 5.3
und der Integralabschétzung 2.2 folgt

_ L f(z)
ol =g | [ e

Cr(zo0)

1 M(f,r) M(f,r)
< —2 = . Od
- 27 i pntl rn

6.2 Ganze Funktionen

Eine auf ganz C holomorphe Funktion heifit ganze Funktion. Nach dem
Satz 5.3 iiber Potenzreihenentwicklungen besitzen solche Funktionen eine tiber-
all konvergente Reihenentwicklung

fz) = i anz" .
n=0

BEISPIELE: Polynome, die komplexe Exponentialfunktion, komplexer Kosinus
und Sinus, vgl. 5.5 (b).

6.3 Satz von Liouville. Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

BEWEIS.

Sei f:C — C holomorph und |f(z)| < M fiir alle z € C. Dann besitzt f eine
iiberall konvergente Reihenentwicklung

Fiir die Koeffizienten a, gilt nach 6.1
M
lan| < s fiir jedes r > 0.
Fir r — oo folgt a, =0 fur alle n € N, also f(z) = ao. d

6.4 Der Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nichtkonstante Polynom p(z) = ao+ ... +anz" (an #0, n > 1) zerfallt
in Linearfaktoren

p(2) = an(z = A1) (2 = A2) --- (2 = An)

mit Ai,...,A\n € C.

BEWEIS.

(a) Wegen ‘ llim pz(i) = |an| > 0 gibt es ein R > 0, so daf}
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p(z)

1
> Zlan| > 0 fir |z2| > R.
" 2

Hieraus folgt

1 2

— < —— =M fir |z| >R.
Ip(2)] ~ lan| R"

(b) Angenommen p(z) # 0 fiir alle z € C. Dann ist f = 1/p eine ganze
Funktion. Diese ist nach (a) beschrankt fiir |z| > R und als stetige Funktion
auch fiir |z| < R beschrankt. Nach dem Satz von Liouville folgt, daf$ f und
damit auch p konstant sind, ein Widerspruch. Also besitzt p wenigstens eine
Nullstelle A1 in C.

(¢) Im Fall Grad (p) > 2 ist p(z) = (z — A1)g(z) mit Grad(q) > 1. Nach dem
vorangehenden besitzt dann auch ¢ eine Nullstelle A2 in C. Fahren wir so fort,
so erhalten wir schliellich

p(2) = an(z— M) (2= As) -+ (2= An).- D

7 Der Satz von Morera und Folgerungen

7.1 Der Satz von Morera

Ist f:Q — C stetig und gilt
[ f(z)dz =0
5

fir jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg v in €, so ist f holomorph.

BEWEIS.

Auf jeder Kreisscheibe K,(z9) C Q besitzt f nach 2.6 eine lokale Stammfunk-
tion F. Nach 5.3 ist F' beliebig oft komplex differenzierbar, also ist f = F’
holomorph auf jedem K,(zo0) C Q. O

7.2 Vertauschung von Differentiation und Grenziibergang

Eine Folge (fn) von holomorphen Funktionen auf Q sei kompakt konvergent
gegen eine Funktion f, d.h. es gelte fn(z) — f(z) gleichmafig auf jeder kom-
pakten Teilmenge von 2. Dann ist auch f holomorph in 2, und es gilt fir
k=01, ...

FP(2) = fP () fir n— oo

im Sinne der kompakten Konvergenz.

FOLGERUNG. Eine kompakt konvergente Reihe aus holomorphen Funktionen ist
beliebig oft gliedweise differenzierbar.
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BEWEIS.

(a) Holomorphie von f. Sei 7 ein einfach gelagerter Weg in Q. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz gilt f fn(2)dz = 0. Aus der kompakten Konvergenz

2

folgt nach 2.9 die Stetigkeit von f und die Vertauschbarkeit von Integral und

Limes. Also gilt f f(z)dz =0, und f ist nach dem Satz von Morera holomorph.
Y

(b) Kompakte Konvergenz der Ableitungen. Sei K eine kompakte Teilmenge von
Qund r = % dist (K, 092). Wir betrachten die um einen ,,7—Streifen® vergroferte
Menge

K, ={z€C||z— 2| <r firein z € K}
={z€C|dist(z,K) <r}.

Diese Menge ist offenbar beschrankt und abgeschlossen , also kompakt. Nach
Wahl von r ist K, C Q. Fiir 20 € K diirfen wir nun die Cauchy—Formeln 5.3
anwenden:

OG0 - 190) = o, [ TR s

CT(ZO)

Also gilt nach den Abschétzungen 6.1

k!
|10 (z0) = £ (20)| < 5 max {|f(2) = fu(2)] | |2 = 20| <7}
k!
< 5 max { |f(z) = fu(2)| | 2 € K, }.
Dies zeigt die gleichméBige Konvergenz f, *) — f(k) auf K fiir n — oo. O

8 Zusammenfassung der Hauptséitze

Fiir stetige Funktionen f auf 2 sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist holomorph in Q.
(b) f ist analytisch in Q.

(c) flz+1iy) = u(z,y) +v(x,y) mit C*~Funktionen u,v : @ — R, welche die
Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

ou_ov v _ o
or Oy’ o0z Oy
erfiillen.

) f f(z)dz =0 fur jeden geschlossenen, einfach gelagerten Weg  in Q.






556 §28 Isolierte Singularitdten, Laurent—Reihen und Residuensatz

§ 28 Isolierte Singularitaten, Laurent—Reihen und
Residuensatz

1 Einteilung isolierter Singularitaten

1.1 Hebbare Singularititen

Ist f(z) in einer Umgebung des Punktes zo mit Ausnahme des Punktes z¢ selbst
erkldrt und holomorph, so heifit zp eine isolierte Singularitit von f.

BEISPIELE. Der Nullpunkt ist eine isolierte Singularitat fiir

sin z 1 1/z
) ) € .
z z

Eine isolierte Singularitdt ist zunéchst nichts weiter als eine Definitionsliicke.
Die erste Frage lautet daher, ob sich eine solche Liicke durch geeignete Festset-
zung von f(zo) schliefen 1a8t. Beispielsweise gilt fiir z # 0 (vgl. die Definiti-
on §27:5.5 (b) von sin z)

sin z

1 = 22n+1 2 4
z

(—1)"m = 1—Z—l+%+... = g(z).

z B n=0
Die Reihe fiir g(z) konvergiert fiir alle z und stellt somit eine ganze Funktion
dar mit
M2 fir 2 £0
9(z) =
1 flir z=0.

DEFINITION. Fine isolierte Singularitdt zo von f heifit hebbare Singularitét,
wenn es eine in einer Umgebung U von zo holomorphe Funktion g gibt mit
f(z) =g(2) firalle z€ U\ zo.

3
BEISPIELE. Z—1

¢ =L hat eine hebbare Singularitit an der Stelle 0 [UA].

z

hat eine hebbare Singularitat an der Stelle 1,

1.2 Pole und wesentliche Singularitiaten

Fiir die Funktion f(z) = % liegt an der Stelle z = 0 keine hebbare Singularitit

cos z

: an den Stellen
sin z

vor, denn es gilt lir% |f(2)] = co. Dasselbe gilt fir f(z) =

nm, n € 7.

1
Komplizierter liegen die Verhéltnisse fiir f(z) = e> bei Anndherung an z = 0.
Hier gilt
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lim f( ): lim e" = co, lim f(——) = lime " =0

n— oo n—oo n—oo n— oo
und

hm f (27”") = nllrrgo e?™n = 1.

DEFINITION. Sei f holomorph fiir 0 < |z — 20| < R. zo heiit Polstelle (Pol)
von f, wenn

lim |f(z)] = o0, d.h. lim e = 0.

A S TG

Ist zo weder eine hebbare Singularitdt noch eine Polstelle, so heifit zp eine we-
sentliche Singularitit.

2 Laurent—Entwicklung

Das Verhalten einer holomorphen Funktion in einer Umgebung einer Singula-
ritdt 148t sich genau beschreiben. Dies ist moglich mit einem neuen Typ von
Reihen, den Laurent—Reihen. Hierzu zunéchst ein einfaches Beispiel.

2.1 Die Entwicklung von
w—z

Seien w, 2o feste komplexe Zahlen.

(a) Fir |z — 20| < |w — 20| besteht die Potenzreihenentwicklung nach z:

1 o =, (Z_ZO)TL . = n
w—2 HZ::O (w—zo) 1 ;::Oan (z — 20)

gleichméafig auf jeder kompakten Kreisscheibe

|w—zo| <o mit p<1.

(b) Fiir |z — 20| > |w — 20| gilt dagegen

1 1 & aa

T T LW g = L Gy
gleichméfig in jedem Auflenbereich
r < M mit r > 1.
|w — zo|

Skizzieren Sie die Bereiche (a) und (b).
BEWEIs.

(a) wurde bereits beim Beweis der Cauchyschen Integralformel bentitzt, vgl.
dazu §27:3.4 (a).

(b) folgt aus (a) durch Vertauschen der Rollen von z und w und mit r = % .O
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2.2 Laurent—Reihen

—+o0
Eine Reihe der Form ) an(z — 20)" heift Laurent—Reihe. Eine Laurent—

n=-—oo

Reihe wird konvergent an der Stelle z genannt, wenn die beiden Reihen

r(z) == > an(z—20)", h(z) == > a—n(z—20)" "
n=0 n=1
an der Stelle z konvergieren. Im Falle der Konvergenz setzen wir
+oo
> an(z —20)" == h(z) +7(2).

Die Reihe h(z) heifit singulidrer Teil (Hauptteil) und die Reihe r(z) heifit
reguliérer Teil (Nebenteil) der Laurent—Reihe.

SATz. Konvergiert die Reihe
Sacn(z—20)""
n=1

fiir ein z = z1, so konvergiert sie absolut fir alle z mit |z — zo| > |21 — 20|

Divergiert sie fir ein z = z2, so divergiert sie fir alle z mit |z — zo| < |z2 — 20].

Das ergibt sich unmittelbar aus dem entsprechenden Satz fiir die Potenzreihe
o0

Yo a—pw" mit w = - L vgl §10:2.2.

—z0

n=1

Konvergiert der Hauptteil also fiir z = z1 und der regulare Teil fiir z = z2 mit
0 = |21 — 20| < R = |22 — 20|, so konvergiert die Laurent—Reihe im Ringgebiet
0 <|z—z| <R.

2.3 Eigenschaften von Laurent—Reihen
Konvergiert eine Laurent—Reihe

—+o0

> an(z — 20)"

n=-—oo

im Ringgebiet r < |z — 20|l < R (0 < r < R < 0) gegen f(z), so konvergiert
sie gleichmdfig in jedem kompakten Kreisring v’ < |z — 20| < R’ mit r <7’ <
R’ < R. Dabher ist f holomorph nach §27:7.2, vgl. §27:2.9 (b).

Fir die Koeffizienten an gelten die Cauchyschen Integralformeln

_ 1 fw)

Co(20)

fiir jedes o €]r, R].
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FOLGERUNG. (Identitatssatz fiir Laurent—Reihen) Gilt
+oo

—+oo
Y. an(z—20)" = 3 ba(z—20)"

n=—oo n=—oo

fir r < |z — 20| < R, so stimmen samtliche Koeffizienten tiberein,
an = by fir alle n € Z

BEWEIS.

Die gleichméBige Konvergenz des reguldren Teils fir |z — 20| < R’ < R ist
nach §12:2.7 bekannt.

Zum Nachweis der gleichméBigen Konvergenz des Hauptteils setzen wir |22 — zo|
=r+¢e mit ¢ = (r' —r)/2. Dann konvergiert die Reihe Y a—n(z2 — 20)™"

n=1
absolut, insbesondere bilden die Glieder eine Nullfolge. Also gibt es ein M mit
|a,n(z2 — zo)_"| < M. Fiir |z — 20| > r' gilt dann

<M ( rte ) :

- r+ 2¢
Somit konvergiert der Hauptteil fir |2 — 20| > r’ = r + 2¢ gleichmiBig nach
dem Majorantenkriterium Da jede kompakte Teilmenge von r < |z — 20| < R
in einem kompakten Kreisring der oben beschriebenen Art liegt, ist die Laurent—

Reihe kompakt konvergent und damit die Grenzfunktion f nach §27:7.2 holo-
morph.

a-n |a—n|

(2 —z0)"

22 — 20

- lz2 — 20| | 2 — 20

Fir r < o < R ergibt gliedweise Integration (vgl. §27:2.9) unter Beriicksich-
tigung der Grundformeln §27:2.5

_ ZO)
Co(20) Co(z0)

2.4 Laurent—Entwicklung in Ringgebieten
Sei f holomorph in einem Ringgebiet
Q:{zEC\r<\z—z0\<R} mit 0 <r <R <oo.

Dann besitzt f dort eine Reihenentwicklung
+oo

fz)= 3 an(z—20)",
welche in jedem kompakten Teil von Q gleichmdflig konvergiert. Die Koeffizien-
ten an ergeben sich aus den Cauchyschen Formeln

1 f(w) .
L= — N A z, :
a / (W — 20)77T dw fir ne r<o<R

Co(z0)
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BEWEIS.
Fir einen festen Punkt z € 2 wéahlen

wir 71,72 mit

r<ri<|z—zo| <r2<R

2

und betrachten die in der Figur an-
gedeuteten Wege 1,72, welche aus
Kreisstiicken von Cr, (z0), Cr,(20) be-
stehen und zwei radiale Strecken ge-
meinsam haben. (Die Spalte sollen nur
die Figur deutlich machen.) Dann gilt

/_f(w) dw = 0
w— 2z

L[ fw)

Die erste Beziehung folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz, da 2 der orien-
tierte Rand eines in Q\ {z} gelegenen Pflasters ist. Die zweite ergibt sich nach
der Cauchyschen Integralformel, da -1 den Punkt z einfach positiv umlauft
(vgl. §27:4.4 und Fig. §27:4.3). Da sich die Integrale iiber die gegensinnig
durchlaufenen radialen Strecken fortheben, erhalten wir

2mif(z /f d—l—/f wz/%dw—/%d

Cry(20) Crq (20)

Auf Cr,(20) gilt |w — zo| = r2 > |z — 20|, also nach 2.1 (a)

1 Z — Zo)
w — Z — zo)"t1

gleichméfig beziiglich w nach dem Majorantensatz.
Auf Cr, (20) gilt |w — 20| = r1 < |z — 20/, also nach 2.1 (b)

Ly o)t o)
Cw—2z Z (z — z0)k 1 Z (w — zg)nt1

k=0 n=-—oo

gleichméfig in w. Daraus ergibt sich durch gliedweise Integration
; — N n f(w fw) dw
2mif(2) =D (2~ 20) / m* Z (0= 2oy
n=0 Cry(20) = Cry (20)

also ist f durch eine Laurent—Reihe dargestellt. Die restlichen Behauptungen
(kompakte Konvergenz und Cauchy—Formeln) folgen aus 2.3. a
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2.5 Abschitzung der Koeffizienten

+oo
Sei f(z)= > an(z—20)" fir 0<p<|z— 2] < R. Dann gilt
M
lan| < M fir o<r<R,n€eZ,

T"L
wobei wir M(f,r) := max{|f(z)| | |z — 20| = r} gesetzt haben.
Das ergibt sich wie in §27:6.1.

2.6 Aufgaben

(a) Sei f(z) = % Geben Sie die Laurent—Entwicklung und ihren Konvergenz-
bereich um einen beliebigen Punkt zo herum an. Warum ist der Fall zp = 0
trivial ?

(b) Entwickeln Sie f(z) = m fir a # b in Laurent—Reihen um die
Punkte zo = a, z0 = b. Was ergibt sich fir a =57

1
(c) Geben Sie die Laurent—Reihe von e™ = fiir |z| > 0 an.

2.7 Entwicklung des Kotangens
Nach §27:5.5(b) ist cotgz = S22 holomorph fiir alle z # nm, n € Z. Wir

sin z
geben eine Laurent—Entwicklung fiir 0 < |z| < m an. Dazu beachten wir, daf}

z cotgz = COS z

an der Stelle 0 nach 1.1 eine hebbare Singularitdt besitzt. Daher gibt es eine
Potenzreihenentwicklung

o0
zeotgz = > anz" fir |z] <.
n=0

Die Koeffizienten a,, ergeben sich aus der Beziehung z cosz = z cotg z sin z,
also

. 23 25 z7:|: . ¢ .
ZCOSZ—Z—E-FE—E ... =z cCcotgz sz
B 5 5 . 23 e 57
—(ao+a1z+a2z +aszz” + asz +) Z_§+a_ﬁ"'
a : a a a
:aoz—|—a1z2—|—(az—g—(!)>zd—|—(a3—3—;>z4+(a4—3—?+5—?)z5

as al 6 aq az ao 7
oG g) (-GS -
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Der Koeffizientenvergleich geméafl § 2.3 : liefert

ar =1, az=as= ... =0,

ap =1, az=—3, a1 = —75, a6 = —g;5 -
Somit erhalten wir eine und damit die Laurent—Entwicklung

1 1 1 3 2 5 ..
R PR L .
cotg z - T 37T 5t 015 % ir 0 < |z| <

3 Charakterisierung isolierter Singularititen

3.1 Der Satz von Riemann

Ist f holomorph und beschrankt fir 0 < |z — zo| < R, so ist zo eine hebbare
Singularitat von f.

BEWEIS.

Sei |f(2)] < M fir 0 < |z — 20| < R. Dann gilt fir die Koeffizienten a, der
—+oo

Laurent-Entwicklung f(z) = . an(z —20)"

M
lan| < pry fir 0<r<R.

nach den Abschétzungen § 2.5 :. Insbesondere folgt
la—n| < Mr™ fir n € N.

Nach Grenziibergang r — 0 ergibt sich a—, =0 fiir n € IN, also
f(z) = > an(z —20)" fiir 0<|z— 20| < R.
Die rechte Seite ist aber holomorph fiir |z — zo| < R. O

3.2 Charakterisierung von Polstellen

Eine fir 0 < |z — z0| < R holomorphe Funktion f hat genau dann einen Pol in
20, wenn die Laurent—Reihe die Form

o]

f) = 3 an(z—20)"

n=-—m

mit m € N, a—,, # 0 hat, wenn also der singuldre Teil aus endlich vielen
Gliedern besteht.

Die hierdurch bestimmte Zahl m heiit Ordnung des Pols z.
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BEWEIS.
(a) Hat die Laurent—Reihe die angegebene Form, so gilt

1 1
m(a,m+a,m+1(z—z0)+ ) = m g(Z)

flz) =

Dabei ist g als Potenzreihe holomorph in einer Umgebung von zo und g¢(z0) =
G—m # 0. Somit gilt lim |f(z)| = oo.
zZ—2z0

1

(b) Sei lim |f(z)] = oo, d.h. lim o = 0. Dann gibt es ein r > 0 mit
zZ—z( zZ—z(
f(2) #0 fiir 0 < |z — 20| < r. Nach dem Satz von Riemann ist die durch
1 fiir z # z
i
F(z) = ¢ [f(2)

0 fir z =29

definierte Funktion F' holomorph, hat also eine Potenzreihendarstellung

F(z) = > bn(z — 20)" fiir |z — 20| <7.

n=0

Wegen F(z0) =0 gilt bo = 0. Sei by, der erste nichtverschwindende Koeffizient
in dieser Reihe, also

F(z) = (z—=20)" (b + bmt1(z — 20) + ...) =t (z — 20)"G(2)
mit G(z0) # 0. Dann gilt G(z) # 0 in einer Umgebung K,(z0), also

1 1 1 ..
flz) = ) - G=z)" G fir 0<|z—20|<o.

Fiir die Potenzreihenentwicklung

S = Gom b aomia(s = 20) +
G(Z)fa_m AQ—m+1\% 20 ceey

gilt a—m = 1/G(20) # 0, was die Behauptung darstellt. |

3.3 Kriterien fiir Pole m—ter Ordnung

(a) FEine isolierte Singularitat zo von f ist genau dann ein Pol m—ter Ordnung,
wenn lim (z — 20)™ f(2) ewxistiert und von Null verschieden ist.
zZ—z(

(b) Hat die in Umgebung von zo holomorphe Funktion g in zo eine Nullstelle
m—ter Ordnung, so hat é in zo einen Pol m—ter Ordnung, vgl. §27:3.5.

Die Beweise folgen aus den vorangehenden Betrachtungen .
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3.4 Wesentliche Singularitdten, Satz von Casorati—Weierstraf

Nach dem Vorangehenden hat eine Funktion f an der Stelle zp genau dann eine
wesentliche Singularitdt, wenn der Hauptteil der Laurent—Entwicklung unend-
lich viele nichtverschwindende Glieder hat. Wir charakterisieren nun wesentliche
Singularitdten durch das Grenzverhalten der Funktion bei Anndherung an zo:

Satz von Casorati—Weierstraf3. Ist zo eine wesentliche Singularitdt von f,
so gibt es zu jedem a € C eine Folge (zn) mit zn — 2o und f(zn) — a. Ferner
existiert eine Folge (wn) mit wn — 20, und |f(wn)| — 0.

Die erste Aussage bedeutet: Fiir jede noch so kleine gelochte Umgebung U =
Kr(z0) \ {20} ist die Bildmenge f(U) dicht in C, d.h. f(U) = C.

BEWEIS.

Sei B, = {z €EC| 0<|z—2] < %} Da f nach dem Satz von Riemann auf

By, unbeschrankt ist, gibt es zu jedem n € IN ein w, € B, mit |f(wy)| > n.
Damit gilt w, — 20 und |f(wy)| — oo fiir n — oo.

Wir zeigen, dal f(Bn) = C fir jedes n € IN. Angenommen, f(B,) # C. Dann
ist C\ f(Bn) nichtleer und offen. Also gibt es ein ¢ € € und ein r > 0 mit

K(c)N f(Bn) =0, also Kr(c)N f(Bn) = 0. Es folgt

|f(z) —c| > r, dh. m <

Nach dem Satz von Riemann gibt es also eine fiir |z — zo| < % holomorphe
Funktion g mit

1
— fiir jedes z € B, .
r

1
fir 0 < |z — 20| < —,
n

0 fir z = 20,
letzteres wegen |f(wn)| — co. Nach 3.3 (b) hat f(z) —c=1/g(z) an der Stelle
20 einen Pol, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Somit ist f(Br) dicht in C fiir jedes n, insbesondere gibt es zu jedem a € C und
jedem n € N ein z, € By, (also |zn — 20| < £) mit |f(zn) —al < % O

n

3.5 Das Verhalten ganzer Funktionen im Unendlichen

Eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, heiit ganz—transzendent.

Besitzt f die Potenzreihenentwicklung f(z) = > anz" fiir z € C, so gilt
n=0

o0 0
f(%):Zanin:Za_nz"ﬁirz#O.
n=0 —00

z



4 Der Residuenkalkiil 565

Daraus folgt: Fiir ganz—transzendente Funktionen f hat f (%) an der Stelle 0

eine wesentliche Singularitat; fiir Polynome p vom Gradn > 1 hat p (%) an der
Stelle 0 einen Pol n—ter Ordnung. Direkt aus 3.4 folgt damit der

Satz von Casorati—Weierstraf3 fiir ganz—transzendente Funktionen.
Ist f eine ganz—transzendente Funktionen, so gibt zu jedem a € C eine Fol-
ge (zn) mit |zn| — oo und f(zn) — a. Ferner gibt es eine Folge (wy) mit
[wn| — 00, |f(wn)| — oc.

3.6 Der Satz von Picard

Besitzt f an der Stelle zo eine wesentliche Singularitdt, so gibt es ein a € C, so
daf$ f in jeder Umgebung von zo alle Werte von C\ {a} annimmt.

Fiir den anspruchsvollen Beweis verweisen wir auf REMMERT, SCHUMACHER I,
Kap.X, §44.

1
Verifizieren Sie dies fiir e= in der Nahe des Nullpunkts.

4 Der Residuenkalkiil
4.1 Das Residuum

Sei f holomorph in £ mit Ausnahme einer isolierten Singularitiat zo € €. Hat
f die Laurent—Entwicklung

flz) = Z an(z—20)" fir 0<|z— 20| <R
und R > 0, so heifit der Koeffizient a_1 das Residuum von f an der Stelle zo
und wird bezeichnet mit Res (f, z0).

Dessen Kenntnis ermoglicht die Berechnung des Integrals von f bei einfacher
Umlaufung von zp, denn es gilt

1 1
Res(f,ZO):a%:Q—mcf f(Z)dZZQ—mff(Z)dZ
r(20) v
fiir 0 < 7 < R und jeden geschlossenen Weg ~y, der zg einfach positiv umlauft

und mitsamt seinem Innern in 2 liegt.

Diese Beziehung stellt die einfachste Form des Residuensatzes dar. Die Darstel-
lung von a—_; als Kreisintegral folgt aus 2.4. Die letzte Gleichung ergibt sich
fiir 0 < r < dist (20, Spur~y) aus dem Homologiesatz §27:4.4, ebenso der Rest,
da alle Kreislinien Cr(zo) mit 0 < r < R beziiglich Q \ {20} homolog sind.
Bei Integration von f um zo herum bleibt also genau dann kein Riickstand (lat.
residuum), wenn a—i1 = 0. Dies gilt nicht nur, wenn 2o eine hebbare Singularitét
ist (Cauchyscher Integralsatz), sondern auch z.B. fir f(z) = 1/(z — 20)" mit
n > 2.
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4.2 Zur Berechnung des Residuums

sind folgende Rechenregeln niitzlich:

(a) Res(f,20) = lim (2 —20) f(2), falls dieser Grenzwert existiert, d.h. falls zo
eine hebbare SingZZz;(%tdt oder ein Pol 1. Ordnung ist.

(b) Res(af + Bg,20) = aRes (f, z0) + BRes (g, 20) fir o, € C.

(¢c) Hat f an der Stelle zo einen Pol 1. Ordnung und ist g holomorph in einer
Umgebung von zo, so gilt

Res (f-g,20) = g(z0)Res (f, 20)-

(d) Hat f an der Stelle zo eine einfache Nullstelle, so gilt

1 1
Res (2,20 ) = ——— .
es <f Zo) f'(Zo)
(a) und (b) folgen direkt aus der Laurent—Entwicklung; (¢) und (d) folgen aus

(a) [GA.

4.3 Beispiele
. 1 1 i
(@) Sel J(2) = 97 = e )

=e1 T2k 0,1,2,3).
Dann gilt nach 4.2 (d) mit g(z) =1+ 2*

1 1 1 .
R , = = — = _ = - 1.
es (f, zx) FIEN) 123 17k wegen  zy

(b) Fir f(z) = und z # 0 gilt

1—cosz
2 . 42
Nach 4.2 (a) gilt also Res(f,0) = lim z f(z) = 2.

z—0

5 Der Residuensatz

Sei f holomorph in Q mit Ausnahme isolierter Singularitaten. Trifft ein ge-
schlossene Weg ~v in Q keine Singularitdt, so gilt

[ f(z)dz = 2mi f: Res (f, zk) ,
5 k=1

wobei z1,...,zn die von v umschlossenen Singularitdten sind. Wir prdzisieren
diese Voraussetzungen wie folgt:
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(a) ~ ist der Rand einer Pflasterkette M = My + ... + My, mit |M| C Q.

b) Jede der Singularitaten z; liegt in einem der My, und wird von OMy einfach
J
positiv umlaufen.

(¢) Jedes Pflaster My enthalt hoch-
stens eine Singularitdt. v

BEWEIS.

Es gilt [ f(z)dz = 0 fir jedes
aM;

Pflaster M;, welches keine Singularitét

enthalt (Pflasterversion des Cauchy-

schen Integralsatzes §27:4.2). Enthélt

ein Pflaster Mj eine Singularitét z, so

gilt nach 4.1

[ f(z)dz = 2miRes (f,z).
aM;

Die Behauptung folgt jetzt aus der Pflasterketteneigenschaft:

m

[ fz)dz =% [ f(z)dz. O

oM i=1 oM,

6 Berechnung von Reihen mit Hilfe des Residuensatzes

6.1 Die Hilfsfunktion 7 cotg 7z
Nach 2.7 gilt fiir f(z) = mcotgmz und |z| <1

T T 2
3 45 945

Nach 3.3 (b) und 4.2(c), (d) hat der Kotangens an den Stellen nw (n € Z)
einfache Pole mit Residuum 1 . Also hat f an allen ganzzahligen Stellen

einfache Pole mit Residuum 1 und ist sonst holomorph.

) =3 -

. . p(n)
6.2 Die Reihe —
Z a(n)

q(n)#0

Sind p,q teilerfremde Polynome mit Grad (q¢) > 2+ Grad (p), so gilt

+o0
Z pn) _ Res (3 f7a) mit f(z) = cotgmz,
n=—oo q(TL) q(a)=0 e

q(n)#0

wobei die rechte Summe uber alle Nullstellen von q erstreckt wird.
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BEWwWEIS.
Wir betrachten den skizzierten Qua- A
dratweg yn, wobei N so grof3 gewéhlt i(N +3)

ist, dal das Innere I(vyn) sdmtliche
Nullstellen von ¢ enthélt.
Nach dem Residuensatz gilt fiir g(z) = TN

(2)

J 9(z)dz = 27 Y Res(g,z).

2K €1(YN)

o= ¥

Die Singularitdten zx von g teilen sich
auf in die n € Z mit ¢(n) # 0 und die
Nullstellen von gq. Fiir die Ersteren gilt
wegen 4.2 (c¢) und Res(f,n) =1

Res (g,n) = % .

Mit My ={n € I(yn) | g(n) # 0} ergibt sich daher
> Res(g,n) + 3 Res(g,a) = 5= [ g(=
YN

neMpn q(a)=0

Nach Voraussetzung ist £ Ej; 2* beschriinkt fiir |z| — oco. Also gilt

< —
la(x) ~ |2
fiir geniigend grofle z mit einer geeigneten Schranke C. Daher existiert

. Pn Pn
lim

N—oo n n
neMN nez
q(n)#0

Wir haben also nur noch zu zeigen, daf3

lim fg z=0.

N~>oo

Fir z =24ty mit y > 0 gilt

iz

Re (7 — —i
e | = Reli®) = o7V ’e” = eY,
O P IO el Eo o IO R e
cotg z - - = = .
iz _ @iz “ef’zz ‘ _ |ezz| eY —e Y e2y — 1
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Fir z =2 + iy mit y < 0 ergibt sich analog

—2y
e +1
‘C‘Otg2’| S m,
also fiir |y| > £
\cotgﬂ'z|<%:1+L<l+ 2 < 2
S el — 1 2yl — 1 = 2 _ :

Fir 2z =+ (N—|— %) +iy, |yl < % gilt wegen et!NHUT/2 — 44 (-

<1 [TTA].

|cotgmz| =

e~ ™Y _ ™Y ’ e2mlvl 1

e~ ™Y 4 ™Y 1 +927"|y|

Insgesamt erhalten wir |cotgmz| < 2 fiir alle z auf yn und somit

‘/ﬂ' cotg(ﬂ'z)Mdz < A?L(VN)
q(z) (N+3)
N
16#61' — 0 fir N —o0.
N+ 5

6.3 Die Eulerschen Formeln (EULER 1734)

iliﬂ iliw‘l iliwfi
—Zmn? 6 —Znt T 90 “Znb  945°
BEWEIS.

Sei p(z) =1, q(z) = 2°. Aus 6.1 entnehmen wir

Tcotgmz 1 72 1 7r_4 i 27® 3
z 45 945

mit Residuum —72/3 an der Stelle 0. Nach 6.2 ergibt sich

0#NEZ

Die beiden anderen Formeln ergeben sich ganz analog mit ¢(z) = 24

q(z) = 2° [0a].

569

bzw.
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7 Berechnung von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes

“+ oo
7.1 Integrale der Form [ f(z)dx

— oo

Sei f holomorph in C mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singularitdten
Z1,...,2N, die nicht auf der reellen Achse liegen. Ferner sei

lf(z)| < % fir |zl > 0und Imz > 0.

Dann gilt

+oo
J f(@)de = 2mi > Res(f,zk).

Im zp >0

BEMERKUNG. Erfiillt f die Abklingbe- A
dingung in der unteren Halbebene
Imz < 0, so gilt eine dhnliche Formel

) -

BEWEIS.

Das Integral konvergiert nach dem Ma-
jorantenkriterium. Sei R > r so grof ®
gewdhlt, dafl alle zx im Innern von R R
Kgr(0) liegen und ~r sei der neben-
stehend skizzierte Weg. Dann gilt nach
dem Residuensatz

[ f(z)dz = 2mi Y Res(f, z).

Im (2)>0

Andererseits ist

f f(z)dz

ff(x)dx + fﬂin(Re“)e” dt,
0

-R

wobei
Tr~ it itd < R C fiir R
‘szRf(Re)e t‘_ﬂ' EHO ir — 00.
Also gilt
2mi Y, Res(f,zx) = lim [ f(z)dz
TR

Im 2z, >0 R—oo

R—oo0 *

R
= lim [ f(z)de = [ f(z)da. O
R



7 Berechnung von Integralen mit Hilfe des Residuensatzes 571

T de T
7.2 Beispiel _‘L 1T 21 = \/—5
Denn f(z) = 1 13,7 hat nach 4.4 (a) in der oberen Halbebene die einfachen Pole
21 = exp(%) 22 = exp(25) mit den Residuen
es (f,

z1) =1z = —+exp(Z) = —1(cosF +isinZ),
ReS(f,Z2):—im:—iexp(%):—%(cos +zs1n34)
Also gilt
2mi (Res (f,21) + Res (f,22)) = —mi(ising) = wsin g = \/Li

7.3 Aufgaben. Bestimmen Sie mit Hilfe des Residuensatzes die Integrale

+o0 +o0 +oo +oo
dx dx 2 +1 cos x
) s dx, dx
1+ 28 x* + 522+ 4 6 4+ 1 1+ 24

Verwenden Sie fiir das letzte Integral f(z) = ' /(1 + 2*).

+oo ,
7.4 Berechnung von Fourierintegralen f f(t) et dt
— o0
Unter den Voraussetzungen 7.1 fiir f sei g(z) := f(z)e'™* mit festem = € R.
Dann gilt
2ri Y. Res(g,zx) fur x>0,

Im 2z, >0

—2mi Y. Res(g,zx) fir z<O0.

Im 23, <0

+oo
J ft)e™tdt =

ZUsATZ. Werden die Voraussetzungen 7.1 abgeschwécht durch die Bedingungen
+oo )
|f(z)] < C/|z] fiir |z| > R, Imz > 0, so braucht das Integral [ f(t)e"™"dt

nicht mehr zu konvergieren. Die Formel 7.4 bleibt jedoch bestehen, wenn wir
das Integral

+oo X
[ f)e™tdt
durch den Cauchyschen Hauptwert

lim f Ft)e=tdt

R—o0 *

ersetzen.
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BEWEIS.

Wir fithren den Beweis gleich unter der schwécheren Voraussetzung des Zusat-
zes. Fir x > 0 gilt mit den Bezeichnungen von 7.1

R T
[ 9(z)dz = [ g(t)dt + iR [e" g(Re™)dt.
YR -R 0

Wir zeigen, dal das zweite Integral fiir R — oo verschwindet und verwenden
hierzu die Abschéatzungen

|g(Reit) » = |exp(ineit) f(Re™) | < exp(—Rz sint) %7

: 3 t> 1, o
sint > t-% =¢(1-%) > 3t fir 0<t <%,

. _ 3 3
|Rfe”g (Re™) dt’ < 2C [exp(—Ra sint)dt < 2C [exp(—3 Rat)dt
0 0 0
4
= R_Cx (1 —exp(—%RTrﬂc)) — 0 fir R— oo.
Die zweite Formel fiir x < 0 folgt aus der ersten mit der Substitution s = —t:

+o0o +oo 400
[ fyetdt = [ f(=s)e *ds = [ f(—s)e'l*l*ds

—o0

2mi », Res(h,zx) = —2mi >, Res(g,2k)

Im z;, >0 Im 23, <0
mit
h(z) = f(=2) e = f(=2) e = g(~2).
Der Rest des Beweises ergibt sich mit der folgenden Aufgabe (a). O
Aufgaben.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Laurent—Reihe: Ist —z¢ eine isolierte Singularitit
von g und h(z) = g(—=z), so gilt Res(h, z0) = —Res (g, —20).

“+oo
ixt
(b) Berechnen Sie g(z):= / 1e+ e dt fiir beliebige z € R.

+o0 )
(c) Berechnen Sie auf direktem Wege 5= [ g(t)e """ dt.

—o0
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Symbole und Abkiirzungen

€, ¢, 13 cos, sin, 70, 552

R,Q,Z,N, Ny, 13 arcsin, 72

{z| E(x)}, 13 tan, cotg, 73

{f(z) | x € M}, 13 arctan, 74

c, D>, 13 u,n,c, D, 76

0,14 A\ B, 76

n|m, 17 f(A) (Bildmenge), 78

a<b,a>b, 17 71 (A) (Urbildmenge), 78

a<b,a>b 18 =, 78

la], 19, 100, 118 =, 80

=, 21, 32, 55, 120 U, N, 80

m m i€l i€l

> 1,24 (7, 93

nl 24 199 7, 7, 101, 106

[a,8], [a,00], ] — 00,b] w.a., 25 x,y (Koordinatenvektoren), 106, 126
R?, 106

la,b[, la,o0[, [a,b] usw., 26
R+, R>o, 26

max M, min M, 27

sup M, inf M, 30

[x] = INT(x), 32

||, 111, 129, 388

C, 115, 117, 118

i (imaginére Einheit), 116
Rez, Imz, 118

Ja, 32 a,z (konjugiert), 118

|a| (komplexe Zahlen), 118
(a’n)7 (an)neIN, 34 i

e'?, 120
(@ni )k (@n,)ren, 35 o 190. 198
lim an, 36, 41, 148, 390 i
n—oo arg, 121
Va, 44 R", 127
a®, 45, 62 (x,y), 128, 356
~, 48 alb, al M, 132
e (Eulersche Zahl), 55 axb, 133
e”, 55, 56 Span {vi,...,vn}, 137
f:M — N, 57, 58 ONS, 137, 359
x— f(z), 57, 58 M, 138, 359
1, 1, 57, 299 Sak, S ap, 141, 142, 150
log, 60, 542 k=0 k=N
log,, 62 Iahzn—lnl f(@), Maltn’—lw.o F(u), 159, 399
fog, 63 hm+ f(z), lim f(z), 159
G d 64 Tr—a r—a—
ot o) flat). fla-). 159
e lim f(z), lim f(z), 160, 533

arccos, 70 IILH;O f(z), IETPOO f(x), 163



Symbole und Abkiirzungen

Cla,b], C(I), 166

0.B.d.A., 170

#'(a), 177, 534

C™(I), C™[a, b], C°(I), 189, 290
C>(I), 189, 290

cosh, sinh, 211

X1 (charakteristische Fkt.), 217, 442
f.ii., 218, 443

1 AT 220, 250

F(z) |, [F(z)]", 229

f+’ f*7 26
DG, 268
AWP, 269

K, 286

Cc", 286

Pk, 290

Span {v1,...,vn},
Lu., lLa., 292
en, 293, 295
(v)5, 295

K (kanonische Basis), 295
PL. 296

dim V, 296

Bild L, Kern L, 301
L(V), L(V,W), 303
ME(L), 304

Mg(L), 305

E, E,, 305

M(n,K), 311

Rang A, 317

AT 328
det(ai,...,an), detA, 333
|A|, Determinante, 333
Ny, 346

(u,v), 355

£, 356

[[ul|, 357, 388

ONB, ONS, 359

A*, 364

GL(n,K), 369

SOn, On, Uy, 369
Q(u,v), Q(u), 374, 375

Span M, 291
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T>0,T >0, 383
dist (A, B), 388
K, (u), 389

Iy, lIxll, 389

M (Inneres), 394
&M (Rand), 304

M (Abschlul), 394
FiVOM—W,39
[IA]l,, 400, 407

It < 1, 406

A x B, 407

£(a), 407

df(a), Df(a), 407

8kf, Ox f, Oy f, 0-f, 409
C"—Abbildung (0 < r < o0), 416
C"(Q), C"(Q,R™) (0 <r < o0), 416
vV, 418

Ovf (Richtungsableitung), 420

[ (x) (Hesse-Matrix), 423

V™(Q), 462

L(C), L(e), 472, 475, ATS

f fds, 475

fv-dx de:c—i—Qdy, 477

a = o —|— .+ an, 478
divv, 491, 528

Awu, 491

A, 491

rot v, 491, 529

ik, g, 496

A(®P), A(M), 496

| f do, 500
M

[ v «do, 503

M
OM (Pflasterrand), 510

|M| (Pflasterketten), 514
~, —7 (Wege in C), 537, 538
L(7), 538

C'r(?:())7 _CT(ZO)7 538

Res (f, z0), Residuum, 565



Index

Abbildung, 57
Abbildung, lineare, 285, 299
Abgeschlossene Menge, 392
Ableitung, 177

n—te, 187

im R™, 407

komplexe, 534

partielle, 409
Abschluf} einer Menge, 394
absolute Konvergenz von Reihen, 156
Abstand, 111, 129
Abstand Punkt—Menge, 402
Abzahlbarkeit von @, 28
Additionstheoreme fiir sin, cos, 72
adjungierte Matrix, 364
Adjunkte, 338
ahnliche Matrizen, 315
AuBeres einer Menge, 394
affine Abbildung, 342
affiner Teilraum, 317
Algebra der n x n—Matrizen, 311
alternierende Multilinearform, 331
analytisch, 545
analytisch (reell), 207
Anfangswertproblem, 211, 269, 275, 387
Anordnung einer Doppelfolge, 156
archimedische Anordnung, 28
Archimedisches Prinzip, 531
Arcuscosinus, 70
Arcussinus, 72
Arcustangens, 73, 201
Arcustangensreihe, 202
Argument, 121
Aufspann, 137, 291
Ausgleichsgerade, 327
Ausgleichsparabel, 327
Ausschopfung offener Mengen, 455
Ausschopfungssatz, 455
AWP, 269

Banachraum, 396
Basis, 295, 296
Basisauswahlsatz, 298

Basisdarstellung, 295
Basiserganzungssatz, 297
Basiswechsel, 313
Bedingungen

aquivalente, 80

hinreichende, 80

notwendige, 80
Bernoullische Ungleichung, 23
beschriankte Menge, 26, 389
beste Approximation, 361
Betrag einer komplexen Zahl, 118
Betrag einer reellen Zahl, 19
Bewegungsgruppe, 370
bijektiv, 59
Bildmenge, 58, 78
Binomialkoeffizient, 93
Binomialreihe, 202
Binomialverteilung, 94
binomischer Lehrsatz, 94
Bogenelement

skalares, 475

vektorielles, 477
Bogenlangenparametrisierung, 474
Bogenlange (Einheitskreis), 473
Boltzmann—Statistik, 92, 441
Bolzano—Weierstraf3, 51, 168, 397

C*>—Funktion, 189, 416
Cn—differenzierbar, 189, 416
C"—Abbildung (0 < r < 00), 416
Cr—Diffeomorphismus, 428
Cr—Kurvenstiick, 471

Cantorsches Diagonalverfahren, 28
Cauchy—Folge, 51, 150, 396
Cauchy—Formeln, 550
Cauchy—Kriterium, 51, 152
Cauchy—Produkt, 158
Cauchy—Schwarz—Unglg., 130, 357
Cauchysche Integralformel, 549
Cauchyscher Integralsatz, 547
Cavalierisches Prinzip, 230
charakteristische Funktion, 217, 442
charakteristische Gleichung, 214
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charakteristisches Polynom, 348
eines Operators, 349

Cosinus hyperbolicus, 211

Cramersche Regel, 110, 338

de Morgansche Regeln, 77, 81
Definitionsbereich, 58
Determinante, 333

2 x 2, 110, 329

einer linearen Abbildung, 337
Determinantenform, 331, 332
Dezimalbruchentwicklung, 46
DG, 268
diagonalahnliche Matrix, 345
diagonalisierbare Matrix, 345
diagonalisierbarer Operator, 350
dichte Teilmenge, 395
Differentialgleichung

lineare homogene 1. Ordng., 269
Diffeomorphismus, 428
Differential, 418
Differentialgleichung

exakte, 487

Existenz— und Eindeut.satz, 280

lineare homogene 1. Ordng., 269

lineare inhomogene 1. Ordng., 271

separierte, 275

‘Wegweiser, 283
Differentialgleichung (DG), 268
Differenz von Mengen, 76
differenzierbare Abbildung, 407
Differenzierbarkeit

der Umkehrfunktion, 185

im R", 407

in rg, 177

komplexe, 534

stetige, 189

totale, 413
Dimension

einer Losungsmannigfaltigkeit, 433

eines Vektorraums, 296
Dimensionsformel, 301
Dirichlet—Funktion, 166
Divergenz

eines Vektorfeldes, 491

von Reihen, 141
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Division mit Rest (Polynome), 65
Doppelreihe, 156
Drehspiegelung, 368
Drehstreckung, 119
Drehung, 367

ebene, 124
Dreiecksungleichung, 20, 112, 119, 131,

357, 388

nach unten, 20, 149, 388
Dreifingerregel, 132
Dreifolgensatz, 42
Durchschnitt

beliebig vieler Mengen, 80

zweier Mengen, 76

Ebene, 127, 138, 288
Eigenraum, 346
Eigenvektor

eines Operators, 346
Eigenwert

eines Operators, 346
eindeutige Losbarkeit, 316

von Anfangswertproblemen, 276
Eindringtiefe, 85
einfach umlaufende Wege, 518
einfaches Gebiet, 483
einfaches Umlaufen eines Punktes, 548
Einheitskreis, 69
Einheitsnormalenfeld, 502

dufleres, 519
Einheitswurzeln, 122
Elementarereignis, 88
Elimination, 110, 319
Ellipsoid, 382
Entkopplung, 344, 353, 387
Entwicklung nach ONB, 139, 360
Ereignis, 83, 84
Erzeugendensystem, 291
euklidische Ebene, 100
Euklidischer Algorithmus, 67
Eulersche Gl. der Hydrodynamik, 531
Eulersche Homogenitatsrelation, 422
Eulersche Zahl e, 55
exakte Differentialgleichung, 487
explizit, 278, 431
Exponentialansatz, 214, 215
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Exponentialfunktion

komplexe, 120, 198

reelle, 54
Exponentialgesetz, 56, 198
Exponentialreihe, 158, 197
Extrema

lokale, 424

lokale unter Nebenbed., 438

Fakultat, 24, 199
fast tiberall (f.i.), 218, 443
Flachen zweiter Ordnung, 382
Flacheninhalt
einer Flachenparametrisierung, 496
eines Flachenstiicks, 497
Flachenparametrisierung, 493
Flachenstiick, 494
orientiertes, 502
Folge, 34
Folgenraum, 287
Freiheitsgrad, 322, 433
Fundamentalsatz der Algebra, 114, 122
Fundamentalsystem, 209
Funktion, 57
analytische, 545
beschrénkte, 250
gerade, 72
holomorphe, 535
kugelsymmetrische, 467
rationale, 65
ungerade, 72
zusammengesetzte, 62
Funktional, lineares, 299
Funktionaldeterminante, 466

Galilei Gruppe, 373
Gamma—Funktion, 266
ganz—transzendent, 564
ganze Funktion, 553
Gauflsche Normalgleichungen, 329, 383
GauBscher Integralsatz, 524
GauBsches Gebiet, 523
Gebiet, 406

einfaches, 483

sternformiges, 482
gekoppelte Pendel, 344

Index

gekoppelte Systeme

x = Ax, 354

von Massenpunkten, 385
geometrische Reihe, 142, 151
geometrische Summenformel, 25
gerade Funktion, 72
geschlossener Ausdruck, 246
Geschwindigkeit, 175
Gleichheit von Mengen, 76
gleichméaBige Konvergenz, 250

von Potenzreihen, 253

von Reihen, 252
gleichméaBige Stetigkeit, 173, 404
gleichméaBiger Abstand von Fkt., 220
gleichorientiert, 501
Gleichungssystem, lineares, 110, 315
gliedweise Differentiation, 257
gliedweise Integration, 255
groBiter gemeinsamer Teiler (ggT), 66
Grad eines Polynoms, 64
Gradient, 418
Gradientenlinie, 437
Gram—Schmidtsches Verfahren, 362
Gramsche Determinante, 342, 497
Gramsche Matrix, 342
Graph, 57, 426
GraBBmannscher Entwicklungssatz, 135
Greensche Formeln, 526
Grenzwert

einer Folge, 40, 148, 390

einer Funktion, 159

einer komplexen Funktion, 533
Grenzwertsatz von Moivre—Laplace, 97
Grundformeln Funktionentheorie, 540
Gruppe

orthogonale, 369

speziell orthogonale, 369

unitare, 369

von Abbildungen, 369

von Transformationen, 369
giiltige Stellen, 48
gutberandete Mengen, 464

Halbwinkelformel, 72
harmonische Reihe, 143
Hauptachsendarstellung, 380
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Hauptachsentransformation, 380
simultane, 386
Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung, 228
Hauptteil der Laurent—Reihe, 558
Heaviside-Funktion, 160
Heine-Borelscher I..Jberdeckung;ssatz7 399
Hesse-Matrix, 423
Hessesche Normalform, 139
Hilbertscher Folgenraum, 356
hinreichende Bedingungen, 440
hohere Ableitungen, 187
holomorph, 535
homogene Gleichung, 316
homolog in €2, 549
Homologie geschlossener Wege, 549
de ’Hospitalsche Regel, 195
Hyperbelfunktionen, 211

Identitat, 299
Imaginarteil, 118
implizite Funktion, 431
Induktionsbeweis, 21, 23
Infimum, 30
Inhalt gutberandeter kompakter Men-
gen, 464
inhomogene Gleichung, 316
injektiv, 59
innerer Punkt, 394
Inneres einer Menge, 394
Inneres eines geschlossenen Weges, 548
inneres Produkt, 355
Integrabilitdtsbedingungen, 483
Integral, Integrierbarkeit
iber [a, b], 222
iiber kompakte Mengen, 464
iiber kompakte Quader, 446
iiber offene Mengen, 453
uneigentlich, 260
von Treppenfunktionen, 219, 444
Integralsatz
von Gauf}, 524
Integralsatz von Stokes
fir die Kreisscheibe, 517
fiir Pflaster im IR3, 510
fiir Pflasterketten, 514
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fiir Rechtecke, 505
integrierender Faktor, 488
Interpolationsproblem, 324
Intervall, 25

n—dimensionales, 442

kompaktes, 26
Intervallschachtelung, 45
invariante Teilrdume, 378
invertierbarer Operator, 312
Irrtumswahrscheinlichkeit, 96
Isometrie, 364

Jacobi—-Matrix, 410

IK—Vektorraum, 289
kanonische Basis, 295
kartesisches Koordinatensystem, 104
kartesisches Produkt, 87, 407
Kegelschnitt, 382
Keplersche Fafiregel, 326
Kern einer linearen Abbildung, 301
Kettenregel

fiir C1~Wege, 419

fir f: R™ — R™, 414

fir f: R™ — R, 419

fir f: R — R, 181
kleinste Quadrate, 327
Koeffizientenvergleich, 63, 206
Korper, 17
kompakte Mengen, 398
Komplement, 77
komplex differenzierbar, 534
komplexe Zahlen, 115, 117
komplexer Ansatz fiir die Schwingungs-

gleichung, 213

konjugiert komplex, 118
Kontinuitatsgleichung, 528
Konvergenz

gleichméaBige, 250

in normierten Rdumen, 390

kompakte, 543

punktweise, 250

von Folgen, 49

von komplexen Folgen, 148

von Reihen, 141
Konvergenzradius, 204
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Koordinatenlinien, 493
Koordinatensystem, kartesisches, 104
Koordinatentransformation, 313
Koordinatenvektor, 106, 126, 295
Kosinus, 70, 552
Kosinusreihe, 197
Kotangens, 73, 561
Krifteparallelogramm, 100, 101
Kreuzprodukt, 133
kritischer Punkt, 424
Kugelkoordinaten, 467, 498
kugelsymmetrische Funktionen, 467
Kurve

geschlossene, 478

regulare, 470

Spur, 470

stlickweis glatte, 478

stuckweis glatte in C, 538
Kurvenintegral

komplexes, 538

skalares, 475

vektorielles, 477, 478
Kurvenkette, 474
Kurvenstiick, 471

La., l.u., 292
Lange

einer Kurve, 474, 538

eines Kurvenstiicks, 472
langentreue Abbildungen, 370
Lagrange—-Multiplikatoren, 438
Lagrange—Polynom, 325
Laplaceoperator, 491
Laplacescher Entwicklungssatz, 333
Laurent—Reihe, 558
Legendre—Polynome, 363
Leibniz—Kriterium, 147
Leibniz—Regel, 187
Leibniz—Reihe, 147
Leibnizsche Sektorformel, 480
linear abhéangig, 111, 127, 292
linear unabhéngig, 111, 127, 292
linear unabhangige Menge, 293
lineare Abbildung, 285, 299
lineare Gleichung, 316
lineare Hiille, 291

Index

linearer Operator, 299
Linearform, 299
Linearkombination, 137, 291
linksseitiger Grenzwert, 159
Losungsmannigfaltigkeit, 432
Logarithmus
dekadischer, 62
Hauptzweig, 542
komplexer, 542
reeller, 60
Zweig, 542
Logarithmusreihe, 199
lokal integrierbar, 260
lokale Extrema unter Nebenbedingun-
gen, 438
lokale Umkehrbarkeit, 429
lokales Extremum, 424
lokales Maximum, 183, 193, 424
lokales Minimum, 183, 193, 424

Miinzwurf, 81
Majorante, 152
Majorantenkriterium, 146, 152, 252
fir Integrale, 262, 454
Matrix
adjungierte, 364
diagonaldhnliche, 345
diagonalisierbare, 345
einer linearen Abbildung, 304
hermitesche, 378
invertierbare, 312
orthogonale, 365
positive, 383
regulare, 312
symmetrische, 378
transponierte, 336
unitare, 365
Matrix—Vektor—-Multiplikation, 307
Matrixgruppen, 369
Matrizenmultiplikation, 308
Matrizenrechnung, 307
maximale Losung, 276
Maximum einer Menge, 27
Maximum, lokales, 183, 193, 424
Mengenalgebra, 77
Mengenmodell, 82
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Merkmalraum, 84
Minimum einer Menge, 27
Minimum, lokales, 183, 193, 424
Mittelwertsatz, 184
fir Funktionen im R"™, 423
verallgemeinerter, 185
momentaner Drehvektor, 371
monotone Folge, 49
monotone Funktion, 60
Monotoniekriterium, 49, 145
Multilinearform, 331
Multiplikationssatz fiir Determinanten,
336

n—Form, 331
nichtorientierter Winkel, 113
Niveaufldche, 438
Niveaulinie, 436
Niveaumenge, 436
Norm, 111, 129, 357, 388
Normale, 138
normierter Raum, 388
Nullfolge, 35
Nullhypothese, 95
Nullmenge, 463
Nulloperator, 299
Nullstelle

k—fache, 66

k—ter Ordnung, 546

Ordnung, 123

von Polynomen, 66
nullteilerfrei, 311

0.B.d.A.; 170

Oberflachenelement, 497
vektorielles, 503

Oberflachenintegral
skalares, 500
vektorielles, 503

offene Menge, 391

ONB, 139, 359

ONS, 137, 359

Operator
linearer, 299
positiver definiter, 383
symmetrischer, 376
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Ordnung der reellen Zahlen, 17
Ordnung einer Nullstelle, 66, 123, 546
Ordnung eines Pols, 562
Orientierung

eines Flachenstiickes, 501

eines Vektorraums, 343

von Kurvenstiicken, 478
orientierungstreuer Operator, 343
orthogonal, 132, 358
orthogonale Projektion, 130, 137, 360
orthogonales Komplement, 359
Orthonormalbasis, 139, 359
Orthonormalisierungsverfahren, 362
Orthonormalsystem (ONS), 137, 359
Ortsvektor, 108, 126

Parallelenaxiom, 103
Parallelflach, 340
Parallelogrammgleichung, 132, 364
fiir quadratische Formen, 375
Parallelotop, 340
Parameterdarstellung
Ebene, 127
Gerade, 108, 127
Parameterintegrale, 417, 447, 456
mit stetigen Grenzen, 457
Parametertransformation, 471, 495
Parametrisierung
durch die Bogenlange, 474
negative von Flachen, 502
positive von Fléachen, 502
positive von Kurven, 478
von Flachenstiicken, 494
von Kurvenstiicken, 471
Parsevalsche Gleichung, 360
Partialbruchzerlegung, 239
Partialsumme, 141
partielle Ableitung, 409
partielle Integration, 231, 265
Pascal-Dreieck, 94
Permutation, 89
Pflaster
dreidimensionales, 521
ebenes, 515
zweidimensionales, 508
Pflasterketten, 513
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Pflasterparametrisierung, 508 Rand einer Menge, 394
m—Reihendarstellung, 202 Randpunkt, 394
Pol, 557 Rang einer linearen Abbildung, 301
Polardarstellung, 112, 119, 121 Rang einer Matrix, 317
Polarisierungsgleichung Rasterung, 443
fiir lineare Operatoren, 375 rationale Funktion, 65
fiir quadratische Formen, 375 Raumwinkel, 525
fir Skalarprodukte, 132, 364 Rayleigh—Prinzip, 381
Polstelle, 557 Realteil, 118
Polynome Rechnen mit Grenzwerten, 42, 148, 390
gg'T, 66 Rechnen mit Nullfolgen, 39
Primfaktorzerlegung, 124 rechtsseitiger Grenzwert, 159
reelle, 63 reelle Zahlen, 15
positiv definit Regelintegral, 222
Operator, 383 regulare Kurve, 470
quadratische Form, 374 Reihe, 141
positiv orientiert Reihe mit komplexen Gliedern, 150
Basis, 343 relative Haufigkeiten, 86
Dreibein, 132 Residuensatz, 566
ONS im R?, 138 Residuum, 565
positive Flachenparametrisierung, 502 Richtungsableitung, 420
positive Homogenitat, 422 Rotation, 491
positive Matrix, 383 Rotationsflache, 494
positiver Drehsinn, 112 rotationsfrei, 484
positiver Operator, 383
Potential Sattelpunkt, 427
eines Vektorfeldes, 481 Satz
Potenz iiber implizite Funktionen, 431
rationale, 44 vom Maximum, 169
reelle, 62 von Bolzano—Weierstrafl, 397
Potenzreihe, 203 von Casorati—-Weierstraf}, 565
Potenzreihenansatz, 212, 216 von Liouville, 553
Primfaktorzerlegung, 124 von Morera, 554
Produktregel, 180 von Picard, 565
Produktregel im R"™, 415, 419 von Riemann, 562
Projektion von Rolle, 184
orthogonale, 130, 137, 360 von Taylor, 189, 423
Punkte und Vektoren, 107 Satz vom Maximum, 403
Schranke, 26
Quader, n—dimensionaler, 442 obere, 26
Quaderzerlegung offener Mengen, 451 untere, 26
quadratische Form, 374 Schrankensatz, 421
positiv definite, 374 Schwingungsgleichung, 208
quadratische Gleichung in C, 121 separierte Differentialgleichung, 275
Quotientenregel, 182 Simpson—Regel, 326

Quotientenregel im R™, 415, 419 Singularitat
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hebbare, 556

isolierte, 556
Sinus, 552
Sinus hyperbolicus, 211
Sinusreihe, 197
Skalarprodukt

allgemeines, 355

im R", 128
Skalarproduktraum, 355
Spaltenrang, 317
Spatprodukt, 140
Sphére, 498
Spiegelung im R3, 351
Spiegelung, ebene, 125
Spur einer Kurve, 419, 470, 479
Spur einer Matrix, 348
Stammfunktion, 227, 481
Stammfunktion im Komplexen, 541
Standardbasis, 295
stationdrer Punkt, 424
Stellen, giiltige, 48
sternformiges Gebiet, 482
stetig differenzierbar, 189, 416
Stetigkeit

der Umkehrfunktion, 172

einer reellen Funktion, 165

in normierten Raumen, 400
Stichprobe, 83
Stichprobenraum, 84
Stirlingsche Formel, 199
Stokesscher Integralsatz, 510, 514
streng monoton, 60
stiickweis glatte Kurve, 478
stlickweis stetig, 225
Substitutionsregel, 234, 263
sukzessive Integration, 448, 458, 460
Supremum, 30

zweier Funktionen, 167
Supremumsaxiom, 30
Supremumsnorm, 220, 249
surjektiv, 59
symmetrische Matrix, 378
symmetrischer Operator, 376

Tangens, 73
Tangente, 177
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Tangentenvektor, 419
Tangentenvektoren von Flachen, 493
Tangentialraum, 502
Taylor, Satz von, 189
Taylorpolynom, 189
Taylorreihe, 197
Teilbarkeit, 17
Teilbarkeit von Polynomen, 66
teilerfremde Polynome, 67
Teilfolge, 35
Teilmenge, 76

dichte, 395
Teilraum, 289
Testen von Hypothesen, 95
Torus, 494, 509, 510
Tragheitsellipsoid, 373
Tragheitstensor, 373
Transformationsmatrix, 314
Transformationssatz fiir Integrale, 465
Transitivitat, 17
Translation, 101
transponierte Matrix, 328, 334, 336
Treppenfunktion, 217, 443
Treppenfunktion auf I, 217
Trichotomie, 17
triviale Losung, 270, 285

Uberabzihlbarkeit von R, 48
iiberwiegende Hauptdiagonale, 384
Umgebung, 406
Umkehrabbildung, 59

einer linearen Abbildung, 312
Umkehrbarkeit, lokale, 429
Umkehrsatz fiir C"—Abbildungen, 429
Umordnungssatz

fiir Reihen, 156

grofer fiir Doppelreihen, 157
Umparametrisierung, 478
unbestimmtes Integral, 227
uneigentliches Integral, 259, 261
unendlichdimensional, 296
ungerade Funktion, 72
Ungleichungen fiir Reihen, 153
unitdare Abbildung, 364
unitdare Gruppe, 369
universelle Losbarkeit, 317
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Unterraum, 289
Urbildmenge, 78

Variation der Konstanten, 271
Vektor, 286

im R2, 107

im R", 127

in der Physik, 100
Vektorfeld, 476

ebenes, 516

exaktes, 480

konservatives, 480

rotationsfreies, 484
Vektorpotential, 492
Vektorprodukt, 133
Vektorraum, 286
Venn-Diagramme, 76
verallgemeinerter Mittelwertsatz, 185
Vereinigung

beliebig vieler Mengen, 80

zweier Mengen, 76
Vergleichskriterium, 38
Vertauschbarkeit

der Integrationsreihenfolge, 460

der Summationsreihenfolge, 157

partieller Ableitungen, 417

von Differentiation und Grenziiber-

gang, 256

von Limes und Integral, 255
Vielfachheit

algebraische, 66, 123, 350

geometrische, 350
Vietasche Wurzelsatze, 123
vollstandige Induktion, 21, 23
Vollstandigkeit

in normierten Raumen, 396

von C, 150

von R, 30, 51

von R™, 396
Volumen

n—dimensionales, 462

eines Quaders, 442

und Determinante, 341

von Parallelflachen, 340, 462

von Rotationskorpern, 450

zwischen zwei Graphen, 463

Index

‘Wahrscheinlichkeit, 84
‘Wahrscheinlichkeiten

Addition von, 87

Produkt von, 87
‘Wahrscheinlichkeitsmafl, 84
Wabhrscheinlichkeitsraum

endlicher, 84

Laplacescher, 88
Weg, 404, 419

einfach gelagerter, 547

stuckweis glatter in C, 538
Wege, aneinandergesetzte, 405
‘Wegintegral

skalares, 475

vektorielles, 477, 478
wegzusammenhangende Menge, 405
Weierstraflscher Approx.satz, 254
Wertevorrat, 58
wesentliche Singularitat, 557
Winkel

im R"”, 131

im Bogenmaf, 69

nichtorientierter, 69, 113, 131

orientierter, 112, 113
winkeltreu, 364
Wronski—Determinante, 209
‘Wurzel, m—te, 44

Zahl, komplexe, 114, 115
Zahlenebene, 117
Zahlenfolge, 34
Zahlengerade, 15
Zeilenmatrix, 306
Zeilenrang, 317
Zeilenstufenform, 319
Zielmenge, 58
Zufallsexperiment, 83
Zusammenhang, 405
Zustand, 211
Zustandsgleichung, 431
Zustandsvektor, 209, 211
zwiebelweise Integration, 500
Zwischenwertsatz, 170
Zykloide, 470



